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内 S 简介 


遇 体 学 是 固体 科学 的 基础 对 称 性 理论 是 晶体 学 的 理论 基础 。 运 用 群 论 
可 以 很 方便 地 研究 晶体 的 对 称 竹 ， 

本 节 的 重点 是 运用 群 论 讨论 时 体 的 对 称 性 ， 全 书 共 十 三 章 ， 大 致 可 分 
成 三 部 分 .前 三 章 是 基础 介绍 了 对 称 操作 以 及 群 论 中 与 研究 晶体 的 对 称 
性 关系 较 密切 的 基本 概念 和 定理 ， 第 四 ,五 ,七 , 八 章 是 全 书 的 主体 ,用 群 论 
推导 了 量 休 学 点 群 ,平移 群 和 空间 群 ,介绍 了 1983 年 出 版 的 “International 
Tables for Crystallography, Volume A: Space-Group Symmetry ( Ec[z: Ed Gk 
FRA 卷 : 空间 群 对 称 性 六 的 主要 内 容 . 其 余 各 章 介绍 了 群 论 和 晶体 的 对 
称 性 在 国体 科学 中 的 应 用 ,以 及 晶体 学 与 对 称 性 福 念 的 推广 ， 

本 书 可 作为 国体 物理 (凝聚 态 物理 ), 固 体 化 学 、 材 料 科学 ,地 质 矿物 学 
等 学 科 的 研究 生 教材 ， 也 可 供 上 述 学 科 及 其 它 有 关 学 科 的 师 生 各 科技 工作 
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前 言 


晶体 的 主要 特征 是 其 原子 的 配置 具有 周期 性 及 一 定 的 对 称 性 。 广 义 地 说 ， 周 期 性 也 
是 一 种 对 称 性 , 即 平移 对 称 性 。 在 一 定 的 生成 条 件 下 ,晶体 可 结晶 成 为 大 的 单 晶 体 ， 其 外 
形 为 多 面体 ,显现 出 该 种 晶体 的 对 称 性 ,图 0-1 是 基干 在 地 这 内 形成 的 天 然 矿物 晶体 , 国 


图 0-1 车 干 天 然 晶 体 实物 的 照片 中 。 1. 食盐 NaCl; 2。 方 解 
石 CaCOs; 3。 绿 柱石 Be,Al,[Si,O1s]; 4. GB RK, 一 种 
粉红 色 的 绿 柱石 ; 5. EF, —RikGONSGERBG; 6. 黄 铁 矿 
FeS,; 7. 石英 Si0,; 8. 天 河 石 K[AISi,O,]; 9. W 8 um 
Sb,S,; 10。 红 电气 石 (NasCa) (Mg, Al),[Si,A1,B,(O, OH),]; 
ll. 黄玉 Al, (S10,) (F, OH); 12. BARE; 13， 透 辉 石 
CaMg[Si,0,]; 14. X CaF,; 15. dig Fe;0, 16. X 
青石 Sr3Q。 


图 0-2 若干 人 工 合 成 单 晶 体 实物 的 照片 "1。1，2. 石英 SiO; 3. 三 甘氨酸 
SES (NH,CH,COOH), H,S0,; 4. RES KH,PO, 5. AE 
LiF; 6. 碳酸 锂 LilO,; 7. a AES a-HIO,; 8. #BW, KAI(SO,), - 12H;0; 
9。 红 宝石 ALO, 十 0.0596Cr， 作 为 手表 的 轴承 ; 10。 激 光 红 宝石 ALO, 十 

0.0590Cr; 11. Ri Y,Al;0,,; 12. Sea LiNbO,; 13. & Si; 14. 
蓝宝石 ALO, 
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空间 群 图 表 的 简短 说 明 


(D 标题 $8-1. 
简略 Hermana-Mauguih Schoenilies E m = 
符号 符号 (点 群 ) 
($ 7-5) | ($ 7-5) ($ 4-2, $ 4-3) (8$ 5-2} 


D IDE 3. 1-1 完全 Hermann-Mauguin Patterson 


符号 对 称 性 
($ 7-5) (8 8-6) 


© 空间 群 图 “由 对 称 元 素 配置 图 ($§ 8-2, $8-3) 和 一 般 位 置 卫 置 图 (§ 8-2, 88-3) 组 成 。 图 的 个 数 和 
类 型 依赖 于 品系 ,对 称 元 素 的 图 示 符 号 见 S 1-2 30 $ 1-3, 


© EREA $3-2。 给 出 了 原点 的 位 置 对 称 狂 及 相对 于 对 称 元 素 的 位 置 . 
© 无 对 称 单元 $8-2， 给 出 无 对 称 单 元 的 一 种 选取 。 


© 对称 操 作 $1-7。 列 出 了 把 起 始点 z. y, z 变换 成 一 般 位 置 的 每 一 点 2.9, € 的 对 称 操作 的 几何 
符号 。 这 种 符号 描述 对 称 操 作 的 种 类 , 滑 移 分 量 或 螺旋 分 昌 ( 在 括号 内 )。 以 及 相应 的 对 称 元 素 的 位 
ER. à 
对 称 操作 和 相应 的 一 般 位 置 坐标 有 相同 的 编号 。 有 心 空间 群 的 对 称 操作 技 其 有 心平 称 矢 量 分 成 若 


PRIH. Ainz E 二 ,0 十 组 ”条 款 内 列 出 的 是 基本 对 称 操 作 与 c 心平 移 e T d 


组 成 的 真 合 操 作 ， 每 一 块 内 的 对 称 操 作 的 编号 顺序 是 相间 的 。 
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空间 群 图 表 的 简短 说 明 
简 栈 的 标题 . 


生成 操作 58-3. 这 些 表 中 选用 的 一 组 生成 操作 以 平移 和 对 称 揉 作 的 序号 〈 即 一 饥 位 置 坐标 的 序 
号 ) 的 形式 列 出 ， 由 这 些 生 成 操作 的 滋 罕 的 先 积 可 得 到 一 系列 的 对 称 操作 及 一 系列 的 相应 的 一 般 位 
置 的 坐标 ， 

位 置 $8-3 和 58-14， 一般 Wyckoff 位 置 列 在 上 部 , 往 下 是 特殊 Wyckott 位 置 ， 其 多 重 性 依次 三 
小 ,和 位置 对 称 姓 依 次 增高 ， 对 于 一 般 位 置 和 每 一 种 特殊 位 置 ， 由 左 到 右 依 次 列 出 其 多 重 性 、Wy:kott 
字 侠 ,取向 关系 确定 的 位 置 对 称 性 符号 ,等 效 位 置 坐 标 和 反射 条 件 (§ 8-5)， 一 般 位 置 坐 标的 编导 写 
对 称 操作 的 编号 相应 ， 


, 特殊 投影 的 对 称 性 S 8-7， 每 一 空间 群 烈 出 了 论 三 个 对 称 方向 移 正 交 投影 ;包括 投影 方 癌 ， 投影 所 


得 的 平面 群 ; 投 影 单 胞 的 轴 和 原 后 . 


最 天 不 同 构 子 群 8-8. 

第 1 类 ; RBBEECTEEGOCTED. 

第 Ia 类 ， 同 晶 类 子 群 信子 群 ), 空 间 群 的 惯用 最 胞 是 有 心 的 , 子 群 失去 了 某 些 有 心平 黎 ， 

第 nb 类 : 同 蚌 类 子 群 以 子 群 ); 于 群 的 饭 用 电 胞 比 母 群 的 大 ， 

对 于 第 1 和 Ua 类 于 群 ,依次 列 出 : 子 群 在 母 群 中 的 指数 《在 方 括 号 内 ), 采 用 母 群 坐标 系 和 时 于 群 的 
Hermann-Mauguin 符号 , 子 群 的 锯 用 的 Hermann-Mauguin 符号 (在 加 括号 内 , 当 它 与 前 者 不 同时 才 
列 出 》; 子 群 中 保留 的 一 股 位 量 的 编号 ， 

对 于 第 Ub 类 于 群 ,依次 列 出 : 于 群 在 母 格 中 的 指数 (在 方 括号 内 ), 采 用 寻 群 笃 标 系 时 于 群 的 Her- 
mann-Mauguin DE, PRR o, Ne GERDER ay ts e 的 关系 (在 圆 括号 所) TER 
PET Hermann-Mauguia 符号 (在 图 括号 内 , 当 它 不 同时 才 列 出 ). 


最 低 指 数 的 最 大 局 构 子 群 8-8. 
党 He 类 ， 屡 低 指 数 的 同 晶 类 子 群 才子 群 ) 与 母 群 有 相同 的 标准 Hermana-Mauguis 符号 ， Br 
出 的 数据 与 第 Lb 类 子 群 相同 . 


”最 小 不 同 构 母 群 $8-8。 若 于 是 5 的 最 大 不 同 梅子 群 ，,S ge F HJ SIB, ZERRI 


成 第 1( 同 平移 母 群 ) 与 第 下 ( 同 晶 美 母 滋 ) 两 类 ， 列 出 的 数据 与 第 Db KTERAK, 


及 其 简短 说 明 (b) 


0-2 是 若干 在 实验 室 人 工 合成 的 晶体 ?, 其 中 有 些 呈 多 面体 的 形状 ,有些 则 不 是 《图 0-2 中 
9 品 体 9 一 14)， 大 多 数 金 属 晶体 不 显示 反映 其 对 称 性 的 规则 外 形 . 大 量 天 然 的 和 人 工 合 
成 的 回 体 不 是 单 晶 体 ,而 是 由 许多 尺寸. 形状 .取向 都 不 相间 的 小 晶 粒 组 成 的 多 晶体 ， 

品 体 学 包括 对 称 性 理论 .晶体 结构 及 其 研究 方法 BEEN, 晶体 生长 与 人 工 合 成 :以 
及 晶体 物理 等 内 容 ， 因 此 ,晶体 学 基 包 括 固体 物理 ,晶体 化 学 ,固体 电子 学 ,材料 科学 、 地 
质 矿 物 学 等 在 内 的 回 体 科学 乃至 高 分 子 物 理 与 化 学 、 分 子 生物 学 等 学 科 的 基础 ， 币 对称 
性 理论 是 晶体 学 的 核心 和 理论 基础 。 蚀 体 对 称 操作 的 集合 构成 对 称 群 ; 平移 操作 的 集合 
构 小 平移 群 ,描述 晶体 的 周期 性 ; 围绕 一 点 的 对 称 操 作 的 集合 构成 点 (对 称 ) 备 ， 它 决定 晶 
体 的 宏观 特征 和 宏观 物理 性 能 的 对 称 性 ;在 空间 里 的 对 称 操作 的 集合 称 为 空间 群 , 它 概括 
了 最 体 的 全 部 对 称 性 。 运 用 群 论 的 概念 、 方 法 和 定理 可 以 很 方便 地 研究 晶体 的 对 称 性 ， 

本 节 的 重点 是 运用 群 论 讨 论 晶 体 的 对 称 性 ， 间 时 介绍 了 从 1983 年 出 版 的 “Interna- 
tional Tables for Crystallography, Volume A: Space-Group Symmetry {国际 晶体 学 
E, A 卷 : 空间 群 对 称 性 7”2 一 书 中 所 载 的 230 Ha ARRA HAER ZA B. El 
0.3, 图 0-4 为 读书 中 所 载 空 间 群 Cmm2 及 简短 说 明 。 另 外 ， 本 书 还 详细 介绍 了 务 论 种 
晶体 对 称 性 在 固体 科学 中 的 应 用 及 量 体 学 与 对 称 性 的 概念 的 推广 。 其 中 广义 晶体 学 和 广 
义 对 称 性 的 概念 在 研究 准 晶 体 ,高 分 子 材 料 , 波 虹 和 生物 分 子 的 结构 时 很 有 用 。 准 晶体 不 
具有 完全 的 三 维 周 斯 性 ,可 能 是 三 维 都 没有 周期 性 :也 可 能 是 二 纵 没 有 周期 性 而 第 三 维 有 
周期 性 ,等 等 ， 在 没有 周期 福 时 , 准 晶 体 原子 的 分 布 仍 有 一 定 芍 规律 性 ,好 具有 准 局 期 性 . 
准 晶体 可 描述 为 六 维 空间 中 周期 性 的 晶体 的 一 部 分 在 三 维 空间 的 投影 ; 高 分 子 材料 多 是 
在 三 维 空间 中 仅 在 统计 意义 上 具有 二 维 或 一 维 周 期 性 。 | 

本 书 初稿 和 第 二 稿 分 别 于 1982 年 和 1985 年 由 武汉 大 学 教材 出 版 科 内 部 印 出 ， 并 被 
武汉 大 学 ,中 国 科 学 院 金 属 研 究 所 、 武 汉 地 质 学 院 等 单位 用 作 研 究 生 和 助教 进修 班 学员 教 
材 。 这 次 正式 出 版 ， 我 们 对 其 又 作 了 一 毕 修 改 ,但 不 足 之 处 仍 在 所 难免 ,欢迎 广大 读者 指 
E. pE RiR ARHAR FRETTA DERA : 汪 大 海 同志 帮助 绘图 ， 特 此 
SW. 


1) B. K. Vaiashtein, Modern Crystallography I, Springer-Verlag, Berlin, 1981, 
2) T. Hahn (ed.), international Tables for Crysiallography, Vol, A, Space Group Symme:ry, D. 
Keidel, Dordrecht: Holland/Boston: USA, 1385, 
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第 一 章 对 称 操 作 
81-1 5| zl 


HEARREN, Din, DEELER AEN, AREN THO d EDT 
对 称 考 ， 等 等 。 但 在 本 书 中 我 们 主要 讨论 晶体 而 不 是 日 常生 活 中 其 它 客体 的 对 称 性 。 s 
体 不 同 于 其 它 客体 的 主要 特征 在 于 ， 晶 体 是 由 在 三 纵 空 间 规则 地 重复 排列 的 原子 或 顶 子 
集团 组 成 的 。 原 于 集团 的 这 种 规则 的 重复 就 是 平移 对 称 性 的 一 种 形式 我 们 用 点 阵 描述 
晶体 的 平移 对 称 性 。 所 谓 点 阵 就 是 空间 中 的 点 的 无 限 阵列 ， 其 中 每 一 阵 点 代表 一 个 作为 
基本 重复 单元 的 原子 集团 ， 所 有 的 降 点 都 具有 相同 的 环境 .图 1-1(a) 表示 某 具 有 三 维 
周期 性 的 图 案 ， 图 1-1Gb) 则 是 这 图 案 的 点 阵 .我们 选任 意 阵 点 口 作为 原点 ,适当 的 三 个 


b b D “ 
le o O s i 的 + 
b ° o Q b 
D o D "e Do 
b b EC š 
o" b € ° 
b D : df 
b E: ek - 
Se o^ D - 
(b) 
(a) 
图 1-! bio Con RE Zelus (b) 
不 共 而 的 矢量 a, b 和 e 作为 坐标 轴 的 基 矢 。 这 里 a, b 和 e 怡 构成 作为 空间 点 降 的 基 
本 重复 单元 的 平行 六 面体 ， 我 们 称 这 个 
平行 六 面体 为 单 移 ， 如 果 我 们 使 整个 空 d 


B] PE ZY E < E 

E= ua + sb + we 
平移 《这 里 s.v. 为 任意 整数 ), 则 得 
到 的 新 的 空间 点 阵 恰 与 平移 之 前 的 一 
样 ， 我 们 称 沿 矢量 上 的 平移 为 空间 点 阵 
或 晶体 的 一 种 平移 对 称 操 作 。 


为 了 进一步 了 解 什么 叫 对 称 操作 ， pM 
我 们 丙 考 虑 图 1-2 BR BUSES -T- (CH9. afl 
为 了 简单 起 见 ， 图 中 仅 给 出 了 六 个 碳 不 | 
T. BRUEGTAREERCTA THRA Hic XGPRUDEUE TRUE 


(RU c 轴 ) 旋转 60^, NIAE AY T- age gie — FE Be RTT TELA, ER c 轴 旋 转 60? 
是 共 分 子 的 一 种 对 称 操作 。 一 般 说 来 ， 一 个 分 子 或 一 个 晶体 的 某 一 对 称 操作 定义 为 这 样 


^ Í F 


的 操作 , 它 变 换 了 各 原子 的 位 置 , 但 得 到 的 分 子 或 晶体 恰 与 操作 之 前 一 样 。 mA. Sz e Bk 
旋转 120°, 180°, 240°, 300° 和 360? 也 是 蔡 分 陡 和 的 对 称 操作 。 茶 还 有 绕 着 其 它 轴 的 旋转 
对 称 操作 以 及 除 旋 转 之 外 的 其 它 对 称 操 作 。 与 前 述 平移 对 称 操作 不 同 ， 这 些 操作 都 是 国 
经 空间 中 的 一 个 点 进行 的 , 即 在 操作 过 程 中 至 少 有 一 个 空间 中 的 点 不 移动 \ 因 此 我 们 称 之 
A) SU Er RTE, 

本 章 先 讨论 晶体 中 的 点 对 称 操 作 (§ 1-2), 再 讨论 非 点 式 操作 《4$ 1-3), dERGX ERE 
包括 螺旋 旋转 和 滑 移 反 贞 两 大 类 ， 它 们 是 由 点 对 称 操作 与 平移 操作 组 成 的 复合 操作 。 扣 
对 称 操作 和 非 点 式 操作 共有 七 种 类 型 〈$ 1-6). š 1-4 和 $1-5 则 讨论 晶体 中 旋转 轴 的 毗 
次 并 证 明 只 有 这 七 种 对 称 操 作 . 

晶体 中 的 这 些 对 称 操作 可 用 图 示 符 号 《$1-2; 1-3-1 和 1-3-2 F), Seitz 符号 C1-3- 
3 8». G x 3) 矩阵 或 《4 X 4) 增 广 短 陈 (1-3-3 节 ) 或 用 国际 晶体 学 表 A elt E RE 
几何 符号 (1-7?-2 节 ) 描述 。 在 $1-7 中 将 介绍 这 些 符 号 之 间 ， 特 别 是 后 两 种 符号 之 问 的 


51-2. 点 对 称 操 作 及 其 矩阵 表示 5 


ik a, b, c bs, 它们 不 一 定 互 相 王 站 .原则 上 上 有 了 两 种 描述 对 称 操作 的 方式 .一 
种 叫 主 动 襄 作 ， 操 作 时 使 空间 中 所 有 的 所 或 位 矢 相 对 于 国定 的 坐标 轴 移 动 。 另 一 种 叫 被 
二 操作 ,操作 时 让 举 标 轴 移 动 , 但 空间 中 所 有 的 点 或 位 矢 保持 不 动 ， 这 里 我 们 仅 著 谍 主 动 
对 称 操 作 ， 此 外 ,我 们 按照 国际 晶体 学 表 2 的 习惯 , 采用 右手 坐标 系 ， 作 图 时 一 般 让 a 大 
Sr ant, ként, c 从 纸 面 指向 读者 。 Mk Kr r= xa + yb + se 经 对 称 操作 W my 
(E FB SERE LX F = ya + yb + ze, 也 就 是 说 ， 坐标 为 区 一 | y | 的 一 点 经 对 称 EE TS 


E 


Eg dp dn: _ | 
x Wa Wy Wn x 
Ü = Ë Wi gi (1-1a) 
x Wa W, Wal Aë 
X = Wx CI-1b) 
EHE (l-1b) ES PS Cl-1a) HAS, W JE EURTERDBMERUR, WERB A 
和 地 讨论 各 种 点 对 称 操 作 。 


(15 全 同 操 作 :， 就 是 不 施 以 任何 操作 ,这 种 对 称 操 作 在 Hermann-Mauguin 符号 (以 
下 有 时 简称 为 HM 符号 ) 中 用 13m, TE Schoentlies 符号 中 用 五 表示 。 描 述 这 种 操作 
1 0 0: 
HTJ ZE | 0 1 0 ) 即 所 谓 的 单位 炬 阵 或 全 同 滤 阵 ， 
0 ü 1. 
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(2) et 是 绕 善 某 轴 旋 转 2x/# fü, 按 HM 符号 记 为 ny，Schoenflies 符号 党 
C。， 这 里 # 称 为 旋转 轴 次 。 这 种 操作 有 时 出 做 纯 旋 转 ， 客体 的 左右 手 问 指 关 系 不 变 ， 开 
非 纯 旋转 则 是 旋转 与 向 反 或 旋转 与 到 映 的 复合 所作 ， 客 体 的 左右 手 阿 指 关 系 改变 。 这 里 
Hot 5—],2,3,4,6 的 情况 ， 因为 在 晶体 中 只 着 在 这 几 种 旋 轩 ， YX A Fr =e ZE š 1-4 
中 证明 ， 为 了 方便 想见， 有 时 我 们 还 用 点 阵 方向 指数 [s v wl REER, fj 
in. 2 [0 0 1] dcn EE [0 0 11 #h(FE e SO MERE w 角 的 操作 ， 

极 《 射 ) 赤 ( 面 投影 图 是 形象 描绘 对 称 操 作 的 重要 方法 。 极 赤 投 影 图 是 这 样 作 出 来 
D. i-r 轴 与 单位 球面 的 交点 为 北极 ,一 z 轴 与 单位 球面 的 交点 为 南极 。 十 z 方向 半 
球 抽 上 的 某 一 点 《代表 着 一 个 方向 ) 与 南极 的 连 线 同 xy 平面 的 交点 就 是 +z 方向 半球 
Lee, 可 惯 上 用 一 个 小 圆 点 来 标记 . 在 一 z 方向 半球 面 上 的 点 则 用 北 . 
极 进行 投影 ,习惯 上 用 一 小 圆圈 来 标记 ， | 

我 们 还 可 以 用 另 一 种 方式 来 描绘 对 称 操 作 ， 用 一 个 圆 南 代 表 某 一 客体 ， 例 如 原子 集 
团 ， 癌 轿 旁 的 “十 号 或 ”一 ”号 分 别 表示 这 例 立 在 纸 面 上 或 纸 面 下 ， 举 标 分 别 为 十 z 或 . 
一 z。 有 二 号 的 加 图 则 表示 与 元 近 号 的 圆圈 具有 相反 的 左右 手 同 指头 系 , 风 图 1-3, 

图 1-3 示 若 干 点 对 称 操作 ， 每 一 种 点 对 称 操作 的 分 图 中 从 左 到 右 依 次 为 该 点 对 称 操 
作 的 HM 符号 (括号 内 是 Schoenflies 符号 ), 相 应 对 称 元 素 的 符号 ， 以 及 用 这 对 称 操作 
EE GEHE e. 

旋转 轴 垂 直 于 纸 面 的 对 称 操 作 2(C,) 把 图 1-3(2) 中 右上 方 纸 面 之 上 的 客体 (右手 
或 驴 十 ) 变 成 图 中 左下 方 纸 面 之 上 的 客体 (右手 或 如 十 ), 于 是 由 这 两 个 客体 构成 的 整体 具 
有 点 对 称 性 2《C;)， 相 应 的 对 称 元 紊 为 2 次 轴 ; 用 符号 来 表示 。 若 二 次 轴 躺 在 纸 瑟 上 ， 
比如 说 沿 10 1 0] 方向 , 册 其 符号 为 治 [6 1 013/09 8886. 38 [0 ol 方向 的 二 次 轴 
相 联 系 的 对 称 图 形 则 用 一 个 纸 画 上 的 六 图 信 十 与 一 个 纸 面 下 的 加 图 名 一 表示 。 附 录 1 给 
出 了 晶体 中 各 种 点 对 称 操作 的 矩阵 家 ， 相 应 的 对 称 元 素 的 方向 ， 以 及 坐标 为 《rs y, z) 
的 点 经 对 称 操作 W 变换 后 的 坐标 《zy 3。 例如 ， 对 称 操作 210 0 1] 作用 在 点 《zy 
y x) 上 变换 成 


seh /—1 0 0V/x Gg 
中 emp 人 | D 2 Jet) 
z zx Ü ó 1. z . z 


这 就 得 到 点 《一 zy —y, zz). 与 图 中 所 示 一 致 。 

下 面 再 讨论 对 称 操作 3(C;)， 用 实心 三 角形 生 开 示 , 见 图 1-30). 3(C,) 是 三 个 在 
纸 相 上 方 周 一 高 席 处 互 成 120? (22/3) 县 与 3 次 轴 等 距离 的 图 案 的 对 称 P PE. SW, 
(3) —(3)00 (CE = C,C,) 也 是 这 一 图 案 的 一 种 对 称 操 作 。 ”在 本 书 中 我 们 约定 : 操作 
MM 碟 示 首先 对 其 客体 施 以 W, 操作 , 紧 接 着 再 施 以 W 操作 ， 

图 1-3(c) 与 (d) 分 别 描绘 对 称 操作 ACC) 与 ech, ES (CD — 2000 也 
是 一 -种 操作 ， 这 是 下 列 事实 的 一 个 晤 简单 的 例子 : 某 些 对 称 操作 的 存在 意味 着 其 它 一 些 
对 称 操作 的 存在 。 例 ， 车 ACC) 是 某 量 体 或 分 子 的 对 称 操 作 , 则 2CC2) DLE (Ci) 也 
是 对 称 操作 ， 类 似 地 ，3(C3) ERA ZC, 由 6(CO 可 知 6"(C?) 也 是 对 称 操作 ， 
此 处 m= 1,2,3,4,5,6, 其 中 (C2) = 3(C0, 6(CO = AC, UCD = ICE), 

对 称 操作 使 客体 (原子 田 和 圆圈 符号 ) 相 对 于 对 称 元 素 称 动 茶 一 量 ， 通 弟 总 是 把 冶 器 


e do 


符号 放 在 一 般 位 置 上 ， 也 就 是 说 不 处 于 对 称 元 寒 上 .对 称 操 作 的 效果 就 是 由 这 一 个 圆 赠 
产生 一 组 贺 罚 ,它们 都 处 于 一 般 位 置 上 ,但 它们 是 对 称 地 互相 联系 着 的 ， 从 而 得 到 一 组 一 
般 等 效 位 置 . | | 

(3) BI: 通过 某 一 中 心 的 倒 反 操作 把 右手 变 为 左手 ， 改 变 了 图 象 的 左右 手 人 向 指 关 
系 。 其 符号 为 1] 《2， 它 把 空间 中 的 点 (x,y;， z) 变 成 点 《一 x， 一 ?一 z): 


Fc 


相应 的 对 称 元 素 叫 对 称 中 心 , 记 为 口 , 见 图 1-3(e)。 和 检查 图 1-2 就 可 以 发 现 , 革 分 于 有 一 
对 称 中 心 处 于 分 子 中 心 。 

(4) 对 一 张 平 商 的 反映 ; 1- 3C£). 示 对 一 张 平面 的 反映 ,或 有 时 称 为 镜面 反映 ,其 
HM 符号 为 m, Scheenfles 符号 为 ga。 借以 进行 反 峡 操作 的 平面 是 称 之 为 镜面 的 对 称 
ZUR. BUE SR E CE AZE [B] Rae RA (x, y, z) ARFER, 沿 此 线 在 镜面 男 一 倪 得 
到 等 想 离 的 后, 这 一 点 是 点 (x. y. z) HRR. Sgr SIE ISI IG FAIRA, 
KA 1-3(£) PA AMARDEEP FRA ETGEN f = x 
镜面 的 方向 ,有 时 在 符号 zw 或 o 后 面 标 以 该 镜面 的 法 线 [s v wl, Quim m[0 1 01 表示 
对 法 线 为 [0 1 0] 的 镜面 的 反映 择 作 , 它 作用 在 点 (x, y, 2) 上 可 写 为 


证 x* 
Gm [O 1 01) H. 
= = 
HUSS (z, —y» z). 


图 1-30) 中 还 给 出 了 以 纸 面 为 镜面 的 情况 。 册 这 种 镜面 反映 联系 着 的 两 圆 图， 一 
个 在 纸 面 之 上 ( 〇 十 ), 一 个 在 纸 面 之 下 ( 久 一 ); 一 个 贺 加 内 无 逗号 ,一 个 有 逗号 ,以 表示 不 
辣 的 同 指 。 按 国际 晶体 学 舟 的 习惯 ,这 种 图 案 用 分 成 两 半 的 一 个 圆圈 表示 ,两 个 半 贺 分别 
标 以 十 和 一 ,一 个 有 逗号 , 男 一 个 无 逗号 , 风 图 1-3CD. 

镜面 的 Schoenflies 符号 o MA AE h, 或 4 我们 约定 c Su 2 SY SE e W WJ + 
轴 , 则 z, 是 对 化 直 于 这 主轴 的 水 平 坡 置 的 镜面 的 反映 ， 这 里 字 秤 来 自 horizontal (7k 
平 )， 对 包含 有 主轴 的 镜面 的 反 瑞 则 记 为 z, c; 这 里 s 表 示 vertical (E), d 表示 
diagonal (HA). e, BEA EHH a Sp, ah e dch, Dies Kësse 
可 推断 必 存 在 # 张 由 此 # 次 轴 联 系 着 的 铅 垂 镜面 co 而 qz 则 处 于 两 相 邻 e, 面 的 分 角 面 
处 。 图 1-2 所 示 之 茶 分 子 具 有 上 述 三 种 镜面 。 m (gs》 通 过 分 子平 面 内 所有 原子 的 中 
Ùs m, CA 通过 相对 的 原子 ， TH a (os) 通过 相对 的 C—C mna. 

(50 旋转 例 反 ( 非 纯 旋转 儿 最 后 这 一 类 操作 由 于 下 列 两 原因 而 难于 理解 .首先 ,Her- 
mann-Mauguin 采用 的 研究 方法 与 Schoenflies 的 方法 不 同 ， 以 致 周一 对 称 操 作 有 不 局 
的 名 称 。Hermann~Mauguin 方法 是 旋转 倒 反 ,而 Schoenflies 方法 是 旋转 到 了 爱 。 本 书 中 
我 们 统称 这 两 种 操作 为 非 纯 旋 转 。 另 一 复杂 的 情况 在 于 ,这 一 类 对 称 操作 是 复合 操作 ,时 
为 两 种 操作 的 乘积 ， 一般 说 来 , 当 某 复合 操作 是 某 唱 体 或 分 于 的 对 称 操作 时 ,该 复合 操作 
的 网 个 组 成 部 分 本 身 却 不 一 定 是 该 晶体 或 分 子 的 对 称 操作 。 以 下 我 们 分 别 用 两 种 方法 来 
研究 这 个 问题 。 


a» 


Hermann-Mauguin FE: 这 方法 中 的 = 次 旋转 合 反 操作 记 为 5, 是 = 次 旋转 操作 与 
二 尽 操作 两 者 组 成 的 复合 操作 (乘积 )， 在 这 种 具体 情况 下 ， 先 旋转 后 俩 反 疝 先 俩 反 后 旋 

EES BREMA (55, ME 1-3Cg)。 括 号 内 的 员 是 同一 操作 的 Schoenflies ff 
TAARAH ERR. BF 4 (Si 把 图 中 上 方 纸 面 之 上 的 有 于 或 具有 在 手 同 指 的 图 
形 十 〇 变换 成 图 中 右 方 纸 面 之 下 和 的 左 手 或 具有 左手 向 指 的 图 形 人 一。 重复 施 以 这 一 操作 
划 得 图 中 下 方 纸 面 之 上 的 有 手 或 具有 右手 向 指 的 图 形 “ 〇 +”。 这 说 明 (4) 一 2， 三 次 施 
以 4《83) 操作 则 得 图 中 左 方 纸 面 之 下 的 左手 或 具有 左手 向 指 的 图 形 “ 一 信 ”, 这 对 应 于 操 
IL" 4《5,)。 四 次 施 以 此 操作 后 就 回 到 起 始 的 图 形 , 即 Gay — 1 《全 同 操 作 }。 如 果 一 组 原 
子 的 配置 可 用 这 四 个 圆 鸭 表 示 ， 我 们 就 可 说 ，4 (SD, CA CSO 和 2(C,) 都 是 对 称 操 
作 , 请 注意 : 对 称 操作 4 (SD 的 在 在 腾 示 着 2 次 旋转 对 称 操 作 的 存在 ,因此 把 这 种 旋转 
二 及 轴 的 符号 规定 为 钊 。 另 一 方面 ,对 这 一 组 原子 的 配置 ，4《C 和 EGO) 本身 并 不 是 
对 称 操 作 ， 因 此 ,复合 操作 4 (SD 的 确 是 一 种 新 的 对 称 操作 , 而 具有 这 种 对 称 性 的 晶体 
或 分 子 , 组 成 的 4 (52 的 两 个 操作 却 不 是 对 称 操作 。 这 一 所 很 重要 , 必须 领会 . 

现在 讨论 操作 3 (SD: 38) 1-3(h)， 三 次 旋转 合 反 轴 的 符号 是 外 。 经 过 六 次 3 操 
作 后 回 到 起 始 的 加 圈 ， 因 此 , 若 某 晶体 或 分 子 中 的 原子 排列 可 由 这 六 个 罗 立 代表 , 则 3 是 
这 具体 或 分 子 的 对 称 操 作 ， 由 此 图 显 见 ,具有 三 次 倒 反 轴 3 的 客体 ,也 就 是 既 具 有 三 次 轴 
3， 又 具有 倒 反 中 心 工 的 客体 . 

关于 对 称 操作 6 (8 ， 读 者 可 参看 图 1-360) 自行 检验 ， 然 后 就 会 发 现 ， 对 于 ot 
的 某 些 n, 可 得 到 新 的 操作 ,对 于 其 它 的 #, 得 到 的 是 过 去 已 讨论 过 的 操作 。 由 图 可 见 , 具 
有 六 次 便 反 加 的 客体 ;也 就 是 既 具 有 三 次 轴 3， 又 具有 水 平 镜面 m, 的 客体 ， 

此 外 ，1 0) REE (3) 中 已 讨论 过 的 倒 反 操作 , 2 就 是 (4) 中 已 讨论 过 的 镜面 反映 
操作 : 2 = mle), 

Schoenflies 方法 ; 这 种 方法 中 的 非 纯 旋 转 操 作 由 纯 旋 转 操作 与 对 垂直 村 有 其 转轴 的 基 
平面 的 到 映 这 黄种 操作 组 成 ， 它 的 Schoenflies 符号 是 $S, = osC。 m ES yari S.H 
作 的 复 台 操作 则 记 为 57 = Let A, 

把 这 一 研究 方法 用 于 图 1-3(g) 中 的 4 (3S0， 可 以 容易 地 得 到 下 列 关 系 : 

$,— (4), Sie C, (4), Zei, S= l (1-2) 
Schoenflies 法 有 个 特点 ,就 是 每 施 以 一 次 S. 的 操作 ,就 按 道 时 针 次 序 依次 得 到 下 一 个 贺 
A. MÆRLI a HRE, MRR ARFERIR RATA, 对 图 r-3Ch)y, BD 
3 CS) 区 ,相应 的 操作 是 
Ss BO, Ari, $ = G, $$, S == E (1-3a) 
Gy, (33, Gy — 1, GF = (Gy, 3, (3Y cl (1-3b) 
È (1-3a) 与 式 (1-3b) 中 对 应 的 操作 是 后 一 对 称 操 作 的 两 种 不 同 写 法 . 与 6 (sp Sg 
应 的 公 趟 是 
S, Be Gi, Bro, HSC, S, S-E 《1-4a) 
(6), (6) 一 3, (6) = m,, (6) —3, 6, (6) = (1-45) 
HEA (1-42) 54 《1-4b) 中 对 应 的 操作 也 是 同一 对 称 操 作 的 两 种 不 同名 称 。 
在 国际 晶体 学 表 A SU UE SERI RC o SKI, m 5 5 BJ2S R Wi S 13-5 讨 


LI ü h 


it. 

HA (1-2) 至 (1-4) 可知 ,对 偶数 m, 永远 存在 着 下 列 关 系 : 

AN zem CT (1-5a) 

XX x (BUSES UE ERES A 2 34 m WIER, SE rn BUYER m YR. C, 与 偶数 次 有 反映 ,而 后 者 
的 作用 拾 为 全 同 变换 ， 

在 结束 点 对 称 操作 这 一 节 之 前 还 应 指出 ;每 一 对 称 操作 的 逆 操 作 也 必 为 对 称 操 作 . 头 
T be TEB E GR 若 4B—1 (全 同 操 作 ), 则 4 与 8B 互 为 逆 操 作 , 即 A t= B 或 有 一 
4。 显 然 有 【4B) = BCA, ÆR 1-1 中 我 们 列 出 了 Schoenflies 符号 中 每 种 点 对 称 
操作 的 逆 操 作 ， | 


d$ 1-1 Sehoeaflies ApH SOM MEM EDGE ft 


MS PR PR IE Xi! 操 PE 
(1) 二 旋转 CR ctos 
特例 E E 
(3) jdER Ne f£. n 为 个 数 SF $ 
特例 d f 
(3) JESS, f Um AE s> r 
f l 


在 附录 1 中 ， 每 一 栏 的 上 半 部 列 出 的 是 纯 旋 转 操作 n, 每 一 栏 的 下 半 部 则 是 与 之 相 
应 的 非 纸 旋转 操作 #。 把 纯 旋 转 操作 n CIE W 和 变换 后 的 坐标 (x. y, 2) KE, 
别 得 到 相应 的 非 纯 旋 转 操作 # 的 矩阵 和 变换 后 的 坐标 . 纯 旋 转 的 矩阵 的 行列 式 值 为 十 1， 
非 纯 旋转 的 垂 阵 的 行列 式 值 为 一 1!， 附 未 a D'Top, Rn. CZ, San, Ces 
体 坐 标 系 , 附 表 D(b) 则 用 于 六 角 坐 标 系 ， 

图 1-4 说 明 对 坐标 为 (z, y, z) 的 点 施 以 操作 6" (Co) IW, GB m 1.2, 
3,4, 5, 6, (x, ys z) 是 在 六 和 角 坐 标 系 中 的 坐标 。 在 六 和 角 坐 标 系 中 ， 基 矢 & 与 b Gr 
120^, 由 图 1-4 可 知 ,把 操作 6*(C ERRAT Crs y, e) 的 了 点 就 得 到 位 于 (x — y, 


x x — y 

x, z) 的 新 点 B. RJ (6*10 0 11) 5H x ) 这 可 证 明 如 下 : OB' afin 
nd B 4/4" — A B = A A" — AB = x — 
y, OB 在 8 轴 方 向 的 分 量 则 为 DO4 = OA = 
x. 内 此 可 得 6+[0 0 1] 在 六 角 坐 标 系 中 的 矩阵 


1 一 1 9 
6+[0 0 1] |: 0 0 (1-5b) 
Ü 0 1 


虽然 在 六 角 坐 标 系 中 倒 反 操作 1 的 矩阵 表示 仍 为 


一 1 0 0 
1 一 Ü 一 1 0 (1-6) 
0 0 —1 


由 式 (1-6) 5 (1-5b) 的 乘积 可 得 附录 1 中 所 列 6[0 0 13 GES, 16 AS 38 
得 到 附录 1 中 所 列 其 它 点 操作 在 六 角 坐 标 系 中 的 甜 阵 表 示 . 

请 注意 对 称 操作 和 对 称 元 素 这 两 个 概念 的 区 别 与 联系 。 对 称 操 作 古 图 绕 一 定 的 几何 
元 素 进行 的 ,对 称 操作 据 以 进行 的 几何 元 素 叫 做 对 称 元 素 ， 例 如 , = 次 旋转 操作 据 以 进行 
的 车 称 元 素 是 = 次 旋转 轴 ， 反映 m 这 一 操作 据 以 进行 的 对 称 元 素 是 镜面 m, 倒 反 操作 据 
以 进行 的 对 称 元 素 是 对 称 中 心 , 等 等 。 


$1-3 4dERGXBRIE : SR he BE PRI R TR DIR 


E š 1-2 中 我 们 只 讨论 了 点 对 称 操 作 , 即 旋转 和 旋转 倒 反 【或 旋转 反映 ， 包 括 倒 反 1 
和 有 反映 m 一 7). 这些 操 作 的 特点 是 :在 每 一 操作 的 过 程 中 ,空间 的 某 一 点 ( 倒 反 中 心 ;或 
旋转 倒 扩 轴 的 倒 反 点), 或 某 一 条 直线 (转轴 ), 或 某 一 张 平面 (镜面 ), 总 之 至 少 有 一 个 空间 
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(b) 
图 1-5 2 REESE So WE 
(a) —ORBERECIO 5 2, 召 施 旋转 ( 右 ) 对 比 ， 转 轴 过 原点 平行 于 T0 0 1] 方向 ; 
(b) ERC So EENG, 反映 面 和 渭 移 反映 面 位 于 y 一 by el 
ib, EEF [0 1.9] 


中 的 点 ,保持 不 动 。 重复 施 以 若干 次 这 样 的 某 一 个 操作 后 ,客体 就 加 到 其 起 始 位 置 。 在 斌 
究 晶体 表面 的 配置 的 对 称 性 或 点 阵 乎 面 族 的 配置 的 对 称 性 等 问题 时 ， 这 样 的 点 对 称 娩 作 
WERT. (Zwéin IER, WE RERA SO TS: STE, IS 
s E earls 而 是 在 进行 了 适当 次 数 的 这 种 操作 

全 平移 的 对 称 操作 又 称 非 点 式 对 称 操作 p BIS DENET: NI RR SL. S 
l-5) 对 比 了 二 次 旋转 ( 左 ) 与 2, 螺旋 旋转 (在 ) 两 种 操作 。 二 次 旋转 是 绕 过 原点 且 平 
行 于 [9 0 1) Jun mE Ez 1807, 把 Qus y, z) 处 的 原子 移 到 (一 x， —y, z) 处 ,而 2 


BERRIE Ce yz) 处 的 原子 移 到 【一 *， 一 y， 2 十 JI 图 1-5(b) 对比 了 反映 
( 堪 ) 与 “ 滑 移 反 了 喘 ( 右 ) 两 种 操作 .位 于 y 一 0 的 镜面 把 (x; y, ei ARBA (s —y z) 
处 ,位 于 y 一 0 的“ 滑 移 反映 则 把 Gr ys) 上 变换 至 [z + SÉ -— JES 

螺旋 辆 和 滑 移 面 是 晶体 结构 中 常见 县 重要 的 对 称 元 素 ， 它 们 能 使 形状 不 是 球形 的 分 
子 或 原子 集团 以 密 堆 的 方式 构成 晶 休 , 详 见 有 关 最 体 结构 的 专著 , 如 文献 [8]， 

下 面 我 们 详细 讨论 各 种 含有 平移 的 对 称 操 作 以 及 描述 这 些 操作 的 Seitz 符号 和 谱 广 
mur. 
1-3-1 螺旋 旋转 


n 次 旋转 操作 是 旋转 ?r/m 角 . 对 # 次 螺旋 旋转 则 还 需 指出 旋转 后 党 续 轴 的 平移 量 ， 
ANERE r。 蝶 距 不 能 是 任意 的 在» 次 操作 之 后 螺 距 的 积累 量 nr 应 该 是 沿 螺 旋 轴 方向 所 
TES z 的 整数 倍 ， 即 nr 二 mz。 当 吉 二 0 时 没有 平移 、 所 以 +» 次 族 转 是 n, 螺旋 旋转 当 


m 一 0 时 的 特例 ， 在 一 般 情况 下 一旦 1,0 me DEE are: Bn 
时 的 螺 距 加 上 周期 平移 + 的 整数 倍 。 习惯 上 .操作 表示 逆 时 针 旋 转 Zeie MIERE 
独 正 向 平移 Ps AFRE), 

图 1-6 表示 所 有 可 能 的 晶体 学 媒 施 轴 、 图 中 所 有 螺旋 加 都 过 原 所 旦 平行 于 c, BIB 
过 的 之 十 表示 该 加 照 代表 的 客体 认 c Ri daos Ze 以 平移 周期 为 单位 )， 


表 1-2 以 四 次 旋转 操作 4 和 三 种 四 次 蝶 旋 旋转 操作 A das 4, 为 例 说 明了 这 种 情况 ， 


SS 1-2 
”对称 操作 — | 8 
SG SAT Y» y. ° z, yy f | x, y> 了 
BRIE Ee —y»5)8 1 ys a, 2 + L RA RENE be 
操作 二 次 后 的 坐标 es has | 一 | 25 =y rtl Gi -y2 +1 } 
操作 三 次 后 的 坐标 y» 一 %y P ys d ys =f, Z + H ys sart 42b 


| 
| 
SRIEPUIK I RJ SS PR | fy yy $ #s ysti Ey ys # + 2 | Fy ys z+ š 


”图 1-5 AGGERE RARE E Feb E 


H 1-2 可 见 , 4 次 施 以 4, 操作 后 ， 得 到 一 个 工 起 始点 (z, y, z) 的 距离 为 mc 的 
点 (x, ys z 十 m). 
在 螺旋 旋转 4 和 4 的 情况 下 ， ES 1-6 中 把 上 表 所 列 坐 标 减 去 党 e 方 同 平移 周期 的 


整数 倍 ， 例 如 和 和 栏 内 的 sz 十 1 约 简 为 十 z, z + PELE Ite 等 等 ， 

观察 图 1-6 可 知 ,， 4, 与 4 ARRERA RAHE 0/4. (B 4 MRAR 4, 轴 是 左 
ue 螺旋 轴 书 则 没有 堪 、 右 皇 的 区 别 。 一 般 说 来 ， 螺 旋 辐 n. 联系 着 的 等 效 点 的 配置 
[1,3 m < sii WEHR, m> ail WEER m 一 nii Nä, EE 


1-3-2 ABRA 

EE c RE RTT EE 41 86 Ten DR ES EDS T F D PB ER, FREE I 
ERZE. An e Ge TR. ERATE KRA ^E FE SS 2 Ë RUBER S 
位 置 。 例 如 ,图 1-5(b) 右 部 所 示 平 移 量 为 a/2, 8 3618 3 EET [0 1 0] gj a W AL Wk, 
重 先 操作 两 次 后 产生 的 新 位 置 较 之 起 始 位 置 移动 了 a. ARARE RA E RR 


. LU - 


(a) EUTRE EII 


对 称 面 


金刚 五 

滑 移 面 
《一 对 面 : 羽 出 现 
T+ Qy Bñ fo? 


(b) FITERE M 


Hali F iE 


轴 疝 请 移 面 


X] 88 PP (hi 


X13 对 称 面 的 符号 


没 移 矢量 (以 平行 于 和 和 直 于 投 
e Eb ATE BI ROS MA) KSE 
"em £ m 
Mec 平行 于 投影 面 某 方向 的 广 eb Re 
EK TSS ERR + eb de 


平行 于 投影 面 某 方 向 的 3 加 上 翟 直 于 投影 
面 方向 的 > 


— VAPPEGEGOEOURES + ESE iks 


=... 


面 方向 的 T 《得 头 指 示 平 行 于 投影 面 的 方向 ， x 
此 时 惟 直 分 量 为 正 ) 


x 
BAHAS ide 
任 一 前头 方向 的 ay b Hc 
BKD S : 


gor L. 谓 移 和 天 量 总 是 面 心 和 所 县 或 


EW A R EN E ETH e ËJ XJ fB #Ñ 39 3 
CH Dd RB) qu Ge 


1) 图 未 符 身 旁 的 数字 i Ze + 等 表示 该 面相 对 于 投影 夯 的 高 度 [ 以 投影 而 法 疝 的 点 阵 平移 吴 重 为 单位 1. 


e ]] = 


移 量 是 阵 点 间距 之 半 ， 渭 移 方 向 可 平行 于 晶 胞 的 某 一 楼 边 a, R b, et), 或 
平行 十 晶 胞 的 面 对 角 线 或 体 对 角 线 (对 角 滑 移 )。 对 角 消 移 反 映 的 滑 移 量 通 常 为 唱 胞 相应 
对 攻 线 长 度 之 半 ， 在 金刚 石 请 移 的 特殊 情况 下 则 为 对 角 钱 长 度 的 1/4. GEENE AK 
WEIT. Bravais 点 阵 是 体 心 或 面 心 的 《关于 Bravais 点 阵 的 概念 详 见 $5-1), 这 时 在 
有 关 对 角 线 的 中 点 也 是 一 个 阵 点 ,因而 金刚 石 涡 移 的 油 移 量 仍 然 是 点 阵 平 移 周期 的 一 半 . 

表 1-3 列 出 了 各 种 对 称 面 的 印刷 符号 、 图 示 符 全 和 请 移 矢 量 ， 表 中 仅 金 刚 石 请 移 面 
的 符号 需要 说 明 如 下 ， 在 表 1-1(a) 中 , 滑 移 面 垂直 于 投影 面 (于 绘图 的 纸 面 ):, 这 时 约定 
à Era Serie, eu AECH Lon Sp bm, EK 
D Mb) 中 , 滑 移 面 平行 于 投影 面 , 这 时 的 了 滑 移 方 向 用 箭头 直接 标 出 , 滑 移 面 相对 于 投影 
而 的 总 度 则 在 图 示 符 号 旁 用 数字 标 出 。 注 意 : xz 滑 移 面 的 面 间距 是 鼻 用 蜡 体 学 单 隐 Ch 
TIT EE SR ia, Pë Bl, $ 2-2 # $ 5-1) 的 边 长 或 对 角 线 长 度 的 1/4, 滑 移 方向 则 次 蔡 取 两 种 对 
人 角 线 方向 之 一 。 这 一 规律 已 反映 在 4 滑 移 面 的 图 示 符 号 中 ， 其 来 由 详 见 $ 1-5 和 8-3-4 
节 , 此 它 消 移 面 和 镜面 的 间距 都 是 这 些 面 的 惟 直 方向 的 平移 周期 的 1/2。 例 如 ,图 1-5(b) 


中 y = 0, "n I 处 都 有 镜面 ( 堪 图 ) 或 泛称 面 ( 右 图 )， 叉 如 ， 表 1-30) 第 二 行 只 标 出 


Ts- S 处 的 平行 于 投影 面 的 镜面 ， 实 际 上 在 :一 了 处 还 有 一 张 镜面， 但 在 图 示 符号 
中 并 没有 标 出 ,因为 这 是 必然 存在 的 ， 


1-3-3 Seitz SST MEET" 


先 施 以 点 操作 W (包括 纯 旋 转 操作 ”与 非 纯 旋转 操作 闫 两 类 )， 再 施 以 平移 操作 w, 
这 样 组 成 的 复合 操作 用 Seitz Sid (W, w). 这 操作 作用 在 他 和 天 为 
r = xa + yb + ze = (a, b, e) ` 


ZS 


BU PA X LSK 


x 
F — za + 7b + za = (a, B, e) Ü 
= 


H X, ES L F BJ SRK CB X Es k X BUASSRORAERBS G x 1) 列 短 阵 ， 
# = (W,w)x--Wx-rw (1-7) 


x ER x red SIE (Vi, w) 和 (Wi, wo 得 到 
(W,, w, (Wi, wox 一 CW,, z, (Wx + w) 
= W,(W x + wd + w, = WW x + Ww w, 
ben (WAW,, Ww, 十 wx 


ENGT 


Ld 12 + 


内 此 ,两 个 操作 (于;, wp) 5 (W, w) Sms 


(1W,, wW i a) = (W,W,, Wiw + us) (1-8) 
由 式 (1-8) 容易 验证 (WW, w) mus e ERS TAA AS: 
(W, a) = (W ', —W 'w) (1-9) 
RRI (W, w) 也 可 用 (4 x 4) BIET EE OV 表示 如 下 : 
pau 7 qe (1-19) 
0 0 oil 


其 左上 角 的 WW 就 是 理 录 1 所 载 的 (3 x 3) 的 点 操作 年 阵 , 其 右上 角 的 (3 x 1) 的 列 矩 阵 


P, 
wy 


代表 平移 分 量 ,这 (4 x 4) 的 增 广 答 阵 的 最 下 一 行 永 远 是 C0 0 0 1)。 类 似 地 , 由 点 的 坐 
标 构成 的 (3 x 1) RAIER 


也 应 该 增 广 成 为 《4 x 1) 的 列 年 阵 


1 
X E HRR wH PE (W, w) 对 坐标 x 的 变换 的 方程 (1-7) 就 可 简写 为 


= Wx (1-7ay》 
HU 
x P, x 
Am id " : (1-7b) 
z w, (ls 
1 0 0 0!1 1 


KARE (W, w) mn (Wi, w) HAR (W, w) 的 增 广 矩阵 or, 是 这 两 个 操 
RSTS ER OM 2 Oe, RIER: 
9, = MV, (1-115 
这 是 因为 ,一 方面 ,由 式 (1-8) M (1-10) 有 
WW, I EN 
0 0 0 ! 
5 —23 KRUS E 
W, mm W, en, W, W, Ww, + tp, 
GT : 


0 0 0/1/Vo0 0 oi? 0 0 0| 1 4/4 


= 13 = 


` 


例如 * 旋 转 操 作 6+[0 0 1] 与 平移 操作 .-| 0 | 组 成 的 复合 操作 ， BI 6 FE he gà 
1/6 
作 , 可 用 Seitz 符号 表示 为 


01—10 0 
E 00 0 
6+[0 0 1], 0 0 Li _ 

6 

0 00 I 
1 一 1 0 

HERZL LARG x 3) e: 0 Jena {b Brix 83658 erch 6tf0 n il 

0 oi 


操作 的 证 阵 。 两 次 施 以 这 样 的 操作 ， 一 方面 ， 应 得 到 3[0 0 1] 螺旋 旋转 换 作 ， 按 附 E 
(Chi, H Seitz 符号 应 为 


o Inn 
1-10 0 
(3*to 011, 0 0 Sat I 
| 3 0 01 — 
s 1 3 
to oni 
另 一 方面 , 求 式 《1-1272 FRERES 1518 S4 HERE] C. 
1—10 0\ j1 —1 0 0 0 —1 0 O 
1 0001|l1 000 i —10 0 
0 01 llo 01 E 0 01 L 
6 6 3 
0 00 1/ 0 00 1 0 00 1 


最 后 ,由 式 《1-11) 容易 证 明 , 如 果 (W, w) 的 增 广 矩阵 是 2 , MRE 
(W, w) = (W, -W'w) 
TIBI EREA 9 HAERE, 它 可 表示 为 


din oaa ) Se 
DO 6 螺旋 旋转 操作 (6+[0 0 11, 0 0 二 ) 为 例 ， 一 方面 ， 它 的 道 操作 是 


(sto o l, o 0 È), 由 附 表 1Cb)， 它 的 增 广 矩阵 是 


010 9 
EE d 
EISE 
| 6 

000 1 
另 一 方面 ,把 式 (1-12) 所 列 上 矩阵 代 人 式 《1-13) 求 出 它 的 六 和 矩阵 ,也 可 得 出 同一 十 阵 。 


- 14 "s 


$ 1-4 平移 对 称 对 点 对 称 操作 的 制约 
以 上 两 节 都 提 到 了 晶体 中 螺旋 轴 的 轴 次 ,晶体 点 阵 中 旋转 轴 的 向 次 都 只 可 能 是 1, 2, 


3, 4 和 6 共 五 种 。 本 布 将 证 明 这 一 结论 ， 


让 我 们 首先 证 明 : 如 果 晶 体 具 有 s. 螺旋 轴 ; 则 其 点 阵 具 有 n vele: Sh. 


先 直 观 地 以 4 螺旋 轴 为 例 订 论 如 下 , 参 
BRE 1-7, 设 晶体 有 过 P 点 的 平行 于 [0 0 1] 
OASE, MP RAAMAT A, B, 
C. D WRTA. RRRA RFE ya gn 
t= FO; 如 点 局 围 原 予 团 a, B, 7, 8 等 
PEEM P 点 周转 一样 ， 现 对 任意 一 原子 
ARRE A, =PO 和 4 三 个 操作 ，, El 
于 这 三 种 操作 都 是 该 晶体 的 对 称 操 作 ， 操 作 
变换 后 所 得 的 鼠 于 团 仍 属于 此 最 体 。 例 如 这 
三 个 操作 使 位 于 B 处 的 原子 团 依次 变 锦 至 4 
处 ,a 处 和 如 处 ;使 位 于 C 姓 的 原子 团 依 次 变 
dh B 4. 8 处 入 处 ;等 等 。 最 后 得 到 嚼 一 
个 阵 点 号， 这 阵 点 周转 原子 团 T, U, V 和 
W ËJ fa t Efe A P SEE EE. BIA RE PR 也 


i 
6 
O 
d Qi O i+ 
i4 ep B 3e ep U 
Q Q 
D O+ W Ot 
A T 
zt 
° 
r ois 
i4 eo 5 
Q 
Š O+ 


图 1-7 说 明 具 有 下 次 旦 证 轴 4, 的 
点 阵 显 不 四 次 旋转 轴 的 对 称 性 


是 该 晶体 的 平移 周期 ,向 了 PR 从 是 二 一 PQ 经 过 4 次 旋转 操作 变换 所 得 。 换 旬 话 说 ,只 要 
晶体 其 有 ei, 则 其 平移 周期 矢量 具有 四 次 旋转 对 称 性 ， 即 其 点 阵 具 有 4 次 旋转 


HH, 


这 一 命题 可 以 用 Seitz 符 与 更 一 般 性 地 证 明 . E: (W, w) 是 晶体 的 基 一 对 称 操 作 ， 
(LC 是 其 其 一 平移 操作 ， 显 然 (W,w)' —QW', Ww) 也 是 该 晶体 的 对 称 操 


作 ; 央 而 三 者 之 乘积 


(W, wX, OOV ^, Ww) = (I, We) 
也 是 该 晶体 的 对 称 操作 。 这 样 ， 只 要 《W, w) 是 晶体 的 对 称 操作 , W 就 是 遇 体 的 周期 
平移 天 量 的 旋转 对 称 操作 , 即 晶 体 的 点 阵 的 旋转 对 称 操作 ， 


të. 


以 下 我 们 再 证 明 ， 唱 体 点 阵 中 可 能 存在 的 旋 
转轴 的 轴 次 ”只 可 能 取 1,， 2, 3, 4 fü 6 共 五 个 


考虑 图 1-8 中 相距 为 单位 平移 矢量 的 两 阵 
点 4 和 A. 绕 过 4 和 的 两 轴 分 别 施 以 旋转 角 
为 “的 某 一 旋转 操作 妇 和 它 的 操作 W “ ,就 得 到 


II 证 明 晶 体 中 旋转 划 的 轴 次 新 的 阵 点 了 和 B. BABAR SO, GXEDE 
REIR RS 1, 2, 5, 046 KERRE. 是 基本 平移 单元 的 整数 倍 * 即 


t == omi 


这 里 于 是 整数 ， 由 图 1-8 可 得 


H 


£ = —J2tcosa kt 
£0 Ex pna | 
cosa = (1 — m)/2 
故 cosa, a Ej n(a — 2n/n) 仪 能 分 别 取 下 列 值 : 
cosa = —], Ens Ü, En 1 
2 
G= x, 22/3, sii, sii, 0 {或 2x) 
57-2, 3, 4, 06, |] 
Fil] FERIAS 2:28 E S a d BERE ,也 会 得 到 同样 的 结论 。 


Kr S CES 58 dE P RI SE PUE TE REA 28 RJ CS PE XS RT HW: pr R75 GEUEBR, 


HAREK, Dj is s rp FERE ERRER RR a, so t 以 及 经 对 称 操作 


Wu Wu Wy 
W = Wa W> Wa 


Wa Wa W 


Hi £i 
ü Ë )- š | 
Hi bi 


QUE Rh 


ZS 


后 所 得 点 阵 矢量 的 系数 is ioi 都 是 整数 ， 因 此 , 晶体 点 阵 的 对 称 操作 的 变换 矩阵 W 


dE ws 部 是 整数 ,当然 W 的 迹 
t (W) = 2; Wii 


世 是 整数 ， 
设 某 对 称 操 作 在 某 坐 标 系 中 用 矩阵 W 表示 , 则 经 坐标 迹 换 


( 式 中 全 为 坐标 变换 和 矩阵) 后 ,该 对 称 操 作 在 新 坐标 系 中 的 矩阵 W 可 表示 为 
W = QWP 
这 里 和 矩阵 如 是 矩阵 QER, 5-4-2 35), ALIE 


uW) = A. Binz 2122 21 QuWiaPu 
i i i ri 
= 2i 之 Hr PQ); | 


= Kä Kä Hië = u(W») 
j i 


就 是 说 ,对 称 操 作 的 矩阵 的 迹 不 随 坐 标 系 的 选取 而 改变 ， 
已 知 在 交角 坐标 系 中 , b z EE eg E RAER E 


` 16 °` 


(1-14) 


(1-15 


cosa — sina Q 
sita cosa Ù 
d 0 1 


其 迹 为 1 + 2cosa, 同 理 ,转角 为 上 的 旋转 屋 吧 操作 的 是 阵 的 迹 是 一 (i 十 2cosrr) FH F 
Bub, EEHRICEOENENG Hut Khi p p YA 2, $4 406 文献 
—— 
ROESER. At 
EE EE 
11 #h. 
215 3,, 31, dis $i, vil Ĝis 615 64; 6.5 6, 
HAURR, kann, RAAE S GI rp I Jf P EUR pe Be P6 Rt S] A 
只 可 能 是 1,22, 3,，4，6， 但 这 并 不 意味 着 宇宙 万 物 只 可 能 具有 这 几 种 轴 次 的 对 称 性 ， 例 
如 ,单个 分 子 ( 不 是 由 这 样 的 分 子 构成 的 晶体 ) 就 可 能 具有 五 次 轴 , 如 二 茂 络 铁 分 于 的 对 称 
性 是 5m《 见 文献 [8]), 具有 五 次 倒 反 轴 5。 又 如 ,近年 发 现 的 准 蜡 体 ,不 具有 完全 的 三 维 
周期 性 ,因而 也 可 能 具有 在 晶体 中 不 可 能 存在 的 其 它 轴 次 的 对 称 性 ,如 二 十 面体 相 的 对 称 


ERE 235 gk 2 35, FUR RIKI, I $ 13-6, 


$ 1-5 点 操作 与 平移 操作 的 组 合 f2991 


任意 对 称 操作 都 可 分 解 为 点 操作 《 纯 旋转 或 非 纯 旋 转 操 作 ) W 和 平移 操作 o 两 部 
分 ,并 用 Sez FIRRA (W, a) RA 1-10) 所 示 的 《4 x 4) HP BRE, Acte m 
证 明 : 任意 点 操作 W 与 任意 平移 操作 四 组 成 的 复合 操作 不 外 乎 在 $ 1-2 与 $ 1-3 所 述 
约 蝶 旋 旋转 (包括 纯 旋 转 信 滑 移 反观 和 旋转 令 反 (旋转 反映 ) 三 类 操作 ,并 指出 如 何 求 对 应 
王 这 些 复合 操作 的 对 称 元 素 ( 螺 旋 轴 、 滑 移 面 ,旋转 傅 反 轴 及 其 倒 反 点 ?的 位 置 . 


1. 纯 旋 转 操 作 与 千 移 操作 的 组 合 


现 范 起 图 1-9 TE EET A, 3: 1311:t3 5] 4 轴 的 某 方 向 平移 o, 这 
样 一 个 复合 操作 。 先 过 轴 4 作 重 直 于 w, 的 平面 44”"，、 让 平面 1 与 2 的 夹 角 为 B # 
44” 两 侧 对 称 位 置 。 显然 ， 操 作 4, 把 1 变换 成 2, 操作 w 把 2 变换 成 3, 复合 操作 
A wi) 把 1 变换 成 3, 在 复 侣 操作 (A6, wD 作用 下 , 平面 1 与 3 的 交 线 B 不 变 . 注 意 
到 平面 3 与 平面 2 平行 ,很 容易 证 明 : BAE A =w BS SSE yI E, Z ABA =a, 
B Zl AA US BUS T! etg 2: WE, SUA BE (As (Di) FATA B Sul a ff. 
(Aas Ww) — B, (1-162) 
Bi 8 Sh A4 urnam E A. 的 距离 


B B' = 44 s (1-16b) 


US JC. Sk fe Fe EDE 4505 In 29 18] — b PLE RE PIE , H td PERS BO fr BE Hi E 


. |F s 


a YTE. 

任意 的 平移 w 可 分 解 为 垂直 平移 w, 与 平行 平移 w, 的 和 。 EEFE w b Est hh 
位 移 ,平行 平移 w, 与 旋转 操作 的 组 合 正 就 是 $1-3-1 讨论 的 螺旋 旋转 。 因 此 ， 任 意 的 纯 
旋转 操作 与 任意 的 平移 操作 的 组 全 是 一 个 螺旋 旋转 操作 ， Seitz 符号 (W, w+ w) 
EPR S06 u, 的 螺旋 旋转 操作 ， 螺旋 轴 了 与 对 应 于 纯 旋 转 操作 W 的 转轴 4 的 关系 如 图 
1-9 fi (1-16b) 式 所 示 ， 


plene semp e et 
] : 


ei. L8 


51-9 旋转 A, SELF wi 的 组 合 E1230 恨 讨 与 平移 的 组 合 


2. 反 里 与 平移 的 组 合 


| 图 1-10 说 明 对 镜面 mi 的 反映 与 任意 平移 vo = wi 十 w, HAG RE zo, 表示 平 
E 四 沿 仆 直 于 镜面 方向 的 分 量 , ws 表示 平行 于 镜面 的 分 量 。z OR) 变换 成 《2 工 )， 
we iE CGL) WRR (3L), g, iE (3L) 变换 成 (4L). 另 一 方面 ， 若 考虑 把 m 平移 
wil 所 得 镜面 m. MUD m; BE CIR) Sg GLO. KH, R m, 与 平移 w 十 w, 组 
CAJERO Ic Uo, HO ERE] m, 较 之 原 镜 面 m 已 位 移 wi/2, WEED w: 
(m tw, + w,) = (m, w,) (1-17) 
由 以 上 叙述 立即 可 以 理解 : djjEthEEE OR EP TEL BLU ES Je: DH TH 2 i 8 US [Bl ex 
POEB HRR 1/2, dEWIUE IRE HDCUS BET IB TE SE PO EU y, 面 心 立方 和 体 心 立方 四 种 
Bravais 点 阵 业 型 的 晶体 中 (关于 Bravais 点 阵 的 概念 详 见 $ 5-1). mox CE EXE 
可 分 解 为 性 直 于 谓 移 面 的 分 量 w 与 平行 于 滑 移 面 的 分 量 w, 两 部 分 ， 其 中 o, 与 金刚 石 
衫 移 组 台 的 结果 使 得 金刚 石 宝 移 面 的 闻 焉 为 wl, HUSS dni ELS Id e COE FER BU 
1/4, jfg ws 则 使 得 相 邻 金刚 石 滑 移 的 滑 移 方向 交替 地 取 两 种 对 角 线 方向 之 一 。8-3-4 4 
以 空间 群 Fddd (70) 为 例 进一步 具体 讨论 了 这 一 问题 ， 


3. 旋转 反映 与 平移 的 组 会 


HE 1-9, 5t A 轴 旋 转 & AHAT s = 0 AERIS BUL phax — e SCR PE TE e, 
与 任意 平移 w= w, +w, 组 成 的 复合 操作 (n4,U 十 w) 共 由 人 个 操作 组 成 ,它们 依 
UC) na. Mio Wy LU, (ma 表示 对 z 一 0 处 的 镜面 的 反映 )。 这 可 用 Seitz 符号 表示 如 


一 


[ss 


(mas Wi 十 We) — (1, Wr) (1, wi) (ms 0) Caas 0) 
EE w, 平行 于 镜面 mo 因而 反映 (mo 0) SSEB (C, w) 两 操作 可 以 交换 。 注意 
HET O) (0) 两 部 分 关于 纯 旋 转 或 及 映 与 平移 的 组 合 的 叙述 ,我 们 有 
(5,, Wi giel — (1, Wie Mme 00(1, Xaas 0) 
= (my, tU, (n. W) 
= (mi Oris, 0) — Ge 
这 里 m 表示 对 z 一 gell WARR DARIE, n. 表示 绕 办 旋 转 9 第 并 对 位 于 > 一 «2 
AES MRS WI SEKR RUE. XXE, RIRA 了 : ketë 52k ERU 729 
旋转 反映 ,只 是 对 称 元 素 的 位 置 移动 了 。 和 镜面 位 移 了 w,/2 E w, 是 该 平移 的 平行 于 
转 负 的 分 量 》, 旋 转轴 如 式 (1-16) 那样 由 4 移 到 B. 
倒 反 操作 1 = S, 与 平移 w 的 组 合 仍 是 一 倒 区 操作 ,只 不 过 倒 反 中 心平 移 了 wi2 mi 
已 。 这 是 上 述 定 理 的 一 个 特 炳 。 其 它 旋 转 倒 反 操作 na < 2) 也 都 分 别 对 应 于 一 种 旋转 
反映 操作 ,如 3+ — 67, 4* = 37, 6* 号， 等 等 。 因此 ,任意 旋转 例 反 操作 与 平移 组 成 
的 复合 操作 仍 汶 旋转 倒 反 操作 ,但 转轴 要 按 旋 转 反 映 轴 的 轴 次 和 式 (1-16) FE. mA 
区 点 的 位 是 也 移动 了 。 
国际 晶体 学 表 A Sid 总 结 了 各 种 基本 的 对 称 操 作 与 各 种 点 阵 平 移 矢 量 组 合 所 得 的 附 
加 的 对 称 操作 和 相应 的 附加 的 对 称 元 素 的 位 站 ,并列 丁 该 书 状 4.1.1 到 表 4.1.3 中 。 


$ 1-6 对 称 操 作 的 分 类 


在 $1-1, 81-2 5 $ 1-3 中 介绍 了 7 种 对 称 操作 ， 由 5 1-5 可 知 这 些 操作 组 合成 的 复 
合 操作 仍然 是 这 ? 种 操作 , 即 

(1) BR 1 — 265 

(2) SME m-—2 to 或 $); 

(3) 旋转 n(C.); 

(4) 旋转 倒 反 # 或 旋转 反映 5(5.; 

(3) SERE t; 

表 1-4 对称 操作 的 分 类 


一 dm Ë A 在 晶体 中 可 能 的 操作 
Ai ewei Ce, Wy) (a = Stef Sai 平移 上 
E: H = d, 24 541,6 
旋 抽 方向 的 点 隆 周 期 } HER. 0 ——— 
螺旋 旋转 fix m = 0, l, Ža, n — Í 
tr EP LER (E; wb.) 一 
NES Fz Dä 4 b, Ca ns d nk - 1-3 


- —— 


旋转 向 及 万 


s = Š, 
E33 h ) ERAR 元 《或 旋转 反映 5 二 
e A 57575 "5 


(6) 滑 称 反映 Ce, w), XX e 可 以 是 a,b,c, t d 之 一 : 

(7) 螺旋 旋转 n. 

巧 种 对 称 操作 可 归纳 成 三 大 类 , 即 螺 旋 旋 转 (包括 平移 与 纯 旋 转 ) ER 2 Bh CE En S 
8: 旋转 倒 反 或 旋转 反映 (这 两 类 操作 是 互相 等 价 的 ,包括 反 贞 和 倒 反 ,所 表 1-4。 PEG 
体 中 记 有 可 能 的 对 称 操作 显然 仍 为 上 述 三 大 类 ,七 种 ， 但 螺旋 轴 、 旋 转 合 反 或 旋转 反驳 轴 
的 轴 次 仅 可 能 为 1, 2, 3, 4, 6 REH. 

对 称 操作 也 可 按照 操作 中 是 否 至 少 有 一 个 点 固定 以 及 该 操作 的 点 操作 部 分 的 先 阵 
W 或 其 行列 式 值 det (W) CFM $ 1-70 分 类 如 图 1 一 11， 

对 称 操 f 


ET Topa) CHEER 
RAE RS hee or 
£t ge FS 3p e Fe Hi É ÉS DES. 
[det( W) = 1| [dr MO = -11 (W=D (WD 


| | 
螺旋 旋转 Gr 
(efe) —[de(W) 一 11 [de W) = —1] 
R l-i 各 类 对 称 操作 的 关系 


| | | 
Bl Kn WEBB 


1-7. 国际 晶体 学 表 中 的 对 称 操作 符号 和 2 
1-7-1 对 称 操作 矩阵 与 等 效 位 置 举 标 的 关系 | 


x 
通过 对 称 操作 而 互相 联系 着 的 点 ， 称 为 等 效 位 置 。 对 某 一 坐标 为 于 一 | y | B c 
| X 
z 
X = (W, w)x = Wx + w 
E ARRE (W , o) 中 的 (3 x 3) gp W $0 (3 x 1) 0588€ 四， 可 以 很 容易 按照 
式 (1-7) 计算 出 与 X app XEM x mura 


0 0 —1 | 
W=|-—1 n 0 和 Ww 


0 1 Ü 


ewe 


VUES 
ü EE 


0 0 —i r 
s|- Ü 小 als de $ 
2 2 
0 1 0 z T s 
EZ, OA HH X. 也 容易 求 得 对 称 操作 的 矩阵 W du o d tir BE e, 


a Z0 a 


例如 ,已 知 


则 并 妇 轧 知 对 称 操作 的 点 操作 部 分 为 


—1 1 It 
W = 0 1 Ü 
0 D ~i 


下 称 部 分 为 
| 0 
Ü 
gp == 
D 
2 
HEERA 
-一 0 Q 
01 00 
O^ == 1 
| 0 0 —1 二 
2 
00 0 1 


如 $ 1-5 记述 ,对 称 操作 的 平移 部 分 w JEAUEDERE A) o, CDI IB EE ER TE y t 
或 沿 亩 旋 加 的 螺 埃 分 量 ) 和 位 置 分 量 w; (由 于 对 称 元 素 或 旋转 倒 反 很 的 倒 反 点 不 通过 举 
PREGA) 两 者 之 和 ， 由 于 昼 体 具有 周期 性 ， 所 以 往 对 称 操作 的 平移 部 分 w 加 上 任意 点 阵 
平移 矢量 t — uz + sb + we DIEN mBg (3 < D AER 


rd 
p 
tt 


之 后 仍 为 该 而 体 的 对 称 操 作 , 载 人 国际 晶体 学 表 中 的 对 称 操 作 通 常 都 是 平移 部 分 ww 的 较 
小 者 ， 平 移 部 分 不 相间 的 对 称 操作 的 对 称 元 素 的 位 置 可 能 不 同 ， 对 称 操作 的 滑 移 分 量 成 
REDELID. RIKTE 1-7-2 市 介绍 力 际 晶体 学 表 中 采用 的 描述 对 称 操作 的 类 
型 和 向 指 , 并 描述 相应 的 对 称 元 素 的 取 商 和 位 置 的 符号 (对 称 操作 的 几何 符号 ), 再 依次 介 
绍 由 对 称 操 作 的 代数 表示 (和 矩阵 ?或 其 几何 符号 的 方 靶 (1-7-3 有 ) 以 及 由 对 称 操作 的 几何 
竺 号 求 其 矩阵 的 方 荡 (I-7-4 +), 


Té o 


1-7-2 ”对称 操作 的 几何 符号 
已 知 对 称 操作 的 和 矩阵， 可 以 很 方便 地 按 式 (mis 《1-7b》 求 出 这 操作 柯 坐 标 为 


y | 的 点 变换 至 何 处 。 留 际 晶 体 学 表 A 卷 “ 中 所 栽 空 间 群 图 琢 还 采用 另 一 种 符合 


4 


o 


* zl LI 


CLIERS) 揪 述 对 称 操作 。 这 种 符号 以 Hermann-Mauguin 符号 为 基础 ， 必 要 时 加 以 
修改 和 补充 ， 它 明显 地 给 出 了 对 称 操作 的 种 类 和 向 指 《 送 时 针 旋转 还 是 顺 时 针 旋转), 还 
给 出 了 该 对 称 操 作 据 以 进行 的 对 称 元 素 的 位 置 和 取向 ， 现 就 七 种 对 称 操 作 的 几何 符号 分 
SI Su XE AD F: 

(1) 平移 用 符号 + 表示, t 后 的 括号 内 的 数字 是 平移 矢量 的 分 量 . 

Blu, (Z, Lo ) 表示 矢量 为 二 a 十 — 十 的 平移 ,到 C 心 平移 

(1) 纯 旋转 用 数字 n — 2,3, 4 或 6 表示 ,相应 的 旋转 角 是 360°/n, 其 中 当 n= 3, 
4 或 6 时 用 数字 右上 和 角 的 十 或 一 号 表示 旋转 向 指 ， 最 后 是 转轴 的 位 置 。 

例如 ,4+ 0, y, 人 和 表示 绕 着 直线 0,9,0 正 向 旋转 360?14 = 90°, ie, 
通过 原点 , 洛 [0 1 0] 方向 :数字 4 及 其 右上 角 的 十 号 表示 绕 着 [0 1 0] 方向 的 轿 逆 时 针 
转 909, 即 把 0,0,1 点 转 到 1,0,0 点 。 

采用 右上 角 的 十 或 一 号 表示 旋转 向 指 的 优点 是 ， 每 一 种 旋转 都 有 特殊 的 符号 ， 而 不 
必 表 示 为 其 它 次 转 的 对 究 。 例 如 ,旋转 90?, 180? A 270? 可 分 别 记 为 4*, 20 ^ , mu^ 
必 记 为 4，42 和 4°, 

(3) 螺旋 旋转 的 符号 类 似 于 纯 旋转 ,但 在 括号 内 给 出 平移 的 螺旋 分 量 ， 

prin, (o, o, HIEL, 表示 绕 着 直线 二 ,二 ,= 往 负 方向 旋转 360°/3 ~ 

3 3 3 3 3 


120? GER r 点 的 沿 [0 0 1] Zz Fo P RULES] PE E A 120°) 与 平移 c ARN 


复合 操作 ， 

(4) 反映 用 长 表示 ,随后 是 镜面 的 位 置 . 

(5) 滑 移 有 反映 一 般 地 可 用 字 坪 £ 表示 ,平移 的 滑 移 分 量 写 在 括号 内 , 随 捷 是 滑 移 面 胜 
frg. 


Bin, e (IL, leie me e 是 面 心 立方 晶体 中 的 滑 移 反映 ， 滑 移 分 量 为 


4 4 2 


( 1， 上 ， 二 )， 即 面 心平 移 (T, + 0) 50 e 方向 的 平移 (0，0，1) ZR pn 
Seat Dm (o, +, 2 

sasawa e) (e) (eo 2 Bede ned 
i) P" L, 0} x {h 1, Dn, nhu U8 9E z 而 分 别 用 字母 b, 


DO JSA SHEER a, hc NEE p E dR, ODER 
4i a r, Ys = 等 等 ， 

(6) 倒 反 的 符号 是 1, 随后 是 对 称 中 心 的 位 置 . 

CT) 旋转 倒 反 的 符号 是 右上 角 标 以 十 或 一 的 了 4 或 5， 随 后 是 旋转 倒 反 轴 的 位 置 ,最 
后 在 分 号 之 后 给 出 倒 反 点 的 位 置 ， 


m 1 : l 
Blzn, 4* 0, > z; 0, > e 表示 线 直 线 ven 道 时 针 转 90?， 并 对 0, ES 


F AEE, AE, EW Ü, 0, ARRE E " -Fha 


1 
2 


1-7-3 由 对 称 操作 的 矩阵 求 其 几何 符号 ` 


在 $1-4 中 已 经 指出 ， 若 坐标 变换 矩阵 为 Q.Q AERD P. 则 对 称 操作 约 窍 阵 
W 经 坐标 变换 后 也 应 变换 成 
W = QWP 
JEE HT LL ERR oer eredi Em) APER YS (CW) 不 随 坐 标 系 的 选取 而 变 , 风 式 (II, 
在 有 关 线 性 代数 和 的 书 《 便 如 文献 [71) 中 指出 了 扰 阵 的 飞 积 的 行列 式 等 于 叱 阵 的 行列 
式 的 习 积 。 将 这 定理 用 于 式 (1-14) 可 得 
det( W^) = det( Q) det(W) dert P) 
= dert QP») der WW? 
= det W) (1-18) 
RUE RRR FESHER del Hi 也 不 随 举 标 系 的 选取 而 变 ， 对 纯 旋 转 ， de (W) == 
+1; 对 非 纯 旋转 ，det( 多 ) 一 一 1， 其 中 倒 反 操作 的 W JI), 
"eg W = —4, i W: — 1, 
表 1-5 总 结 了 各 类 点 操作 的 矩阵 的 迹 (W) 和 和 矩阵 行列 式 的 值 de Wo, dÉ] 
A HIS EE TETZE LE SK S ET EE Ae EN: GET A R 1-5 Ae 
点 对 称 操作 的 种 类 ， 


3 1-5 GIE reih) 和 行列 式 的 值 dert Ww) 


— 


m w MS UO? | | 
Am AA i | 
re —— ÀHÉáM — —— A CENE UP NN 


至 于 对 称 元 素 的 取向 与 位 置 , 则 需 分 三 种 情况 讨论 如 下 。 
(1) Warm, XEXXFRRHROPB, HA (W, wy = U, Ww + w) 的 平移 分 
& f = Warte WẸ t-—0, M (W, w) R5, mmp EE DS 
(W, ux =x (1-192) 


决定 。 如 果 ote, MJ (W, o) 对 应 于 滑 移 反映 ,其 平移 的 滑 移 分 量 o, 一 zB. 
平移 的 位 置 分 量 为 


tp, 一 W 一 W, 
滑 移 面 的 位 置 则 由 方程 
(W, o,)x = x (1-19b) 
决定 ， 
例如 ,已 知 变换 后 的 坐标 


i 
DNE 
£ = —£ 
p 
SÉ 
一 1 0 
v-(- Ü | 
Ü 0 1 
1 
ES 
gp = | 0 
3 
4 
由 矩阵 W 可 计算 出 


—Otr(W») — 1, derf His —1 ` 
AE 1-3, 可 见 W 是 反映 操作 , (W, a) 则 可 能 是 反 瑞 或 消 移 反 缺 ， 驻 因为 


不 等 于 0, 可见 是 滑 移 分 量 为 


的 济 移 反映 ， 平 移 的 位 置 分 量 为 


l 
A 
4 
0 | 


E 23 85: ( 1- 19b), RH 


. 24 e 


引得 
A a A z 任意 
可 见 滑 移 而 的 位 置 是 *， 一 * + z, E RI PHS, ESE E [1 905,3 


4 
(2) W 对 应 于 ”次 纯 旋 转 。 于 是 《了 于, wi Tiea RRE. x rX yi 


网 种 情况 : 先 计算 


| Be sü Ads ES 1 1 
k JÜ [PP SIRE E Zi d IL z) ta 7X Eo Ze 


(W, w) = (F, £) 
f — 0 HP (W, w) 是 纯 旋 转 , 转 轴 可 通过 解 方程 【1-19a) WE, di t 0, IW, 


w) 为 螺旋 旋转 , 平移 的 螺旋 分 量 u, 一 = t。 于 是 平移 的 位 置 分 量 为 w = u 一 w, E 


方程 《1-19b》 就 可 确定 螺旋 轴 的 位 置 ， 

许 转 的 向 指 既 可 通过 观察 由 对 称 操作 联系 着 的 和 与 对 两 点 的 凡 何 位 置 确定 ,岂可 昌 
必 数 方法 确定 ， 代 数 方法 的 原理 是 : 在 转轴 上 任 取 两 点 西 和 只, 使 矢量 o 一 B. 
ap Pio, 另 任 取 不 在 转轴 上 的 基点 天 ,对称 操作 使 五 AER P. 点 。 对 于 纯 旋 转 和 螺 
旋 旋 转 , 如 果 旋 转向 指 为 正 , 则 矢量 v= RP, gc P.P, 和 ws 一 BP, 构成 右手 螺旋 关 
ZR. AIO RA o, QU X oi, BI vj, v; Mn, HUE BRBHJABEE Qui, o, p.) a 
行列 式 值 大 于 零 。 


B sn. ELAI 
— F 
ZE = EE S 
2 
y 
可 得 
0 0 —1 I 
vi 0 ] SI w 一 二 
0 1 O 
mágpe W 可 计算 出 


(W) = 0, dert W) = 1 
查 表 1-5 可 知 其 为 3 次 旋转 轴 或 螺旋 轴 。 为 区 别 这 两 种 可 能 性 ,计算 
(W, wy = (W^, Ww + Ww + w) = (f, t) 


入 知 共 平移 分 量 为 


m. 
| 
to | 一 to | 一 t | 一 
——À 


+ 25 e 


可 见 这 是 3 次 螺旋 好, 其 平移 的 螺旋 分 量 为 


dl 

6 

l 

wi tm "1 

i 

6 

br E Ez 29 

1 
6 
1 
tp, = tw — Hie = E 
— 1 
6 


通过 解 方 程 (1-l19b), BD 


e | 一 wj ra > T 


可 求 得 螺旋 轴 的 位 置 是 x, E EH n =a, 


为 求 旋转 的 向 指 , 取 轴 上 上 的 dE 和 "PL 这 两 点 为 PB 和 A. BREME 0.00 


EAR, pui P, Rd 0,0, TE 


> 
i 
| 
ale ej- ole 
KÉ 
5 
i 
ol 一 w | 一 = 
L 
& 
| 


它们 的 系数 组 成 的 矩阵 的 行列 式 为 


0 o 

6 

1 1 d 1 

6 3 6 72 
E NE 

6 6 6 


a 265 a 


可 见 旋转 向 指 为 正 ， 于 是 得 这 对 称 操作 的 几何 符号 为 3+ (一 L, 1, Af EH 


1 
6 


— *, 


G) W 对 应 于 旋转 倒 反 。 便 反 点 通过 解 方程 《1-19a) 求解 。 XT 3.4.0 三 各 篇 
TEE E SIE, BB or ELSE 7; TE 
(W, wx =x 
GU 
(W, Ww + mise: x (1-19c) 
AREE. RARR FAEERE, IH IN hg t £8] Ic FB Gd 8 — B9] CEPR PE E S 
|j 1829 IEI BER (ui, uz, 5;)》 的 行列 式 值 小 于 等 ， 


= 


p 
例如 , x = 2 
1 
bili; 
0 
Ü 0 1 1 
=w-| D: = .) u=! 2 
— 1 0 0 P 
2 
== tr(W) = —1, det Wiss —i 
=> 四 次 旋转 倒 反 4; 
CW, ux = x 


二 
4 
Len 1 1 1 
= r = A Bes — È 
Kate? 


(W, Ww +w) = x 


-—1 0 0 d 
==> 0 1 Ó y |+ 
x H oq. eck: z 


= aer ,7 任意 


to 1 一 C A "rat 


1 1 2 
=> 位 置 为 oy "E 的 旋转 倒 反 轴 : KRAH -—5,0,—, P, zo L1 -,41, 
4 4 4 4 4 4 4 
P, ih y 0,0,0 
1 


一 > 点 为 dem 


, 1 
— 4 

Ü 4 | 

IL Hi 中 -一 1 . U; = Ü a D, = 2 
4 È U 

` * 4 


pa ue 
4 4 
e 0 : l0 
== 行列 式 GES 2 32 
0 一 上 l 
4 4 
=> BOBO A 
zc 1 1 1 d 
= 一 1 Em uu das icd ien 
ILLE a d d 


1-7-4 由 对 称 操 作 的 几何 符号 求 对 称 操作 起 阵 


由 对 称 换 作 的 几何 符 呈 可 知 其 点 操作 部 分 的 类 型 和 向 指 ， 以 及 相应 的 对 称 元 素 的 取 
向 和 位 置 , 查 附录 1 就 可 知道 它 的 矩阵 到 对 称 操 作 的 几何 符号 还 给 出 其 平移 部 分 的 内 
BI E (rayu kpi yB) ww,。 其 位 置 分 量 wi 由 方程 


er 人- 人 


Xi 
w, = (Í — W) d (1-20) 


Za 


E] 


次 定 * 式 中 Ë | 是 旋转 便 反 操作 的 个 反 点 或 其 它 对 称 操 作 的 任意 固定 点 ,可 由 对 称 操 作 


的 几何 符号 选 出 。 于 是 对 称 操作 的 平移 分 量 避 可 按 下 式 计算 : 


w = Ww, -+ tD; 
e hi HH t (1-7) ATP RE (W, w) RREA $a £, 
"M C" NM AP 
piu, a (0, 9, Si I ; 


+ 28 * 


ae + "* Ç" 


起 


Mä 


0 In 
和 [0 1]— HES 18 W-|—i 0 o| == l. — JL. ,=0 Bän 
4 4 
0 O0 1 


+ E - z 的 一 个 恩 定 点 SI. RGREEBE Lage, d 


1 
2 
E ü 4 
0 0 Uu | » 
o ! 
1 
l T. 
Se De 2 
一 -> W = tD, + t, — "` = | Ü 
3 
0 4 i 
4 
1 1 
Mn 十 一 
0 10V /x 2 1773 
Ü 0 I z 3 z3 
4 4 
z 题 


roe 


NL IF ERT Hermann-Mauguie 符号 和 Schoentlies 符号 是 完全 对 应 的 ， 并 给 出 对 应 的 关 
HEIRE R: 
(1) 什么 保 作 等 于 乘积 【2{108])《4f71001]739 
(2) (EALBRTESET ERR CaL 0011) C2(100])? 
PEPEES ESE STRE Z? 
AE] ESITERJASEE W. 与 对 应 的 被 动 操作 的 矩阵 W, 之 间 存 在 下 列 关系 ; 
W. = (W^ 
证 明 这 趾 种 操作 的 次 序 丛 相反 , 即 若 W. = R.S,, WD) W, = S,R,. 
CH aca 中 的 a 与 6 两 基 矢 绕 《 选 时 针 转 各"， 某 个 一 般 点 在 新 坐标 么 中 的 坐标 〔〈* 3, 27) 与 在 
EPIRA Gay €) 之 闻 有 何 关 系 ? 试用 图 解法 与 适当 的 矩阵 相 乘 的 方法 解 这 问题 . 
求 出 立方 晶 系 巾 绕 [9 1 2 方向 逆 时 针 旋 转 907 这 一 操作 的 矩阵 ， 
Hac 利用 公式 (1-14). 
D 分 子 具 有 哪 四 个 对 称 操作 ? 正四 秩 锥 具有 哪 八 个 对 称 操作 ? 
Hel- uEDI: 若 点 阵 有 过 3 点 的 ”次 轴 * 这 里 B 点 不 一 定 是 阵 点 ,但 4 是 该 点 阵 的 其 一 阵 点 ， 则 
过 阵 点 4 也 有 n dich 
证明 两 个 非 纯 旋 转 操 作 的 乘积 是 个 纯 旋 转 操作 ,而 逆 定理 则 不 成 立 。 
Wn: 可 和 用 这 两 类 旋转 操作 的 行列 式 证 明 ， 
: 吕 生 对称 操 作 的 总 操作 部 分 的 是 阵 W 和 平移 部 分 的 起 隆 w 如 下 ; 
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WS: 
(12 这 些 操 作 分 别 把 坐标 为 x 一 | j 的 点 变换 至 何 处 ? 


(2) 这 些 操作 的 点 操作 部 分 各 是 什么 类 型 的 操作 ? 相应 的 对 称 元 素 是 何 种 取向 ? 
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I0. DAPR # = | y | H3 gà EGER SR PESE Eo EP #| deb 9 X B9 : 
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1 
y + 一 
2 
z 
P P 1 
ol (3-241 <+ >|; 
»] 
ecd dg. 
pops — E 
2 2 
x I 二 1 
(c) Ss Y + 5 (d) x= a dim 
L L 
ka E + 一 —y + — 
2 2 


is iul : 
(4) 相应 的 对 称 操作 的 增 广 矩阵 是 什么 ? 
(1) 这 些 操 作 的 点 操作 部 分 各 是 什么 类 型 的 操作 ? 相应 的 对 称 元 素 是 何 种 取 启 ? 
11. 下 列 Seitz 符号 备 代表 绕 位 于 何 处 的 对 称 元 素 的 何 种 对 称 操作 ? ”请 用 对 称 操作 的 几何 符号 描述 : 


(2[0 0 1], 0 0 o), (Gi 011,00 1), (2[0 0 1], ! 0 0), 

1 1 
(ato 0 11, + 1 I. DN 01], 00 i). (sn 01,020 z), 
(C3ti0 0 1], 1 à 0), tur. 01], 10 z), (mio 1 0], 0 0 05, 
(m|ü t 9|, 0 1 0). (mio 1 0], 1 0 dÉ GE 1 0], oi I. 


« 30 = 


12. FHRGERSSTA TIR 1 RE F FUSE IRR VS GE GET Fal KERSDGE RR GC 945] RP <J SER TE? 


FELLER SE: 
(io ü t1], E 0 d Gi 0 0],0 3 o); 


Ces 


(1to NEE d LE dE o); 


Gino o 2 0) (mf1 0 01, 0 o); 
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(oy L L o) (otto oy o 1o); 


{2[1 0 01,0 0 05 (1> 3 + o); 


(2[1 1 0], 0 0 0) (s 7 I 路 
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CET Ce ERR, 2 B] Ll E = GE US E — 25 In BJ EC , tb aÍ 
EE REKATA TAD). IRA. llay H F 25 Zi NES 
4X 的 图 案 。 二 维 周 期 图 象 的 对 称 操作 有 三 类 。 第 一 类 是 平移 ,用 来 措 述 图 象 的 周期 性 ， 
第 二 类 是 点 对 称 操作 ， 有 共有 周期 性 的 平面 图 象 的 扣 对 称 操 矣 元 素 只 可 能 是 与 此 平面 三线 
61, 2, 3, 4, 6 次 轴 以 及 过 这 些 旋转 亢 的 镜面 《或 称 之 为 镜 线 ) m. 第 三 类 是 复合 操作 ， 
屠 组 对 于 杂 线 的 反映 和 洛 此 线 平 移 重 复 导 期 之 半 这 站 种 操作 组 成 的 复合 操作 ， IX REG 
操作 借以 进行 的 线 称 为 滑 移 线 (或 消 移 面 )。 一 个 平面 对 称 狼 象 的 所 有 这 些 对 称 操 作 约 
集合 叫 二 维 空间 群 {平面 群 )， 市 围绕 一 点 的 点 对 称 操作 的 集合 叫 扩 群 。 忆 共有 17 种 二 
维 空间 群 ， 它 们 对 应 于 10 种 平面 点 群 。 这 17 Rh — ÜETIIBIERIR T 4 MOV [Bi án ACH B 
EAK, REAREA RIER ARARA 


82-1 10 个 平面 点 群 


平面 图 案 的 围绕 一 点 的 对 称 操作 的 集合 构成 平面 点 群 , 便 如 ,; 羡 弹 一 支 4 次 轴 的 4 个 
点 对 称 操作 4+，2，4- 和 1 的 棠 合 构成 一 个 平面 点 群 ， 记 为 点 群 4， 同 理 ， 围 绕 1, 2, 3， 
6 次 轴 以 及 围绕 镜 线 mw 的 对 称 操作 的 集合 也 分 别 构成 一 个 平面 点 群 。 以 上 共 是 六 个 平面 
URGE. ATTERRA 10 个 平面 点 群 ,必须 先 讨论 镜面 与 镜面 的 组 合 以 及 旋转 轴 与 过 此 秀 
的 镜面 的 组 合 ， 

两 镜面 m 与 m, 的 组 合 示 于 图 2-1. REA 
于 纸 面 的 两 镜面 m 与 mi DIER a/2, Rep 
4 也 重 直 于 纸 商 ， 某 人 尾 选 的 起 始点 为 IR. 这 里 
R 表示 类 似 于 右手 的 点 ， 与 用 工 表示 的 点 呈 对 屿 
关系 ， 于 是 m 把 1R 变 成 2L, m 把 2L 变 成 
AR. AMAG HIF (mo (mo EIR 变换 成 
3R。 由 镜面 有 反映 的 几何 显然 有 : 

AS AR 的 距离 一 4 至 2 的 距离 一 4 至 
3R BJ ERAS H Qi = qus dn 77 dh. 因此 ,把 IK E 
换 成 3R PEA A 轴 旋 转 quo p t Pb + 4 = 2(Q t b) 角 , 即 旋转 a fü: 

(m) - (m) — A, (2-1) 
M — 


35879 a/2 


EEH 2 a/2 HO BSBABUSLERTH GEB STR P BL SSX PS SS EI E EIE n fü, 
把 式 (2-1) SEA BALZESE m, BIS, | 
(m) = (mi) CAL.) (2-2 


图 2-1 WAX a/2 f m a mig 


HIS 4 轴 旋 转 & 角 与 对 过 4 sang EU m, 的 反 肌 组 成 的 复合 操作 恰 是 对 过 这 续 轴 的 疯 
— pia mi DUR HR, X PASE EET] TOU. a /2, 

DI, SIR ESO £A DU. e 8 ms NE RUIT e rn II SEI EE 1. 2, 3, 5. 
6 IETA eb a BEBE ZS PR43633 BA BE, flle m, 2mm, 3m, 4mm "7 6mm 
Jm, (A, nl EE ER S UAR. IX FEES ID OEUS3E T TOV E e BEAR 
各 自 所 包含 的 对 称 铝 作 列 于 表 2-1, ARRIR RR ER PI Hermann-Mauguin £ 
号 ,寺中 “2 + 4” 表示 两 个 + 次 旋转 类 型 的 操作 ,有 即 相 与 4 ;3"2 个 mm,” 和 äm, 分 
下 类 未 两 个 和 三 个 镜面 反映 操作 , 它们 借以 进行 的 镜面 之 间 的 灾 前 a 一 2x/n，# XE SER 
加 的 轴 次 。 如 上 所 述 ,转角 为 a «ja 的 = 次 轴 与 过 这 轴 的 镜面 ms 组 合 的 结 采 得 到 新 
的 镜面 wm， 它 与 ws B5 365820. a/2， 表 2-1 中 所 列 wz 即 表示 对 这 样 的 镜面 的 反映 . 3 
SEE ERU ARS do pd, 即 对 于 点 群 首 与 $m. WN ES IH Sr; WEBB 6E 


gmil 


E 2-2 Em A Ern 63⁄ CIEEED ROSE SU OG ERU RC RE 


Ff. x 2-1 最 右 栏 还 列 出 了 这 两 套 镜面 相互 之 闻 的 夹 角 ， 点 群 的 符号 也 相应 地 要 写 两 个 
m, Bl 2mm, 4mm 和 和 6mm， 而 不 能 简单 地 写 为 2m, 4m 和 Gm, 

图 2-2 表示 十 小 平面 点 群 ， 对 于 每 一 个 点 群 , 左 图 给 出 等 效 点 的 起 置 , 右 图 则 给 出 对 
栋 元 素 的 配置 ， 图 中 用 实心 俩 与 空心 贺 代 表 互 成 对 贞 关 系 的 客体 ,并 清楚 地 标 出 了 轴 , 与 
na AER, 

[983 年 出 版 的 国际 晶体 学 表 A SI 10.2.1 所 载 10 个 二 维 晶 体 学 点 群 的 图 表 中 含 
^ LEGES 2-2 更 多 的 信息 ， 详 见 本 书 $ 4-8, 


AÓ2-1 FERH 
对 称 光束 的 组 合 ARNS (HM fS GET He KEE t din TR] C FR 

1 】 1 

1 fim "m l,m, 
2 2 1, 2 

2 Hien 1mm 1,2, me, na 99? 
3 3 1, 35, 3- 

OI 3m 1,2 T 35 5 T m, 
4 4 ` EE 228 

4 Ei imm 142-77 4,2,2/- m,, 2 "^ m, 45" 
b 6 l, 6t, 67, 3t, 37, 2 

6 Rim 6mm 1.24- 6,2 7-3, 2. 39° 


A A m, i, 3 个 ma | 


$2-2 5 个 平面 点 阵 


事 移 操作 与 点 操作 是 相互 制约 的 ， 平 移 操 作对 点 操作 制约 的 结果 ， 使 得 晶体 中 对 称 
加 的 轴 次 只 有 1， 2, 3, 4, 6 五 种 ,因而 只 有 十 个 晶体 学 平面 点 群 ， 另 一 方面 ,点 操作 对 平 
移 操 作 制 约 的 结果 ， 使 得 对 应 于 任 一 个 点 群 只 有 某 用 种 点 阵 类 型 ， 本 池 将 详细 讨论 这 一 
问题 并 据 以 推导 出 5 个 平面 点 阵 (图 2-3). 

首先 ， 点 群 1 对 点 阵 类 型 无 任何 限制 ， 与 它 相 人 协调 的 平面 点 阵 是 斜 交点 阵 [图 2- 
3(a)], (BAIE APR B RCE 2 次 对 称 轴 (对 应 于 位 矢 为 上 的 阵 点 ， 必 存在 一 个 位 矢 为 一 
的 阵 点 ), 改 与 点 群 2 相 协 调 的 平面 点 阵 也 是 斜 交 点 阵 ， | 

其 次 ,4 次 轴 要 求 阵 点 旦 正方 网 格 分 布 ， 故 与 点 群 4 相 协调 的 平面 点 阵 是 正方 点 阵 ， 
mg 2-3Cb)， 由 图 2-3(b) 显 见 ,正方 点 阵 不 但 具有 4 次 对 称 狂 ,还 具有 Amm WERE, 
Hab E ts EE 4mm 相 协 调 的 平面 点 阵 ， 

EZ, 3 次 轴 与 5 次 轴 都 要 求 阵 点 呈 等 边 三 角形 网 格 分 布 ,而 且 这 样 的 平面 点 阵 《 称 
387558 da e) RU. 3m 与 6mm 对称 性 ， 

币 下 的 只 需 考 虑 与 点 群 和 2mm 相 协 调 的 平面 点 阵 。 考 大 任 一 不 在 镜面 四 上 的 阵 
点 ， 例 如 图 2-4 中 的 4 或 BZ 点， 经 mm 镜面 反映 后 由 它 得 到 另 一 阵 点 (图 2-4 中 的 4 或 
B')， 这 一 对 点 决定 了 一 个 点 列 (AL 或 BB')、 这 点 列 疏 直 于 镜面 wm， 因为 这 点 列 上 
拥 阵 点 是 相对 于 m 旦 镜面 对 称 关 系 的 ， 所 以 只 有 两 类 钱 直 于 镜面 的 点 列 ，(1》 点 列 中 有 
一 个 阵 点 在 镜面 上 ,如 图 2-4(a) 中 的 点 列 AA; (2) 镜面 在 点 列 中 两 要 分 阵 点 连 线 的 
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”图 2-3 五 个 平面 点 阵 


(a) HZ AR (mp); (b) EHAR (tp); CO KAARE (py (d) fü 
DEG (op) (e) c OEE ABE (oc). HE£O $E H Kam 
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(b) 
B 2-4 rdg m RUE FL T CR TRE ya >| BJ £ 


中 垂 面 处 ,如 图 2-4(b), IAE, Dro AR HK UNBU Fa BE RA 7 a [o] —25 Fu) A 
SER WE 2-3(d), HUE EEUE EE: 男 一 个 由 交替 出 现 的 两 类 型 的 点 列 构成 ， 凡 图 
2-3(e), HÚ e RUE RE. HES 2-3(d) 5 Le》 显 见 这 两 种 点 阵 也 具有 2mm 对 称 性 ， 

入 此 ,与 10 个 平面 点 群 相 协 调 的 平面 点 阵 共 有 汪 个 * 风 表 2-2, 即 平行 四 边 拱 的 斜 交 
点 阵 , 正 方形 的 正方 点 阵 ,， 120? SEI PUER S AU RBEDLR ERE RU c 心 矩形 点 距 。 < 
A SEE De ol gegen, mË 2-3Ce》 中 契 线 所 示 。 这 种 单 胞 叫 初 基 单 胞 ， 每 个 初 
基 单 胞 内 只 含 一 个 阵 点 。 但 为 了 充分 反映 点 阵 所 具有 的 对 称 性 ,习惯 上 取 想 形 单 胞 ,如 图 
2-3(e) 中 实 嵌 所 示 。， 此 时 每 单 胞 内 有 两 个 阵 点 ,一 个 在 沧 形 的 顶 角 ， 男 一 个 在 扰 形 的 中 
DREEF e dh BR (0 0 1) 面 的 中 心 ; 故 称 之 为 c 心算 形 点 阵 、 这 梯 胸 食 有 个 只 
一 个 竹 点 的 单 胞 叫 非 初 基 单 胞 ， 能 充分 反映 点 阵 的 对 称 性 的 单 胞 出 机 用 昂 移 ， 它 可 以 是 


e 35 * 


初 目的 ,得 可 以 是 非 初 基 的 。 根 据 惯用 晶 腹 的 形状 ， 可 以 把 平面 对 称 图 绷 分 成 4 个 晶 系 ， 
BL 2-2, 


gk 2-2 5 F EB ra PÁc0 4 4° e 0k 35 


(Seele 


EHAE, ah, v Ce 


AERA R RG e 
gd $3 22 obs (mp) 
mAb Cop) 


后 阵 的 反 群 | fE DJ AEA TE 


E TT Ki * 


iid AEN asb, 7 一 90 
GREG (oc) 

正方 正方 点 阵 (tp) 正方 形 ; e= b, Y= 0 

rf 六 和 角 点 阵 (hp) 6mm, 3, 3m| 120? jB, a = h, Y = 120* 


9t: CP aE E MaR S hA AN SFEAR. M-F mg E E SS RELELAR ET 
Pol (CORE BIER» b 找 开 六 角 晶 系 。 后 一 字母 代表 惯用 晶 胞 中 点 阵 有 心 的 类 型 : p iY CA S EIE, c f 
XN d». 


82-3 平面 点 操作 与 平面 点 降 的 平移 的 组 合 


为 了 系统 推导 二 维 空间 群 ， 必 须 利 用 $ 1-5 的 结果 依次 研究 = 次 轴 的 各 种 旋转 操作 
zj mn !， 以 及 镜面 反映 各 与 平面 点 降 中 各 种 平移 组 合 的 结果 。 实际 上 我 们 只 需 
研究 这 些 点 对 称 操作 上 与 在 初 基 单 胞 内 的 平移 a,b 以 及 a + b 三 者 的 组 合 就 够 了 . 

1.2 次 轴 

图 2-5(a) 表示 一 个 基 矢 为 a 与 6 的 单 胞 ,过 阵 点 4 有 有 一 2 次 轴 、 与 此 2 次 轴 想 联 
系 的 旋转 操作 是 全 同 操作 了 和 A. (58 A Shi = RD. REK (1-16) 有 

(4,, a) => B, 
ZC a + b) = €, 
(A., b) = D, 
REKA, 一文 存 单 胞 的 顶点 (0, 05 B9 2 2 Ri SETRLELEEAR EIE HEAR Ps E Y 5; 5k = 


支 不 与 它 等 价 的 2 次 轴 [ 见 图 2-5(b)]; 一 支 在 单 隐 的 中 心 [-, +), 另 两 支 在 单 胞 两 本 
边 的 中 点 (o, +) 与 (二 ，0 咱 ， 当 然 , 平 面 点 降 内 还 有 许 许多 多 2 次 坦 ， 它 们 是 上 述 加 
ARPE wa + vb 后 所 得 ,分 别 与 这 四 者 之 一 等 价 ， 此 处 “与 * 是 整数 。 


a D b 


(bi 


Hj1-5 2 次 旋转 与 平 而 把 阵 平 移 的 组 合 
《ay 组 台 的 推导 ; (b) HARF BU Fe +ë SBI 


. 36 e 


2. 4 ¿É di 


图 2-6(a) R- E 25 a 与 6 的 正方 形 单 胞 , PLE R CBE A Kh, 15 E ERR RR 
AIDE FE ER TYE E ], d.n Az EMT 按 式 (1-16) £: 


(A... a) 7 Cun 
LA, a) = B. 
(A4,, a + b) = C, 
(A us b) = C uu 
(A4,, b) = D, 
这 些 式 子 中 绕 C 轴 的 三 个 旋转 操作 Con C. RL Cn 1. CR e HA EE DE: 
:2 Kam, 4 次 加 与 正方 后 阵 组 合 的 结 示 见 图 2-6(b)， 互 不 等 价 的 轴 是 两 文 4 次 加 ,一 


支 在 单 胞 顶点 (0,0), 一 支 在 单 胞 中 心 (+, L), AR Bi dE 88 o d rh (0, - jas 
WW E | 
to d 的 2 Dc, 


"ES. 


(a) 


图 2-6 4 XE EIE y ABESSE T 
(a) 组 合 的 扒 导 ji (b) TC bourse 


3, 3 ;k hb io 6 58 


用 奖 似 的 挫 导 方法 可 得 到 3 KAR 6 CRAB AS REEL ib EUR, AELA 


ii 3 次 星 转 与 六 钨 点 阵 平 移 组 合 的 结 归 2-8 6 次 旋转 与 六 角 点 隆平 秘 组 合 的 结果 


a $7 c 


1-7 与 2-8 .在 推导 过 程 中 应 注意 , 仪 当 绕 某 轴 的 = 个 操作 1, n, ai ar 都 存在 时 ， 
Sea Ra eh EI 可 见 ，3 次 轴 与 六 角 点 阵 组 合 的 结果 是 每 个 单 胞 内 有 三 
支 不 等 价 的 3 次 轴 分 别 位 于 〈0，0)， (4, i 和 (i. 2) 处 由 图 2-8 可 见 ， 6 次 
轴 与 六 角 点 阵 组 合 得 到 了 两 支 3 次 轴 与 三 支 2 次 轴 , 但 无 新 的 6 次 机， 

4. 点 群 2mm 与 乱 形 点 阵 的 组合 


图 2-9(a) 表示 一 个 是 矢 为 a 55 b B3 e RUE REB, Ca + b5/2 也 是 平移 
矢量 .由 本 节 第 《17 部 分 的 讨论 不 难 由 过 4 点 的 2 次 轴 推 导出 图 279b) 中 所 示 全 部 2 次 


图 2-9 SS 2mm De GREG 
(a) 组 合 的 推导 ; (b) 组 合 的 结果 


轴 ， 另 一 方面 ,过 4D 的 镜面 与 平移 a 组 合 的 结果 得 到 过 FE 的 镜面 ;这 两 张 镜 面 与 于 


,— P & (a+ b)/2 组 合 的 结果 分 别 得 到 过 GI 与 过 
| | | HJ HEBE. HS, Hu Ap 的 镜面 可 推导 
出 过 EK 的 镜面 和 过 GH 与 过 的 潜 移 面 .这 


样 就 得 到 了 点 群 2mm 与 < 心 矩形 点 阵 组 合 所 得 
到 的 全 部 对 称 元 素 * 见 图 2-9Cb), 

类 似 地 可 得 到 点 群 2mm 与 简单 矩形 点 阵 的 
组 合 如 图 2-10. 


42-10 AE imm 与 简单 把 形 点 阵 组 合 的 结果 


52-4 17 个 二 维 空间 群 (平面 群 ) 


依次 把 每 一 个 平面 点 群 和 与 它 相 协调 的 每 一 个 平面 点 阵 组 合 起 来 、 即 让 该 后 阵 的 阵 
点 所 代表 的 图 象 单元 具有 该 点 群 的 对 称 性 ， 或 具有 把 该 点 群 中 的 镜 线 普 换 成 滑 移 线 中 之 
后 的 对 称 性 ,就 得 到 表 2-3 和 图 2-11 所 示 的 17 个 二 维 空间 群 ， 

例如 ， 斜 交点 阵 与 点 群 1 和 2 组 合 分 别 得 到 平面 群 pl 和 p2. 简单 矩形 后 阵 与 点 群 
m 组 合 得 到 平面 群 pm 和 pr. c 心 矩 形 点 阵 与 点 群 严 组 合 得 到 平面 群 cm. PE $2-3, 5 
pake 心平 称 Get b)/2 组 合 得 到 了 谓 移 线 g, LE 2-11(a》)， 故 平面 群 cm — cg. 
可 样 的 道理 ， 平 面 群 c2mm 一 c2mg = c2gg; pimm 一 pimg, pigm = págg. pim 一 


a 38 a 


€ 2-3 二 维 点 阵 \ 点 群 和 空间 群 


ERRI F 


A R | 
| 完全 符号 序号 
1 
MEE ER 笠 交 点 阵 (mp) | 一 一 一 ps mM 
2 p? pi : 
plim! pm 3 
简单 矩形 m plgl ps 3 
i x 点 阵 Cop) cim] emm 5 
š 或 AUS ——— 一 — 一 一 一 | 一. ————À— -— 
F 1 imr drm Ë 
m 条 e CIE : íi 
Sieg pim 
AFF (oc) 
pigg B 
clmm 9 
pi by 
Siem 11 
págm 12 
pš E: 
p3ml 14 
piim 15 
pb 15 
pr mm 17 


p381，p31m 一 p318: p6mm 一 p6mg 一 p6gm 一 p688。 这 样 就 得 到 了 17 个 平面 群 (二 
维 空间 群 ), 其 中 13 个 是 把 10 个 平面 点 群 的 点 操作 与 适当 的 平面 点 阵 组 合 而 得 ， 其 余 4 
个 平面 群 ， 即 pg, p2mg, p2gg 和 piem, WAAR PH m HUR H Re 在 图 2- 
(to) RRRA e Sr bo ER Ss, 

i 2-3 中 平 荀 群 的 Hermann-Mauguin 完全 符号 的 第 一 个 字母 (p 或 <) 表示 点 阵 是 
否 有 心 ,字母 后 的 第 一 位 数字 表示 沿 c 方 向 ,也 就 是 平面 法 线 方向 的 对 称 元 素 , 第 二 ,三 位 
的 符号 则 分 别 表 东 沿 平面 上 两 类 不 同方 向 的 对 称 元 素 . 例 如 ,图 2-11a) 中 平面 群 p3m1 
Bg rU m RN F a.b 和 一 a 一 6 这 三 个 方向 ,它们 由 3 次 轴 互 相 联 系 着 ;平面 群 p Im 
Dër ën EU SE gr a— b, a + b 和 —2a—b 这 三 个 方向 ， 这 三 个 方向 也 是 由 3 次 
轴 互 相 联 系 着 ,但 与 piel 中 的 三 个 方向 成 30” 夹 角 . 

图 2-11(b) 是 对 应 于 17 个 平面 群 的 平面 图 案 ”, 读 者 试 一 一 验 卫 之 . 

图 2-12 是 国际 晶体 学 表 A 卷 中 所 载 平面 群 ml, WAPP T EH R HM 
(BU Hermann-Mauguin) 简 路 符号 p3ml, 序 写 No.14, EE 3m, HM 完全 符号 pmi, 
SS Hexagonal (XA) 以 及 Patterson 对 称 性 p6mm. 关于 Patterson 对 称 性 详 风 本 
15 5 8-6. 

RIE BERGE EDAU S Rag ES EAE k GC KE T HA, 
经 该 平面 群 的 对 称 操作 作用 后 所 得 全 部 点 的 配置 . 图 中 国峰 和 带 有 去 写 的 磺 刚 代表 互 成 
锁 线 反映 关系 的 客体 。 右 图 描绘 对 称 元 素 的 配置 ,其 推导 过 程 已 如 上 述 。 由 于 再 其 性 ,这 


. AM a 


两 个 图 员 综 出 了 一 个 单 胞 内 及 其 边 绍 处 的 对 称 元 素 和 等 效 点 。 

图 下 沁 的 一 行文 字 是 原点 的 后 对 称 性 ,说 明 上 坐标 原点 选 在 何 处 ， 例 如 "原点 在 3m1" 
表 小 坐标 原点 选 在 具有 mnl 对 称 性 的 点 ， 

壬 往 下 是 九 对 称 单 元 。 平 面 群 的 无 对 称 单元 是 平面 上 的 一 个 基本 的 区 域 ， 由 它 ~! 全 
施 以 该 平面 群 的 对 称 操 作 ,就 恰好 填 满 了 整个 平面 ， 由 这 定义 出 发 立即 可 得 出 一 个 推论 : 
镑 :本 ( 锁 线 ?必然 是 无 对 称 单 元 的 边界 .此 外 ,一 个 平面 群 单 胞 内 平均 有 有 几 个 基本 的 对 称 操 
fi: 则 雹 对 称 昔 元 的 面积 就 是 单 胞 面积 的 几 分 之 一 .例如 , 平面 群 pmi 的 "无 对 称 单元 ” 
IN AS: 

D= x= 2/3; 0 = y 2/3; ELO y €; min(l — x, 2x) 


(a) 
图 ?2-11 17 个 平面 群 2 (s) 对 称 元 素 的 配置 ; (b) 对称 平面 图 案 《图 中 ipi, pr, pm; IE: pi, em, 


e 4D - 


dh Ah dh hb 
ñk Ak Ak Ah Àk. 
Ak Ak ák AAA 
Ah dk Ak jk Àk 
Aù dh dh dh AA 


YYYY 
AAA A AA AA 
YYYY 
Av dh dh dhdi 
LA LALALATI 
Ak AAA dk ík. 
W WAY FF 
AA Ak dh Ak IA 
WF NF YF AAF OF 
站 


w v 
^ r "OA 
AA 4 `` 4 
wr WP Y a 
AA AA ¿h wii 
v j F 
AA k 2 
MT LÁ 4 ` d 
AA A 
i EUR 
VM, Ge 
k 
SEMEL SN 
y P A 
à RAZA 
i wid wd IN 
r F 
á Á 
"rrr! 4, 4 ` 4 7 
iddi s P y 
Y Y Y YN m i. 
AIS 
4444 " LEE E 
(WW á d `A 


SL 
q 444 ge 
4 14.24 A 人 S 
ever Aaaa 
"rw LOK 
w S AWAY, 
wa aY 
n» 
m. 
LP ww. 
TG, D RB 
n P" We D 
Zë, D D AT 
S50 5 A 
a WK Aide 
d ub ATANA 
hom € ii "ANSA 
d "4 Y 
q éi 2 E 4 
m / 
4 -* 
« 


Vi 


《by 


plmm. lH: p2mg, p2g2, C2mm, DN: p4, pámm, ptem, Vi p3, pml, p3lm; Vl: p6, pomm) 


e 4] 


"n9 Rh 25 3m p3mi 
Pattersun. 对 称 性 pomm pini No. 14 


oO © 
di Re O 


O 
@ 
OW OW 
原点 dimi 
无 对 称 单元 Ere, Lee se It y&min(1 — s, Zei 
2 1 1 2 
Di 0,0 一 ,一 —, = 
3 3 3 3 
x SR PR TF 
(1) 1 (2) 3* 0,0 (3) 37 ü, 0 


(4ymz,8 (5)m äs — (6)m Ze, 
选用 的 生成 操作 — 020; 750,00; (0.1); (2); (4) 


S o XE 
ta 坐标 反射 条 件 
Wyckoff "EH 
点 对 称 性 | 一 般 : 
6 c 1 (155,» (y x—» (3) 5 + y, P 无 条 忻 
(4)y,* (S) =+ y,y (6)5,2—) 
特殊 : 无 额外 条 性 
3 el m y x, Zë 2 区 不 
1 < 3m Mc RE 
3 3 
1 ó 3m 1 Ż 
2 A 

l d Am, 0, O 
最 大 不 同 构 子 群 
! T2]e31l(p8) 152,3 

|3]pimlCem) 1;4 

| 3]p1miCem) 135 

13 ]21mliCem) 1:6 
Ha T 
Hb |3J23m Ça = 3Ga,b' = 3h)(*31m) 
最 低 指 数 的 最 大 同 构 子 群 
He |41lp3ml(a' = 2e, b = 2b) 
i HEELS 


I EA 
li 1316302 C p31m) 
图 2-12 平面 群 pm" 


Taka: 0,0 23,105 1/3, 2/3 
共 中 稍 两 个 不 等 式 描 述 一 个 平行 四 边 形 ,表示 无 对 称 单元 在 这 平行 四 边 形 内 :后 两 个 方程 
HEE 2-13 中 的 三 角形 区 域 4BC， 其 中 直线 
AB 的 方程 是 x = 2y， 直 线 AC 的 方程 是 y= 
2z, SR BC 的 方程 是 y= 1 一 *。 为 了 便于 
读者 迅速 找 出 方程 比较 复杂 的 无 对 称 单元 ,有 时 
列 出 了 无 对 称 单 元 的 顶点 的 坐标 。 例如 平面 群 
pmi 的 无 对 称 单 元 ABCA 的 三 个 顶点 的 坐标 
分 别 是 : 0, OCA A); 2/3, 1/3 (B. 点 ); 1/3, 2/3 
(CAD 

骨 往 下 是 对 称 操作 和 各 种 等 效 位 置 的 坐标 . 
这 是 既 列 出 了 一 般 位 置 (对 称 性 为 1) 的 等 效 点 的 坐标 ， 也 列 出 了 特殊 位 置 的 等 将 点 的 坐 
标 .每 行 依次 给 出 该 种 位 置 的 等 效 位 置 的 数目 M, MEE, Wyckoff 字母 ,位 置 的 点 村 
称 性 和 这 对 个 等 价 的 点 的 坐标 ， 

pA, EER p3ml HRE: 


图 2-13 平面 群 pim] HERET 


eg 
(1) 1 (2) 3+ 0,0 (3) 3™ 0,0 
(4) m xx (ie x,2r (6) m 2z,x 
每 效 位 置 的 坐标 
6 l (1) xs y (2) yx x— y (3) z + y, Z 
(03, (5)x%&+)y y (6x,x—) 
3 .m, x, X X3 2X 2X, £ 
1 $m EN J 
3 3 
! im. 1 2 
3 3 
| 3m, 0, 0 


它们 的 含义 是 : SARERA 6 个 一 般 等 效 位 置 ,其 位 置 对 称 性 为 1, 即 任意 对 称 性 的 安 
体 { 原 子 国 ) 部 可 以 放 在 一 般 等 效 位 置 处 。 从 任意 一 个 坐标 为 x，y 的 位 置 出 发 ,经 过 6 个 
对 称 操作 变换 后 就 可 分 别 达 到 这 6 个 一 般 等 效 位 置 。 例 如 , 按 附 录 1, 经 第 《2) 号 对 称 操 
作 ( 即 3+ 0,0) 的 作用 ，zx; y 点 变换 至 第 (2) 号 等 效 位 置 , BD 了 ,x+ 一 y 点 ; 经 第 (3) 
号 对 称 操作 37 0,0 变换 至 第 《3) 号 位 置 , 即 z + y, €; 经 第 (4) 号 对 称 操 作 m ra 
变换 至 第 (4) 号 位 置 , 即 e, e 等 等 。 在 y — 一 + 的 特殊 情况 下 , SL EET Em 
上 ， 这 时 第 (1) 号 与 第 《4) 号 一 般 位 置 合并 成 一 个 位 于 r8 处 的 位 置 ， 第 (2) 号 与 第 
(6) 号 一 般 位 置 合并 成 一 个 位 于 x, 2x 处 的 位 置 , 第 (3) 号 与 第 《5) 号 一 般 位 置 合 并 成 
一 个 位 于 2x,5 处 的 位 置 。 每 个 晶 胞 内 只 有 3 个 这 样 的 特殊 位 置 , 每 个 位 置 代表 一 个 具 


有 镜 线 对 称 性 的 客体 (原子 团 )。 当 等 效 位 置 坐标 为 š, Hn 或 为 +, B b, 或 为 0， 


时 ,其 对 称 性 为 3m, $T na RS l 个 这 样 的 特殊 位 置 ， 
平 厨 群 图 表 中 其 它 各 项 内 容 详 风 本 书 第 八 章 ， 


$ 2-5 二 维 投影 结构 和 高 分 辨 电子 显 微 象 (“71 


70 年 代 莲 勃发 展 起 来 的 高 分 辨 电子 显 微 学 性 9 在 研究 几 十 A 范围 内 局 部 结构 方面 已 
取得 重大 突破 .。 其 突出 标志 是 ,英国 医学 研究 委员 会 分 子 生 物 实 验 室 的 A. Klug 博士 ， 
由 于 在 发 展 晶体 电子 显 微 学 及 核酸 -蛋白 质 复合 体 的 晶体 结构 方面 做 出 的 卓越 贡献 ,于 电 
子 显微镜 诞生 50 周年 之 际 , 获 得 了 1982 年 诺 贝 尔 化 学 奖 。 由 试 样 的 高 分 辩 电 子 显 微 象 ， 
既 可 以 验证 以 前 X 射 线 结 构 分 析 的 结果 ,又 可 以 确定 新 的 结构 ,特别 适宜 于 研究 晶体 结构 
中 的 各 种 缺陷 和 精细 结构 ， 


«7 ei 
图 2-14 包头 矿 沿 [0 0 1] 330945 RR ARI RETER 
(a) 投影 结构 ; (b) EO HB uw E. 示意 图 中 的 殴 圈 表示 Ba 原 了 于 的 投 
影 、 双 圆圈 表示 (Ti,Nb) 原子 


高 分 辨 电子 显 微 象 反映 三 维 晶 体 疝 人 射电 子 束 方向 投影 而 得 的 二 维 结构 ， 例 如 ， 峡 
2-14a) 示 包 头 矿 沿 [001] 方向 的 投影 结构 ,图 2-14(b) 示 其 高 分 辨 电子 显 微 象 “7 ,包头 
矿 是 在 我 国 包 头发 现 的 一 种 Ba-(Ti, Nb) 硅 酸 盐 矿 物 , 成 分 为 Ba(Ti, Nb)Ow(S40w)C， 
属 四 方 晶 系 ,点 阵 参数 为 a= 20.014A RI c= 5.927A， 空 间 群 为 141/4. 就 其 沿 [001] 
方向 的 投影 结构 而 言 , 由 于 水 平滑 移 面 的 存在 ,平移 周期 仅 为 三 维 晶 胞 边 长 "一 20.014A 
之 半 , 见 图 2-14(a)。 图 中 带 阴影 线 的 三 角形 表示 S1-O 四 面体 环 的 投影 ， 重 的 Ba JE f 
4z 一 56， 用 黑 点 代表 ) 围 绕 此 环 , 环 内 则 是 Cl 原子 (用 圆圈 代表 )。 另 一 方面 ， 带 阴影 线 
DOSEN CT, Nb)-O 八 面体 环 的 投影 , 八 面体 内 为 Ti 或 Nb 原子 。 从 高 分 辨 电子 
显 微 象 的 角度 来 说 ,包头 矿 沿 [0011 向 的 投影 结构 可 看 作 由 交替 分 布 的 四 个 Ba 原子 环 与 
四 个 (Ti, Nb) 原子 环 组 成 ,这 些 环 沿 [001] 方向 无 限 延 长 , 见 图 2-14(b) 中 的 示意 图 . 


Ti 或 Nb 原子 的 区 域 则 呈 浅 一 些 的 黑 点 。 由 图 2-14 显 见 ， 包头 矿 沿 [001] 方向 的 投影 
结构 及 相应 的 高 分 辨 电子 显 微 象 的 平面 群 是 ei, 它 是 包头 矿 的 空间 群 14/0 的 投影 , 但 
平移 周期 减 半 。 
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Aa. Aa. 


E 题 


L.A E 6 5 6mm 各 包含 有 哪些 点 对 称 操作 ? 从 图 2-2 中 性 一 点 出 发 ， 这 些 操作 各 将 此 点 变换 至 
EZE 

2. Ps] 2-2 中 所 示 每 一 种 平面 点 群 各 有 多少 个 等 效 点 ? & ENKE LCE ke ER 1 (j 5 282 

3. AH ZAR $m 的 符号 中 仅 一 个 字母 m, ISA BE 2mm, 4mm 和 6mm 的 符号 中 超 有 限 个 字母 n? 

t BE Lene 带 的 电子 衡 射 图 是 二 维 倒 易 点 阵 平面 的 投影 > 其 几何 特征 是 衍射 作 点 规则 地 排列 在 
一 个 并. 维 网 格 上 . 


(1) 刘 果 不 考虑 衍射 斑 的 强度 ,单车 虑 衍射 碍 点 分 布 的 对 称 性 ,有 电 几 种 类 型 的 电子 入 射 图 ? 
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e 
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(2) B5 BR HREAN RRE 4 Friedel 定律 ( AA 与 4 GPEDERTHIÉSSEIEON UE. era) 
的 对 称 性 有 了 哪些 类 NS? 
提示 : 参看 文献 [8]. 


CAURUE: 3 次 轴 和 6 次 轴 分 别 与 六 角 点 阵 组 合 的 结果 如 图 2-7 与 图 2-8 所 示 。 
iml 与 p31m 两 个 平面 群 的 差别 何在 ? 试 推导 出 这 两 个 平面 群 的 全 部 对 称 元 素 ， 并 证 明 sami 一 


P3El, pilm = p3lr. 


: 观 紧 国际 晶体 学 表 和 着 "所 载 第 12 号 平面 图 p4rm: 


(1) 在 对 称 元 素 配 置 图 中 标 出 表 中 所 列 八 个 对 称 治 作 据 以 进行 的 对 称 元 素 ; 

(2) 说 明 平 面 群 符号 piem cem -—ETNUUE Y: 

(3) 在 等 效 点 配置 图 中 任 选 一 个 圆圈 作为 第 (1 ) 号 一 般 等 将 位 置 +, y， 然 后 再 标 出 表 中 所 列 其 它 ? 
个 一 般 等 效 位 置 在 何 处 ;并 说 明 为 什么 某 些 圆 功 内 有 逼 导 ; 

(4) 求 出 表 中 所 列 八 个 对 称 操作 的 增 广 先 阵 ; 

CO 求 出 “，》 点 经 表 中 所 列 八 个 对 称 操作 变换 所 得 点 的 坐标 并 与 表 中 所 列 一 般 等 次 位 置 的 外 村 
对 比 ; 

(6) 求 出 把 z, y 点 变换 至 表 中 所 列 八 个 一 般 等 效 位 置 的 对 称 操作 。 并 与 表 中 也 列 对 称 操作 比较 ， 


JAAA 2-15 所 列 各 平面 图 案 呈 "22 的 对 称 性 (指出 各 图 案 所 属 晶 系 ,点 阵 , 点 群 、 二 维 空间 形似 及 
s BEL SEC XR). 
rr * x R 
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第 三 章 群 论 初步 


利用 数学 中 的 群 论 可 以 方便 且 巧 妙 地 研究 晶体 的 对 称 性 。 为 些 ， 本 章 先 介绍 为 推导 
对 称 操作 群 所 必须 的 群 论 的 初步 知识 ， 


53-1 和 群 的 基本 概念 [1 


崔 论 研究 封闭 系统 中 的 结合 。 这 里 “结合 ”的 含义 很 广泛 ;可 以 是 机 法 、 乖 法 ， 在 晶体 
学 中 的 结合 就 是 对 称 操作 的 组 合 ， 例 如 对 称 操 作 a DA 的 结合 ab 就 是 先 施 以 澡 作 0. X 
接 善 再 施 以 操作 ga。 比如 说 ，(m[0011》(2[001]) 一 1， 表示 操作 m[001] 521001] 的 
结 人 台 人 (乘积 ) 等 于 倒 反 操作 I. 


3-1-1 群 的 四 个 基本 性 质 


RAES G 内定 多 了 一 种 结合 方法 ,集合 如 对 此 结合 方法 具备 下 列 四 个 基本 性 
质 : 就 称 集合 G 关于 这 种 结合 方 靶 成 群 ， 

C1》 封闭 性 ， 集 合 G@ 内 任意 两 元 素 4 与 bCG TUS a 与 它 自 己 ) 的 结 台 ab 也 是 集 
& G 内 的 一 个 元 素 。 对 晶体 学 中 的 对 称 群 , 群 的 元 素 就 是 对 称 操 作 ， 无 素 的 集合 ”就 是 
对 称霸 作 的 集合 。 封闭 性 的 合意 是 ， 对 其 客体 依次 施 以 集合 大 内 的 任意 两 个 对 称 澡 作 
b 5a, 与 之 等 效 的 对 称 操作 ab 仍 是 集合 妃 内 的 一 个 对 称 操 作 ， 

(2) 结合 律 a(bc) — (ab)c, 对 于 对 称 操作 ;结合 律 总 是 成 立 的 . 

(3) 单位 元 ， 在 集合 G 内 存在 着 一 个 单位 元 ce CSG DÉI o DI e S T 
a:ea 一 ge 一 94， 在 晶体 学 对 称 群 中 ,全 同 操作 (E) WEE AL. 

(4) Wë G 内 任 一 元 素 a 都 有 一 逆 元 6 在 下 内 ,使 ec t= aa = e, 

例如 ,三 个 对 称 操作 21001] CREUSE EAD, mIO01] 《镜面 为 z= 0) RIL CBE TP 
心 在 原点 ) 的 集合 不 构成 释 ， 天 为 它们 中 没有 单位 元 。 但 这 三 个 氯 作 可 上 1E) Wa 
一 个 群 (在 第 四 章 就 可 以 知道 ,这 就 是 点 群 2/m(Cw))， 因 为 由 下 列 关 系 ; 


(20011900011) — (m[0011)(2[0011) = (1) (3-1) 
(m[0011)(1) = (1)(m[001])= (2[001]) (3-2) 
(3[001])XT1) = (19Q2L0011) = (mm[ 001) (3-3) 
(2[001])(1) = COQI991D) = (2[001]) (3-4) 
(m[0011)(1) — (12(m[001]) = (mL001]) (3-5) 
GOD = (OXD — OD (3-6) 
(2p001])(2[001]) = CD) i (3-7) 
(m[0013)(m[0011) = C1) (3 8) 
(COD = (1) (5-9) 
(1X1) = (1) (3.10) 


. ú c 


= 知 由 1，2f001]，m[001] 与 1 四 个 对 称 操作 构成 的 集 侣 具备 封闭 性 ; 也 不 难 证 明 , 所 
右 对 称 操 作 都 满足 结合 律 : 式 (3-4) (3-6) 说 明 1 是 单位 元 ; 式 (3-7) £ (3-10) 说 
EH fi EC. 

下 吓 我 们 证 明 , 一 个 完整 的 对 称 操作 组 具备 群 的 四 个 性 质 , 因而 梅 成 一 个 群 ， 所 谓 完 
浆 的 对 称 井 作 组 包括 全 部 把 某 一 客体 (分 子 或 晶体 等 ) 变 换 成 该 客体 自己 的 操作 .因此 , 婚 
然 任 二 操作 的 乘积 也 会 把 该 客体 变换 成 它 自己 ， 当 然 也 在 此 对 称 操 作 组 内 。 全 同 操作 就 
是 单位 元 ， 某 一 对 称 操 作 的 道 操作 就 是 其 道 元 ,也 能 把 该 客 休 变 换 成 它 良 己 。 最 后 ,一 切 
对 称 操作 的 乘积 部 遵从 结合 律 。 这 样 ,一 个 完整 的 对 称 操作 组 就 构成 数学 意义 上 的 群 .从 
这 样 一 个 航 简单 的 概念 出 发 ,我 们 可 以 得 到 许多 基本 的 重要 知识 ， 


3-1-2 Sne 


HR (3-1) 一 (3-10) FREAR- TREERE CRISE ERROR b SES. SS OR fu SI 
EUDE Heck, iis 3-1 是 上 述 由 1.2[001], m[001] 和 1 组 成 的 群 2/mCCu) 
aod EE. 


X 31 
pU £ 
ss 
iE: 1 1[ 001] es [ 001] l 
E: 
l | 2 A 1 
21001] 2 1 "m 
m[ $017 m 1 1 2 
j I m 2 1 


Xp l'BEIE XO EIN cp， 先 在 表 的 左 栏 找到 a, 再 在 表 的 上 列 找到 b, 5 < 司 列 
与 五 同 栏 的 元 即 为 丧 积 ab, Dän, C2[001]) (m[001]) = 1, 
Hm ik ek Rat, HIE 1, —1, /—1, 一 VY 一 1 组 成 的 集合 的 乘法 表 见 


A 3-2, 


读者 可 由 此 乘法 表 自 行 验证 群 的 四 个 基本 性 质 , 从 而 确信 这 四 个 数 的 集合 关于 乘法 成 群 ， 
读者 还 可 自行 验证 ,围绕 一 支 4 次 轴 的 四 个 对 称 操作 1, 4+，2，4 ”也 构成 一 个 群 ， 其 
XE ERO 3-3. I 
IE £s — X 4 次 倒 反 轴 的 四 个 对 称 操作 1, 4*, (07 —2, 4 ”也 构成 一 个 群 ,其 乘法 表 
WA 3-4, 


+ 45 e 


| ) x 4t 2 | j- 
1 1 jt 2 4- 
m 4+ 2 4- 
2 2 4- 1 H 
4- 4- | à 


ZF SE miir Ser CICER 26 MU EA 3 BB EE, Si A0 ETE S: Sk IS e 

关 十 莱 法 成 群 ,一 切实 数 的 集合 关于 加 法 成 群 ,其 一 点 阵 中 一 急 平 移 操 作 
E, = na t mò + ne (5-11) 

的 集合 (其 中 Fig fin fJ 为 整数 ) 成 群 ( 叫 平移 群 )， 这 些 群 都 是 无 限 群 . £ ERE 
相同 的 元 索 的 个 数 有 限 ， 则 称 之 为 育 限 群 ， 有 限 群 肉 互 不 相同 的 元 素 的 个 数 叫 做 该 群 的 
Bre SEER 3-1, 3-2, 3-3 和 3-4 描述 的 四 个 群 都 是 有 限 群 ,它们 的 阶 都 是 4, 

x 2-1 和 图 2-2 所 载 平 面 点 群 3m 共 包 含 六 个 对 称 操作 ; BB 1, 3*[001], 37[001], 
m, 一 m[100], m= m[010], m; 一 m[110]. WS 2 6 H3 Y ix e RRIERUABEE X, Hit 
"II bag ES El TA e re CS 3-5, 


Sp 3-5 
I 
[ 
| | d 
EH 
1 3T | A" ! "m x m. m 
SS EE ji— së PEE 
1 3+ | 37 | "m, | m; m 
3+ g= ] | HE, TTi | m, 
37 ] 5t ! "m, m, n, 
LN E EE E E 
"m, m, "m, | 1 3t | 3- 
m Fi, m; Ha Mi | 3" l $t 
| 
m, | m | m, m, | 3+ 3- | | 


HEER 3-5 可 以 很 容 多 验证 这 六 个 对 称 操作 的 集合 构成 群 。 
用 同样 的 方 汗 可 以 证 月 表 2-1 第 三 栏 所 列 十 组 对 称 操 作 各 月 构成 一 个 群 ， 可 见 这 些 
“平面 点 群 " 确 实 都 是 群 论 意 义 上 的 群 . 
观察 乘法 才 3-138 3-4 和 3-5 可 以 上 发现, 在 乘 落 表 的 每 一 列 中 ,或 者 在 飞 法 表 的 每 一 
六 中 ,该 群 的 每 一 个 群 元 部 出 现 ; 而 且 仪 呈现 一 次 ， 这 蚌 个 一 般 性 的 定理 ， 即 
重 排 定理 ， 设 有 一 个 8 阶 群 G = dg. gott Rab. 而 如是 其 中 的 任 一 个 群 元 ,后 
gG = G (3-12a) 


. AR >» 


式 《3-12a) 的 含意 是 : 4 个 元 
Zigis ikzs" à Sifa (3-13) 
的 集合 中 的 每 个 元 都 属于 群 Gg eG), BERBE CRERED. KAHM, SZ: 
13) BRE ms Ez. E. 是 相同 的 , 仅 顺 序 可 能 不 一 样 。 
由 群 的 封闭 性 , 显然 有 nasce G。 现 在 设 集合 《3-13) 中 两 个 元 相同 ， 
gigi T Eir 

"äm E s! 见得 

Ec ep 
这 与 群 加 中 的 ?个 元 互 不 相同 的 前 提 和 矛盾， 因此 ， 集 合 (3-137? 中 的 元 互 不 重复 。 丁 是 
重 排 室 埋 得 证 。 类 机 地 可 证 明 

Gg = G (3-12b) 


3-1-3 FHE ERARA 
根 振 群 的 封闭 性 , 若 z a G Hf£— BEBO (a€ G), Wa B TEX GET 


04 d, ^i 
也 是 群 G 的 群 元 ， 若 群 G EN IR Pt, MRE I # EJ 838 SE RJ AEEA RR. S 
名 话说 , D tus pe RUBER. 设 oz 一 a2. H p> r, p— r = n, 在 等 式 呐 边 和 名 乘 以 
o 的 逆 元 之 后 得 
g^ 一 (3-14) 

满足 式 3-14) 的 最 小 的 正 整数 = 称 为 群 元 4 的 阶 ， 也 就 是 说 ，a, a', e, BRA n +T 
互 不 相同 的 群 元 a di 0 ，6e" 二 1， 其 它 焙 元 必 等 于 这 * 个 之 一 .例如 ,操作 4 [001] 
mou RA, (X. 4*T001], 21001] — (4* T0011", 47(091]—(4*I001]?* i 12-C47[001] Y 
是 互 术 和 相同 的 操作 ,小 [001] By 3k SERECA* [001] 9 —47[001], C47 [001] —21001) , 7 
都 是 这 由 个 操作 之 一 ， 

Ac gt G 中 的 每 个 元 都 可 写 为 G 中 某 元 = 的 乘 罕 ;就 称 他 为 循环 群 ,而 a 则 称 为 群 G 
的 生成 元 ， 所 有 与 ”次 转轴 (a= l, 2, 3， 4, 6) 相 联 系 的 # 个 对 称 操作 nen, ceo 
es — 1 ZARR HLA n MERR KPR. 就 是 这 循环 群 的 生成 元 例如， 上 述 与 
4 次 转轴 相 联 系 的 四 个 操作 4+，2 一 (4+，4 = (4t>, 1=(4ty 就 构成 一 个 4 阶 仿 环 
mm. 操作 4+ 就 是 这 群 的 生成 元 ， 生 成 元 的 选取 不 一 定 是 唯一 的 ,例如 4 也 可 说 是 这 个 4 
阶 循 环 群 的 生成 元 ， 

如 本 群 G( 不 一 定 是 循环 群 ) 中 的 每 个 群 元 血 可 表 为 Zis E257" * » £w DIE E HUS BR, 
则 称 群 G 的 这 些 元 go a ga 为 它 的 一 组 生成 元 。 例如 ， 点 群 3m 的 生成 元 是 
3:001) 5 m, 一 mf100]， 因 为 点 群 3m 中 的 其 它 对 称 操作 都 可 表 为 它们 的 乘 医 的 乘 
iH. J= (3* [001] Ys (mj) SC (3*[001])(m), (mi) m (3*[001]) (m) 其 中 31001] 
的 阶 是 3, ma 的 阶 是 2. 

2t G (se ce BLAU t 个 式 子 (9 是 群 @G@ 的 阶 )， 但 它们 通常 是 由 个 数 较 少 的 基本 
关系 式 决定 的 。 例 如 ,点 群 3 和 的 基本 关系 式 是 

EC LS 
(m)! — 1 


和 
(m )(3) 一 3'm, 

出 这 些 基 本 尖 系 式 可 以 得 到 下列 关系 式 : 
(m 2 Zam 3 = Cm) Em) = Cmm) = 32 
(3m (mi) = 3 
(mi)(3) = (mC3)(3) = Läie (3) = (G)G/m) Am 
(mi) (3m) = Gm) m) = 3 
KEE E = (3500 = 1 
(3m. (3) — OTI ie, lc $m, 
(Sm Gm) = (3mm) = 3 
(3:m))(37) = (370m )(37) — (37) Gm) = m 
(3m)(3) = (m3(3) 一 m 
(3m )(3m) = Gmm) = (mim) = 1 
(355)(3*) = Gm) GY = (3) (3m) — Fm 
(3m))( 5m) = Läim Mani = 3? 

从 而 可 以 作出 群 3m 0938258 3-6. 


a7 


1 Si 3m 
3m, x 3'm, 3m. l 3 
im, Jm, LA 3 l 


Hin 与 表 3-5 完全 一 样 | 
无 论 是 冬 如 的 一 组 生成 元 的 选取 ,还 是 基本 关系 式 的 选取 ,都 不 是 唯一 的 。 例 如 ,我 
们 也 可 以 选 子 和 xz 或 3 与 tm 等 等 作为 点 群 3m 的 一 组 生成 元 。 即使 是 选 3 与 m, 作为 
点 群 3m 的 生成 元 ,也 可 选 
《3 六 一 (1 
(m) = C1) 
Td 
(m )(37) = $m 
作为 基本 基 系 去 :因为 由 Cm (37) Ae: 立即 可 得 
(3n) = (3)(3m) = Gm G Lë CIAO = m3 
SU 
(mi) C3) = 3'm, 
TAE CE RS EN a 与 5 的 结合 都 满足 交换 律 : 


ab = ba 
则 称 这 PUTRE, Pi RER (3-1) 至 (3-4) 换 述 的 群 部 是 交换 群 ， 平 移 群 43-11) 
也 是 变换 群 ， 但 乘 江 表 3-5 E oU, se Sr, Die, Dau, G inm) = m == 
m, — (mi( 3*5, 
AXE U, BS BS UB EP RESO e SE, RU 


g^» g! = gt = g ` gë 


ZiR PE V EZ Abel Sc 


s 3-2 JESURUEC BEN Lo nt 


3-2-1 Jii ode Peh5 ap d 


A ERU a JE s E TARRA- I Y: 
y = axa | (3-13) 

MU ER y Pi z ii, 在 晶体 学 中 , a. x B y amaA RAIER YE x Fk a PHS RS E 
Wk. AR 是 + 的 共 统 操作 。 为 了 解 其 
合意 ,请 看 图 3- T. 

在 图 3-1 rh a Ris / np, z 
是 线 多 轴 约 旋转 ,转轴 都 租 交 于 球 心 ,我 
们 研究 在 旋转 操作 a 与 x 的 作用 下 球面 
上 的 点 的 运动 ， 

让 我 们 从 【2] 点 出 发 。 操作 > 使 
[2] 点 变 到 [3] 点 * 即 

x[2] = [3] 
再 让 操作 a 作用 到 球面 三 角形 [2X3] 上 
4(2X3] = [1Y4] 

把 三 角形 [2X3] 变 成 三 角形 [lY 4]. 

图 3 1 说 明 ara ”的 合意 ?这 里 4 Gc HDRGE 三 角形 【2X3] 表示 操作 WII o 

转 ， EE [21 的 作用 ,二 角形 [1Y4] 表示 局 一 操 
fs, 只 不 过 是 绕 着 不 同 的 轴 《LIY] 轴 ) 进 行 , 而 操作 a 恰 将 IX] 轴 变 换 成 这 文 (Y) Së. 
办 此 ,我 们 说 ， 操作 >》 是 操作 x* 按 a 变换 而 得 . 

HEBA [1] 与 点 14] 的 关系 ,一 方面 , ”使 111 变 成 和]， 部 

y[1] = [4] 
另 一 方 而 ,依次 进行 a7, x 和 < 三 个 变换 也 使 [1] SEE (41, Bh 
(aza [1] = [4] 

dt y= ara’, BAE, IRIE aza 是 操作 x* 按 < 变换 而 得 . 

在 绘制 图 3-1 时 假设 操作 a 与 x 都 是 旋转 ， 其 实 它们 可 是 任意 操作 ， 上 述 结论 部 成 

重复 一 遍 关 于 操作 变换 的 定理 ， 操 作 x RARR y= axo 属 十 同一 种 操作 ， 
这 两 种 操作 氛 以 进行 的 两 对 称 元 素 【 在 图 3-1 中 分 别 为 旋转 轴 [X] 和 [Y]》 也 是 同一 
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= mI d. 17 Ah 


WE“ 


种 对 称 雹 豆 , 但 的 者 《[X]) 已 被 操作 a 移 至 后 者 《[Y] )， 

mR 2-2 中 点 群 3m GREER 3-5 HAJ RR TRIER. HE L-R RRRA ID. MR 
[É m = m[1001 WEHE ERE (3*[001]9 Cm[100]) (37[001])"* 应 为 同一 各 可 年， 
&J Xo. mA., DINAS YRÜEURDISEÉISSDS RIO R MS pd gr, GOGTÓE 
锐 面 ,但 两 者 的 位 置 不 同 ， 操 作 3+[001] 把 e, 据 以 进行 的 镜面 变换 成 《3 [00110 (mi) 
(37[001])^ EDLE AA. 因此, (3+[001]) (m) GIUD aS T Om). HI 
Jed 3-5 可 以 很 容易 验证 这 一 结论 ， 

上 述 关于 操作 变换 的 定理 非常 重要 , 现 举 两 个 应 用 这 定理 的 例子 ， 


1. K #E EI 
吉 角 坐标 系 中 绕 坐 标 轴 旋转 的 坐标 变换 矩阵 比较 简单 ， 例 如 绕 z SEBES 


35 565 E FB PAR JE 
cosc — sina Ü 
a = Ë cosa Ü | 
Ü Ü i 


Bë Je U FJ Eze sE SSK (3-15) 由 绕 坐 标 轴 旋 转 的 坐标 变换 矩阵 x CR Së Ez SERE 
的 坐标 变换 站 阵 y. 
Fiw EL HIS x 轴 的 二 次 旋转 操作 的 坐标 变换 滤 阵 为 


1 0 a 
x= 2[1 0 0] =| 0 —1 0 
0 0 一 1 


X ESL 1, tana, 0] 方向 的 二 次 旋转 操作 的 坐标 变换 所 阵 y. 
注意 7》 与 * 是 同一 种 操作 ， 但 7 所 以 进行 的 二 次 轴 较 x 据 以 进行 的 轴 已 绕 z 轴 逆 时 
$ HERT e E, HU (3-15) 中 的 操作 “的 矩阵 是 


cosa — sina Ú 
a=) sina cosa Ü 
Ü Ü l 


cosa sing H 
a '= | — sina cosa Ü 


d 0 H 


容易 证 明 


出 式 (3-152 利用 和 矩阵 乘法 立即 有 


'cosa sina 9 
y zm REN sin2e 一 cos 2a J 
k 0 0 Ts 1 


d a= ali, nii 和 /2 时 分 别 得 到 绕 [110], [1101 fü [010] 轴 的 二 次 旋转 操作 的 


Ek: =] d 
2[110] 一 | 一 1 Ü d 
Ü AE l 


JK ES HPF BM Wa) mINDBEESER—E. 


2. 求 点 操作 与 平移 操作 的 姐 含 


利用 式 (3-15) 可 以 用 代数 方 医 讨论 点 操作 与 平移 操作 的 组 合 , 求 组 合 后 的 操作 据 以 
进行 的 对 称 元 素 位 于 何 处 。 这 在 $ 1-5 中 仅 用 作 疼 法 直观 地 氢 述 ， 

一 般 的 螺旋 旋转 操作 可 用 Seitz 45x79 (W, w, 十 w), Et w, 是 平行 于 旋转 
操作 W 据 以 进行 的 转轴 (此 转轴 过 举 标 原点 ， 即 图 1-9 中 4 点 ) 的 平移 分 最 ,rw DU) RE 
真 于 转轴 的 分 量 。 这 一 操作 实际 上 就 是 园 绕 过 8 点 的 轴 的 旋转 操作 W 与 平移 w, 组 成 
的 复合 操作 ， 即 螺旋 轴 并 不 经 过 原点 A, 而 是 如 过 8B 点，8 点 相对 于 原点 4 的 位 和 拓 e 一 
AB EETRI. 现在 让 我 们 来 求 e— AB 与 W 和 wi 的 关系 . 

由 关于 共 声 操作 的 定理 , 绕 过 8 扣 的 轴 的 旋转 可 表示 为 三 个 操作 的 组 合 : 

(1) 平移 —e= — AB; 

(2) 绕 过 原 后 (4 点 ) 的 轴 旋 转 , 即 操作 W, 

(3) 平移 e 一 AB. 
因此 ,我 们 有 | 

(W, w 十 w) = (I, woi, e)0W, DC —e)] 
= (W,Wt-—e] + e + w,) 
由 此 可 知 
w — MI el + e (3-16 
XE w HIR 1-9 中 的 A4. e= AB, W(—e1— BA. 故 式 (3-16) 表示 的 就 是 图 
1-9 中 的 等 爵 三 角形 AA B 的 关系 。 
A (3-16) 中 的 点 操作 W 也 可 以 是 反映 ， 此 时 w 为 垂直 于 镜面 的 平移 分 量 ，w, 为 
平行 二 镜面 的 平移 分 量 ， 即 豆 移 量 ， 设 此 请 移 面 虑 原点 的 位 矢 为 e,， 则 按 式 《3-16) 应 有 
t; == m| —e] +e = Je 
Schu 
e = wj2 


EDAH trL wii 处 ,网 图 1-10, 


3-2-2 可 交换 的 条 件 
群 中 元 素 的 缩合 必须 满足 结合 律 ， 但 却 不 一 定 满足 交换 群 ， 这 就 是 说 ， 一 般 情况 一 
gb = 240， 上 节 的 讨论 哥 共 助 我 们 判断 在 什么 荣 件 下 乘积 的 两 个 因子 的 次 序 可 以 交换 ， 即 
ab = ba (3-177 


容易 证 有 明 ; 式 (3-17) 5 
b= aba! (1-18) 
RI 
a = bab" (3-19) 
Sim, Garam, 
X6 BI We Xe n] Az pre BE 3 P E: rh3e— e lr EE pk, 86 — 76 XX E 
M 
J| $n, S IR] — A R BR yE eT 22 A 89), IN 2 3 — j ee BR TEE S&H] - R65 — 
旋转 操作 变 成 那个 操作 自己 。 但 点 群 3m 中 的 3^ 与 m 是 不 可 交换 的 ， 因 为 了 把 四 E 
d. EX mi CUL] 2-25, 而 不 是 m Fl. 


若 4 与 5 不 可 交换 , 则 
ab = (aba ))a = b'a (3-20a) 
这 里 b — aba E b £ a MRR, RA 
ab = b( bab) — ba (3-20b) 


这 里 a = bub Reif Rp, Dim, Bd 2-2 中 点 群 Sm 的 操作 AT 与 四 个 可 
交换 ,但 按 (3-20a)， 
(3*)6) — G*)(n0(*) (7) = GnX3*) 
fk (3-20b), 
(3*)6m) m (nmi Aam) = (m. A8? 
读者 可 利用 点 群 $m ESSA XX 3-5 验证 之 ， 


3-2-3 KEŠ 


ERG HERTA y, 用 群 G 中 所 有 的 元 素 对 ?了 ANER, Hun 9753 y ERR 
JG XR EE SERE UR REG HA? ARAKEA, SAEN: 
(1) JEE EL B DIE z 5 y Eg: 


z = aya | (3-21) 

NI y 4 z JES: 
y Ca^ Asteii" (3-22) 

(2) dte RR] UL PE enn, BD GS vu 都 与 * JE: 
| y = aza”? (3-23) 
z = bxb | (3-24) 
n 

z = (ba Dy(ba ii" (3-23) 


PU z nm, DÀ bk (3-21) Æ (3-25) 各 式 中 的 a, b 3929 8E G ARRA, Dm n. 
b.ba 等 也 是 群 冬 内 的 元 素 3 X 

(a y a, (ba j) ' = ab"? 
因此 , 前 述 群 G rh oA » 20 ERO JENEDE rH SEU EC een, im HS m E— 
Et A RN E Ara erh, 531—275 18, EXP AR elen kee, HT RET 2: 
DEE EE S Br Sr 6 M Rk Tatas Y. W FFF SY 
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可 唯一 地 把 群 G A ERES I RHESENS. in, RER (3-1) 至 (3-4) 撒 述 的 四 阶 群 中 每 一 
TUA EL — ARK, 这些 是 一 个 一 般 性 定理 的 特例 ,这 定理 征 : 

在 一 个 交换 许 中 ,每 一 个 元 泰 自 成 一 个 具 轿 类 ,而 不 可 能 有 两 个 互相 共 锡 的 元 赤 ， 证 
站 方法 很 简单 : 设 5 为 某 交 挽 群 中 的 任 一 元 素 ， 则 用 群 中 任意 元 雪 对 上 进行 变换 都 得 
到 月 己 , 谷 看 式 (3-17) 和 (3-18). 

— — PME RA 3-5 描述 的 由 1, 3t 
37, mi, my, m 等 六 个 元 素 构成 的 6 阶 群 可 分成 三 个 共 弧 类 ， 即 [1], {ms me m} & 
E e a 

TEE EE 可 以 证 明 ， 共 应 类 的 阶 必 为 它 了 所 
己任 的 阶 的 一 个 因数 。 例如, 前述 4 阶 群 中 每 一 元 素 自 成 一 共 斩 类 ,到 每 个 共 乞 类 的 阶 都 
是 1, 这 显然 是 其 所 属 群 的 阶 (4) 的 因子 ， 又 如 ,乘法 表 3-5 描述 的 6 阶 群 的 三 个 共 辊 类 
的 阶 分 别 是 1, 3 和 2, 它们 都 是 6 的 因子 。 为 要 证 明 这 定理 ， 需 要 有 子 群 和 群 的 陆 集 虎 
JFC S 3-3) 的 概念 。 对 此 感 兴趣 的 读 活 可 参阅 文献 C21. 


EE 子 群 和 群 的 陪 集 展开 1 


3-3-1 FHANN 


AT f G ia o URBIS ECTS BO RI RE SEX 1-89. XR BUDNBUEEMOS BE 
G FTR Pin RER 3-2 描述 的 4 阶 群 中 , 1 与 一 ! AARNA p TA, RE 
Ux 3-7, 


又 一 个 例子 : 3 LA d (3-1) 规定 的 群 显 然 台 有 三 个 子 SE, 分 别 为 11, 2[0011}, 
{1，m[001]} 和 (i, 1} 它们 的 莱 法 表 分 别 为 表 3-8, E 3-9, 表 3-10. 
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此 外 , 秆 何 一 个 群 部 含有 两 个 子 群 ,多 该 群 自 己 区 及 单位 元 1, X IP T REM AR, 
COPRERUEIT BR. 

A IEESEGBBERHC TAE SEGUE, LSM S E p BN AEN EG 成 
3X. RAHA G 中 的 任意 三 元 素 的 乘积 ,结合 律 已 成 立 ， 当 然 对 G 中 的 任意 于 业 合 闪 的 
企 尊 三 元 未 的 鞠 积 ,结合 律 也 必然 成 立 ; 此 外 ， 电 封闭 性 和 逆光 的 存在 狂 ， 作 出 了 于 集 信 任 
一 无 率 忆 其 逆 元 的 习 积 ,就 位 即 得 到 单位 元 ， 

2) y ES IBES G 中 的 某 子 集合 是 否 为 群 ， 则 只 村 检验 这 子 集合 征 否 具备 封 帮 属地 
够 了 ， 关 为 , 若 子 集合 是 封闭 的 , 阶 数 又 是 有 限 的 ， 则 按 3-1-3 市 ， 对 这 于 集合 由 任意 元 
X a, EIER n, 使 a= 1. # nc 1， 则 at^ 就 是 a 的 道 元 ; £ osc 1, Hi 
a= d, a 就 是 a BUB. 

FAR 3-5 SR BER UI ACT ER, 它们 是 H = {l,m}, H= ilm H. = 
i1, nu) 和 M =| (11,371, 3 1. 

SIb HERE G 的 子 群 。 我 们 也 可 反 过 来 说 ， 群 台 是 群 he, Sr 
的 母 群 则 通常 采用 符号 S. 

下 和 再 介绍 最 大 子 搓 和 最 小 母 群 的 概念 。 如 果 群 HSG 的 真子 群 , 即 

HC G 
《这 下 的 数学 符号 性 表 示 集 合 H 中 的 元 比 集 人 台 G 中 少 , 是 集合 G 的 元 的 一 部 分 ), 而 且 不 
(CC de E 
HcMcG 
的 群 M, 则 称 HE G 的 最 大 子 群 , G 是 H ue SHE. 

位 如， 平面 点 和 群 Gmm 的 子 群 3m 和 6 都 是 它 的 最 大 子 群 。 但 6mm 的 子 群 3 不 是 

EDERT NOS 
3C 3m HB, 6 C 6mm 
DD 3m 或 6 部 是 点 群 6mm 的 真子 群 ,同时 又 是 点 群 3 的 母 群 ， 

a REPARE G 与 它 的 所 有 最 大 子 群 分 别 用 线 过 起 来 ,然后 朋 把 这 些 子 群 文 与 它们 
名 . 委 的 最 大 子 群 过 起 来 ， 如 此 继续 下 去 就 可 到 仪 舍 单位 元 的 1 阶 群 1 . 绘图 时 最 好 按 群 
的 阶 数 的 高 低 确 定 该 群 的 符号 的 位 置 ， 这样 得 到 的 图 叫 群 G GT Sr, ln, K 2-18 
p 2-2 hA AR 

6mm = (1, 6*, 6 , 3*, 3 , 2, mu, Murs Mess Madis Mars Mat 
LEES 3-2。 为 了 绘图 的 清晰 ，6mm 的 子 群 网 分 成 Ga) 与 (b) 两 部 分 绘 出 .这 
种 子 寻 网 图 中 每 条 线 所 和 连接 的 两 个 群 中 , 下 面 的 群 是 上 面 的 群 的 最 大 也 群 ,上 面 的 群 症 下 
而 的 群 的 最 小 母 玫 , 一 个 群 可 能 有 若干 个 最 大 子 群 ,如 点 群 6 一 {1, 6,6, 3"， 3 ,21 有 
两 个 阶 数 不 同 的 最 大 子 群 3—11,3*, 37) 和 2 一 {1, 2}; WTR Brett, A 
HH 6 — 3m = il, 3*, 3, m, mi, mj. 部 是 点 群 32511, 37, 3 Bgm A SHE. 
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(b) 
图 3-2 AR 6mm 的 于 群 网 


群 论 在 晶体 学 中 的 相当 一 部 分 应 用 驶 是 先 考虑 一 些 简 单 的 群 H, BAR H > üt 
增加 一 些 适 当 的 操作 找 出 它们 的 母 群 ， 用 这 种 方式 由 简单 的 群 构成 复杂 的 群 。 群 - 子 群 
关系 相 推 导 蝇 体 学 点 群 (第 四 章 ), 空 间 群 (第 七 章 》)、 彩 色 群 (第 十 一 章 ) 以 及 相 变 研究 (第 
T 8) 中 部 很 重要 。 在 $8-8 骨 详细 讨论 空间 群 的 母子 群 关 系 ， 


3-3-2 SG 展开 成 其 子 群 HM 
设 群 G ok PE H 的 阶 为 +, 含有 下 列 7 个 互 不 相同 的 元 素 : 
H — IA 5,7. Ae} (3-26) 
Ir! b 是 G m) —À^ ETT H 的 元 素 , 则 元 素 bhis bh. bh, 的 集 台 叫做 子 群 H 的 
一 个 去 陪 梨 ,可 简写 为 5 和 于， 类 似 地 可 有 右 陪 集 Hb = Ié, hb, t, KA, RRR, 
H 的 右 陪 集 与 无 陪 储 是 两 种 不 同 的 集合 。 当然 在 某 些 条 件 下 它们 也 可 是 癌 一 集合 . 
在 交代 了 陪 集 的 含意 之 后 , 我 们 现在 将 群 G 展开 成 其 子 群 H 的 陪 集 (比如 说 ， 左 陪 
Si, dE b ER G 中 不 属于 二 的 某 一 元 素 , 作 左 陪 集 
bH = {bhs bby bahe} (3-27) 
3 (3-27) me CX thu: ET Hië, ERR G 还 有 不 属于 式 G-26) 


- 5B e 


与 (3-27) 的 元 素 , 任 选 其 中 之 一 记 为 b, 再 作 陪 集 

bH = ib, 555.55] (3-28) 
Ju akak K H == G 中 再 无 剩余 元 素 为 止 。 于 是 群 G 中 的 全 神 元 素 被 展开 成 子粒 H 
及 其 陪 集 如 下 (其 中 及 等 于 单位 元 1): 

G = HUGBHUPRNHU---Ub&H (3-29a) 
= b, H + 5,H + b,H + ... + bH 

AUDUAES E JUT Er E 6 BU 35 kipka PRERE he 
RB än Ten UTS SX. AP 

bH = hs hste’ Ë, 

b,H = bihis bh. bh, 


bH = bihis bh. bi, (3-295) 


o, H 一 bh, bias bh, 


这 样 , 群 G BEES Y Ti HAERE. 显然 式 (3-29) 含有 sr 个 元 素 ， 其 中 ”是 子 群 
玉 的 阶 , 展 开 中 所 含 陪 集 的 数目 s PIECE RE HER G 中 的 指数 ， 

显然 , 式 (3-29) 中 的 各 元 素 都 属于 群 G, 而 且 可 证 明 它 们 是 互 不 相同 的 。 为 焉 明 式 
(3-29) 中 各 元 素 互 不 相同 ,我们 需 证 明 两 点 : 

(1) 同一 陪 售 内 的 元 素 是 互 不 相同 的 ; HEH E bah; 一 bahi WAI bn n 
H h = 加， 这 意味 着 子 群 H 中 互 不 相同 的 两 元 素 如 与 h MAF, TRAR, 

(2) 不 同 陪 集 内 的 元 素 互 不 相同 : 也 用 反 证 法 ， 设 后 面 某 一 陪 集 hH 中 的 某 一 元 
来 b, 等 于 前 面 其 一 陪 集 baH dng bh behi = bahi GR h's HES 
hh, ETH 肆 中 的 某 一 个 元 素 ( 群 中 必 合 有 逆 元 且 群 具有 封 闵 性 疙 这 就 说 明 和 一 
bh, EE Bs 于 中 的 一 个 元 素 。 但 我 们 在 媒 开 成 陪 集 时 每 个 新 陪 集 的 代 认 元素 b, AB 
t G 中 不 属于 已 有 陪 集 的 元 素 ,这 一 矛盾 说 明 不 可 能 有 

bh; = buhi; 

既然 G 内 的 全 部 元 素 都 在 式 《3-29) 内 ， 式 G-29) 内 的 元 罕 义 都 属于 G 且 互 不 相 
J, HZ X (3-29) 就 怡 是 群 G 的 全 部 元 素 的 表 ， 因 此 , 群 G 的 阶 是 9 = Ar, 

这 样 我 们 就 证 明了 下 列 定 理 ; 
往 格 朗 日 《Lagrange) 定理 ( 陪 集 展开 定理 ): 

2t G 的 阶 q 必 为 其 于 群 HOP r 的 整数 倍 。 或 者 说 ， 于 群 五 的 阶 7 是 群 G 的 阶 
4 的 因子 。 商 glr =s RUFE H EG 中 的 指数 ， 

Td 3] 8) T: o 

(1) 乘法 表 3-2 描述 的 群 可 展开 成 子 群 11, 一 1} 的 陪 集 如 下 ; {1， 一 1} 和 V 一 1 
lalt = (/—1, a UL, 

(2) REZ 3-5 描述 的 群 G 含有 一 个 3 阶 子 群 H,=11, 3+, 3), G 可 展开 成 这 
3 阶 子 群 的 堪 陪 集 如 下 : 

H. se {1, 33,37), m H, = {ms ma m} 
这 群 还 可 展开 成 它 的 2 阶 子 群 H, = (1, m) SEE: 
Hi—il,m), 3H, = (3*, mj, 3 H, = {3 mai 


读 才 可 以 很 容易 地 验证 :在 3-3-1 节 中 所 举 的 子 群 的 例子 全 部 遵从 Lagrange 定理 . 
我 们 称 陪 集 bH — {bhs bh, oo b] 中 的 为 该 陪 集 的 代表 元 ， 其 实 , 隘 集 bH 
中 的 任 一 元 bh; 痢 可 作为 这 陪 集 的 代表 元 , 即 
(hA H = oH 
xx El oe H. Qin, SAR 3m 对 其 子 群 M = {1, 3+, 37) 展开 成 陪 梨 时 ， 藻 从 “mi 
VG maj Bip HJ 写成 m H, = Imi, mi, mii | Ue Uni "n, may 的 形式 :也 a] 23 5x. 
m, EI, = [m,,m3*,3,3 F = (m, Mi, mii 
的 形式 ,还 可 写成 
mH, = Tom, mäi, m3 = Im Mia m} 
的 形式 , 即 mH, = (m3* 2 H, = (m3 ) 吾 ,这 一 命题 可 以 一 般 地 证 明 如 下 : 
br, GH 包含 有 ?个 也 不 相同 的 元 ; 另 一 方面 , 这 些 元 都 属于 陪 集 AN, 68 
An (5h); = BC Abr, DT HESS Abee H, i (bh e bH. 
由 此 不 难 证 骨 , 在 给 定 了 群 G 及 其 子 群 H gn. 虽然 把 如 对 H 3 p ph SE Ru ut te 
中 ,每 : 沙 选 什么 元 作为 陪 集 的 代表 元 有 很 大 的 任意 性 :但 最 后 得 到 的 “个 陪 集 孝 是 唯一 
dy. 


3-3-3 A TB 

ig G 有 一 个 + 阶 子 群 

H = (h(=1), hs, h} 
RIIIE G 中 的 某 一 元 素 a 把 整个 子 群 变换 成 另 一 个 集合 
aHa = [aha ^, aha !,--- aha t) 
显然 这 集合 内 的 元 素 都 基 和 群 G 的 元 素 (aHa !C G). 容易 证 明 ， 这 一 集合 也 是 G ñ= 
个 于 群 。 按 3-3~1 节 ，, 只 需 验 证 这 一 集合 具有 封闭 竹 , Bi 
(ah;a !)(ah;a 15 = a(h;b;)a ' 

J H SER, &é 也 是 Hm Gë, W aha WETEA aHa om 
未。 由 于 子 集合 aHa 具有 封闭 性 ， 所 以 它 就 是 G 的 一 个 子 群 。 我 们 称 aHa ”为 与 
H LRT RZA HAET. 

im 3823 3-5 描述 的 群 G 中 的 三 个 2 阶 子 群 H, —= 11, m), A = 1l. mjs 
H =!1, m} ABW. 比如 说 ，3+[091] 把 H, 变换 成 Hh: 

(3:[001]) (m) (37[001]) = m, 

3-0001] H, 变换 成 Ho mW Hir H: SS, ARTARAK 3-5 村 此 
SEI CEET WEE EE E 

E , an CE OERS DAAA EI AARRE (如 点 群 3m 中 的 
=L dR pk 1209 的 镜面 mi m, 与 mu, LES 2-2), 市 且 该 客体 的 对 称 操作 群 G pre 
全 这 些 过 称 元 素 相 五 重合 的 对 称 操作 《如 点 群 3m 中 的 3*[001] $1 371001]), ANE Ae 
这 毕 对 称 元 素 互相 上 革 谋 。 注 意 ，“ 对 称 元 素 " 是 对 称 操作 据 隐 进行 的 斤 何 元 素 , E 
( 寺 称 中 心 ) 等 ， 而 不 是 对 称 群 的 元 素 。 对 称 群 的 群 元 是 对 称 操作 ， 如 《37[001],，000)， 
(3-[001], 000) 等 等 . 按 3-2-1 节 中 关于 共 轿 操作 的 定理 ; 这 几 个 共 辑 对 称 抑 素 的 对 称 
摊 作 了 群 (如 上 和 例 中 的 子 群 H, R, 和 H) 就 是 G PERIIT B. 


7 s A 


ZG mW DI EER EAM ZERRE. mpg H. H, o3 
H, — TEC IET sa EN EE. IH dE ERU (6 ek. PE T EBE BU E i T EE 
组 个 本 能 有 公共 的 子 群 ，。 


3-3-4 不 变 子 群 


HL G 中 的 任 一 元 素 a 都 把 G 的 其 一 子 群 H 变换 成 H EE, EI 
aFfa^ = H (3-30a) 
MIP EE H SE ST BE, sk AS ET REIS REIETO T RE. 
由 村 式 《3-30a) 与 下 式 等 价 , 即 
aH — Ha (3-30b) 
Cx (3-30b) 等 号 两 边 分 别 是 子 群 H BE SORGE: 
aH = ab, ahe, ah 
Ha = ha, kape, ha 
WA P FE: 
H > G 的 不 变 子 群 的 充 归 条 件 是 其 对 G 中 任何 元 素 a 的 左 陪 集 与 右 障 集 相等， 
当然 式 《3-30b) 中 的 等 号 只 意味 若 这 两 个 陪 集 内 含有 的 元 素 一 祥 , 但 元 素 的 次 序 可 
JA, WR AF H SS, (3-30b》 并 不 意 昧 着 交换 律 成 立 . 
X. 每 一 指数 为 2 的 于 群 者 是 不 变 了 于 群 。 因为; 妆 子 群 五 的 指数 为 2 时 , # G 对 子 
赋 的 左 , 右 障 集 展开 分 别 为 
G = Hua H 
di G = HU Ha 
流 然 两 种 展开 中 如 是 公共 的 , 式 〈3-30b) 就 必然 成 立 , 故 如 是 不 变 子 群 ， 
BISRUER 1-5 NEAL SW m OTR | 
= fi, mur, H, = ll, ph, H; = {1, m} 
者 人 是 不 变 子 群 ， "di H, —11,3*,37] 是 不 变 子 群 。 BEARER 3-5 验证 , TB 
AH H: a E Ap BEDE, 因为 这 5656 阶 群 的 任 一 对 称 操作 都 把 子 群 Ff, BD ERE E (3 次 
Dréi ai 变换 成 该 对 称 元 率 自 己 。 此 外 ， 豆 , 在 这 6 阶 群 中 的 指数 为 2， 四 本 节 刚 才 所 述 
到 至 ,当然 是 不 变 于 群 ， 
不 难 证 明 , 不 变 子 群 还 可 定义 为 当 群 G BJ T H 完全 由 G oni 
1j, H SUEOSUR TÉ. 


3-3-5 TB 


二 不 要 子 群 相 联系 的 一 个 重要 而 有 用 的 特性 可 表述 成 下 列 定理 ; JEE G 展开 成 其 
TE 如 的 隧 集 , 这 些 陪 集 的 集合 构成 一 个 群 的 序 要 条 件 是 H a G 的 不 变 子 群 
先 证明 充分 条 件 部 分 。 Hi 


H = [h(7-1), hs: Ai (3-26) 
iE G aet TER G 展开 成 H BJ E S 
G = ^HUPRHUSHU---U£P&H (3-289) 


BUPER bH 与 LH GE (LH) H) 为 陪 集 BH 中 的 r 20313 


e b] = 


KS & H 中 的 了 个 元 的 乘积 的 集 台 。 表 面 上 看 来 似乎 应 得 到 个 光 的 集合 。 但 由 二 
H Be A< T Pe Bi! 
b H 一 Hbi 
我 们 可 以 证 明 这 个 磁 积 中 大 部 分 是 重复 的 , 互 不 相同 的 恰 为 上 个， 它们 构成 一 个 含有 
Jú Có;jbi) DIR (255) H: | 
(b: H i H) 28 BC H5 H x bb; H) H 
(bb HH = (bb H (3-31) 
现 举 例 说 明 如 下 :; 设 群 G ARER 3-5 BURGAE im, 群 G 对 其 子 群 H i= l, m) 
UT REA AS 
G = H, U 3H, U VH, 
BP 
fim) = ll, eh U Í3t, m U (37 ma) 
陪 集 SA 与 37H, 的 乘积 是 
(3* H,)X3 HO == (14, m.m, 37] 
由 4 个 元 组 成 ,不 是 一 个 陪 集 ， 
BERAR 3m 按 其 不 变 于 群 H,—11,3*,37 ERRA.: l3m1—= H.U m H.= 
(1, 3*, 3:3 Uim, ma» mis 则 容易 证 明 ; 
(HOCH 一 H. | 
CH) mH.) = mH, 
(mH CH — mH, 
(m H.X m, H,) = H. 


即 任 二 说 集 的 乘积 由 三 个 元 组 成 ,也 恰 为 某 一 个 陪 集 . 
以 于 证 明了 土 闭 性 。 其 次 证 明 陪 集 H — bH (b = 单位 元 1) E S Ar BU TETTE: 


(3-32Y 


(b HDH = b (HH) = bH | (3-33) 
H(b,H)> —(Hb5)H = (b H)H = 5H S 
再 次 让 明 含有 A: REI AH 起 着 陪 集 AH äi Pi: 
(OHG H) 一 (她 CE) 一 H fad 
HNA H) = (bb CHH) = H 


最 同 , 隘 集 的 乘法 运算 遵从 结合 律 。 由 式 《3-31) 8: 
[CRH H) H) = [((5;b)H1)(b, H)= UC5;5)5,] FF 
= [bhb l H = CHIC kib) H] 
= (bh ADH K H) (3-5) 
至 此 已 证 明 群 G 的 障 集 的 集合 式 (3-29) E TEEERUSE Bun E. CES HS SE Su ELS 
EXE E WE GENEE A E E. 
in, ERARE 3m 对 不 变 子 群 H, 展开 所 得 两 个 陪 集 H.,= 41,3*.,3 y a om H. = 
{mis mas mij 梅 成 一 个 群 ， 由 式 (3-2) "pu, H. 起 看 单位 元 的 作用 ， m,H, B GCSE 
eH, Sc. G-32) ERER E XXE e GEET UR 3711, 
以 下 证 明 本 定理 的 必要 条 件 部 分 ， 


^ DA ° 


SS = | 
Es H x m H, 
e N | 
m H, H, | "H, m 
» mk x u 


没 群 GG 展开 成 其 子 群 如 的 陪 集 《3-29)， 陪 集 的 集合 构成 群 , 则 任 选 二 陪 集 P.H 与 
下 :五 ， 其 积 应 为 一 陪 集 : 
(5H X5; H) = bH 
但 因 Bb; € CE]HOCA;! H) 一 关于， 而 bé" 等 于 单位 元 1, 可 见 陪 集 5, H 内 含有 单位 
Ju l; BERE b METH H, IN 
(EDn H) = H 
2 
(b; Hb; DH = H 
等 式 左边 表示 两 个 集合 SSH; 与 H 中 的 元 素 的 乘积 的 棠 合 ,上 式 说 明 ， 这 一 集合 就 是 
ËJ r 个 元 的 子 群 H. 注意 集合 好 含有 单位 元 l 故 集合 LH 是 等 式 左 边 的 集合 
的 一 部 分 ,因而 属于 子 群 H; 但 集合 LH! 又 含有 了 个 互 不 相间 的 元 ,因此 有 
b Hi = H 
由 于 b€ G 是 任 取 的 ,这 式 子 说 明 H EH G 的 不 变 子 群 ， 
现在 我 们 可 以 了 解 ， 为 秆 么 点 群 3m 对 其 子 群 H,— (1, m) 展开 所 得 的 三 个 夏 集 
H,, 3* H, 和 和 3 H, 的 集合 不 能 构成 群 。 这 是 因为 子 群 H, = (t, m] 不 是 点 群 3 的 
不 变 子 群 。 同 理 ， 点 和 群 io 对 其 子 群 三 il, ol 或 M e (l,m) 展开 所 得 陪 集 的 
SE Or LAS BETA EK PE ` 
全 此 定理 已 证 毕 .。 # G nSRESERSBEBURREROS G 对 其 不 变 子 群 五 的 商 群 ,或 称 为 H 
在 G 中 的 因子 群 :用 符号 G/H Xm. 


3-3-6 Bb 


两 个 或 多 个 群 ,其 元 素 的 具体 含意 不 间 , 但 却 可 能 具有 同样 的 形式 .其 群 G 与 G' 同 
阶 , G 中 的 任 一 元 e Wis G 中 的 某 唯一 的 元 g; 对 应 ，G 中 的 乘积 gue 5G 中 的 乘积 
gg 对应,; 则 称 群 G 与 G' 局 梅 。 换 句 话 说 , 若 两 个 同 阶 的 群 有 局 一 种 乘法 表 , 则 称 这 两 
个 群 同 构 。 

例如 ,乘法 表 3-7 ER 3-10 描述 四 个 二 阶 群 ,每 个 群 中 元 素 的 具体 意义 完全 不 同 ,但 
这 四 个 乘法 表 却 一 样 , 故 它们 互相 同 构 ，。 

Lin RER 3-2 AR 3-4 描述 的 三 个 4 阶 群 也 同 构 。 

但 这 并 不 意味 着 任意 两 个 同 阶 的 群 都 同 构 。 例 如 弱 法 表 3-1 描述 的 4 阶 群 就 不 与 上 
XR EXER 3-2 至 表 3-4 描述 的 三 个 4 阶 群 间 构 ， 

下 面 再 介绍 周 态 即 广 义 同 构 的 概念 。 

AE G = {83 doin) TEE G = (gas ga 


By ge) 两 痢 之 间 存 在 着 下 列 对 应 天 系 : 
£u Puya saq gu 对 应 于 Ei: 
gns En "ts e 对 应 于 LCE 


AT Ea» t^s [m 对 应 于 Esa 
HR ge ga WM s. 
我 们 就 称 G' 与 G 是 同 态 群 ,证 成 G' ~ G. 若 把 G 写成 


G = {gis 8s n ENEE 8 
did r 个 re 
ML G 55 G' mp, 
[c] Br BU [E S EF OL Solo, 


现在 我 们 研究 群 G 与 其 商 群 G/H 的 结构 之 闻 的 关系 。 这 两 个 群 可 比较 如 下 : 
Sp Z _  _ EN _ 


一 :一 


hi —1), hy, A H 

bh, bh, $ `. bh, b, H 

bihi, Dh, s bih, b; FI 

bi, bh s "ns bh, ' 5 H 
(bi 一 h = 1) 


可 见 群 G rur ; ail ARER? suu FEE G/H 中 一 个 元 bH; Æ bb 处 于 
BG HI 第 k AIA, UE: G 中 第 i 列 的 à 个 元 bihis buy er. bib, 与 第 j BT 个 元 
Bihis Biast ** , bih, Hg Eus ZS k Silo 了 个 元 dm KIT H "s b. hs, , 与 群 G/H 中 的 
元 &H 对应。 这 是 7 比 1 的 对 应 关系 ， 因 此 , 群 GG 与 其 商 群 G/H 同 态 ， 

例如 , EL 对 其 不 变 子 群 H, = il, 3 37) RIRE (H., mH MRE 3m 
Ag C LVELIRIRIRUA QE» 见 表 3-5 与 表 3-11, 


$3-4 乘积 SEU" 


若 己 知 若干 较 简 单 的 对 称 操作 群 ,在 一 定 条 件 下 , 可 四 它们 得 到 一 些 较 复杂 的 群 ， 使 
较 简 单 的 伴 是 较 复 杂 的 群 的 子 群 ,而 且 较 复杂 的 群 的 共 罗 类 的 划分 , 群 的 表示 芝 特 性 往往 
a' 沁 较 简单 的 群 的 这 些 特 性 推导 出 来 、 叱 外 ,利用 弱 直 积 群 《3-4-3 厢 ) 的 概念 ;还 能 方便 
志 料 群 展开 成 其 子 群 的 陪 集 ,在 研究 相 变 的 群 - 子 群 关系 (第 十 章 ) 时 有 用 ， 


3-4-1 外 直 积 


设 商 个 对 称 操作 群 H 75 P. 
H = 11,5. hy bi (3-36) 
P-—ilpsPeciBl (3-37) 
CD 除 单 位 元 1 外 再 证 有 公共 元 。 


S bi * 


(2) 它们 的 元 互相 相 乘 寻 遵 从 交换 律 : 
hipi = Pihi (3-38) 
则 
(1) # 寺中 任 一 元 角 与 群情 中 任 一 元 pi; 的 乘积 的 集合 
G = {hip;} = {pih} (3-39) 
构成 一 个 群 ， 我 们 称 群 G 是 群 H 55 PER 1129 
G = HSP = P2H, GR G = H x P — P x H 
(2) 外 直 积 群 G 的 阶 9 为 H 5 P SEL Z SER: 
g = rs 
G) E H 5 P spP t: G 的 不 变 子 群 
(4) 群 G RARR, BE H 5; ele E EE 
AARE G- 集合 G = {kp 中 元 素 的 乘法 规则 可 按 下 式 归结 为 群 H 与 群 
P WRIA, Ph 
(hapi p.) — (hah (pipa) (3-40) 
为 安 证 朋 群 H 5 P Bus äipIg E G (3-39) 构成 群 , 需 逐 项 答 验 四 条 基 下 性 
Bi: 
(1) HAH: 由 式 (3-40), 集合 G 中 任意 两 元 索 be 与 he, 之 积 
hipi h p, Är (hh Y pipa) = ape) 
仿 在 集合 G IN. 
(2) 结合 律 : 由 式 (3-40) 
[Cp Cp) 105p.) = [Chis ) pip 216p) 
= Ch) ppp.) = Cap) hh) Pp)] 
= (hp Al ap h.p.) ] 
(3) 单位 元 : REH HG PASCI. 
(4) ZC Ap; HELME hp. 
焦 合 G 一 {kipi} DÉI i= 1, 2,7. s j= l, 231r F3 共有 sr 个 元 素 。 XE 
(CIS GIN) g = =, 只 需 证 明 集 台 G 中 的 各 元 素 互 不 相同 ， 
iz h pi ftf. 
i hh; Papi 
此 等 式 左边 是 群 于 的 某 个 元 ,右边 是 群 PIK, HJR H Pot: REGES 
1。 我 们 有 
br = pp; = 1 
Hii A = br pa = pi. BER kipi = hp, 成 立 的 必要 条 件 是 ei, m = j, Wu 
£ GIBR)LERANTIBIH. 
RE 五 中 的 每 一 元 5 = b 1 PERA G ri, k H E G BJ Ti, KASEH G + 
的 任何 一 个 元 hp 对 群 吾 中 的 任 一 元 素 所 进行 变换 : 
(hipi)fi(h;pi) — (hh; pipi) — hh 
每 分 的 还 是 群 H 中 其 一 元 , 故 群 ER GAETE., AE. EHR P IER G 的 不 
at. 


+ 565 + 


现在 举例 说 朋 UNE G pls 如 与 天 中 的 共 斩 类 的 巧 积 给 出 ”这 一 命题 的 

Ze. Ukat HANA 6, DRAH, RH 
KH —1, KH = (hk, h}, KE = |h, bs, ña) 
"ES Por äi, PR N i 3 CS, ED 
天 | = 1, KP = p, 

NETR ERR G = HOP ARS 6 x 2 = 12, # 3 X 2 = 6 EWR, ， 分 中 由 
KF 与 Kf 中 的 元 的 乘积 的 集合 构成 ， 也 就 是 说 ， 表 31 所 列 的 群 G = HOP 的 元 
H EE- King — 71-25 883. 


33-312 HERE G — HOP 中 共 畴 类 的 划分 


kh, ñ, bp, 
K} =Í k, hs hp: 
h, kib, 
现在 让 我 们 证 明 这 命题 。 设 群 H TOC BUR EH PP m A CR 
Zis X257 7 5 Xn. | (3-41) 
FEP PREH PAL n Erd 
OTT WWW (3-44) 


WARE G = HOP dnx PIE ge rh hh SERA BS Cr E 


Zus XiY2s ^ s Zule 


X3yis 222 Cos X2Ya 
Selz mY: 5 Zeie (3-43) 
ZZ HOH hs YR x, BRR rr: 
bix,hi! = gp (3-44) 
K EB x, Dn 都 属于 集合 (3-41)》 XPE P HO pi Y y, ERR yz: 
PPT = Me (3-45) 


这 里 六 与 ye 都 属于 洁 合 《3-42》， 则 由 式 【《3-40) 可 以 证 明 直 积 群 G = H&P 中 的 元 
ke, 将 把 zu, 变换 成 trye: 

(hbi aAA = Chr hi OPPP = xe y; (3-46) 

因此 ,~ 方面 ;着 A EE H PEAD pi ER PHEA r, ER HARR 3- 

41) mms n EE P WERE (3-42) 中 任意 元 ， 则 式 〈3-46) WES. HERE 
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G = HOP 中 任意 元 hpi HEA (3-43) 中 任意 元 x, y, 进行 变换 , 得 到 的 元 素 是 cv, 
EMTU PERTH (3-43), MEA (3-43) 由 群 G 的 完整 的 共 锋 类 组 成 。 注 意 ,至 此 并 未 
下 湖 集合 (3-13) gie RE G 的 一 个 共 罗 类 , 它 可 能 由 若干 个 共 胃 类 组 成 。 

SP, MERR G 的 集合 (3-43) 中 任意 取 两 个 元 zy, 5B Soe, GET Ox 
rs WDR J E H BJj—T H3 (3-41), 我 们 总 可 以 在 群 H 中 找到 某 一 元 hb. ILE 
WU xw， 见 式 《3-44)， 同 理 可 在 群情 中 找到 基 一 元 fi BE y 变换 成 ys. BIZ G- 
45). H G-46) 说 明 ， 我 们 总 可 以 在 直 积 群 召 中 找到 某 一 元 bp, ES cn 变换 成 
seyre {Try 5 xry 是 从 集合 (3-43) 中 任意 取 的 两 元 ;因而 集合 (3-43) 1P G 的 
一 个 江 轻 类 ,排除 了 集合 (3-43) pute GETARI RHA ERE E, 

综合 上 述 两 方面 的 结论 ， 可 知 集合 (3~43) BAERE G = HOP pj— e, 
aru (4) 得 证 ， 

现 芒 举 一 个 外 直 积 的 例子 ， 在 图 2-2 所 示 平 面 点 群 中 ， 转 线 2 次 轴 的 两 个 对 称 操作 
| 与 2 构成 一 个 群 , 记 为 121: 围绕 过 这 2 次 轴 的 一 张 镜面 m, 的 两 个 对 称 操 作 1 与 m, 也 
HJR — TRE d imja 群 12 与 群 (m.p RLiR RADR, HETER 
d p EES 

Zeg, = m, ng 
这 里 m 是 另 一 镜面 反映 操作 , 其 镜面 也 过 这 2 次 轴 , 但 与 镜面 m, 成 90° F, 风 图 2-2, ED 
EE 1 与 群 Lem, í 的 元 的 乘积 的 集合 11, Zy Mos may 构成 一 个 群 ， 这 就 是 平面 点 群 
2mm, LÆ 2-1, BÉ {21 与 群 (m,y 的 阶 各 为 2， 故 其 外 直 积 群 2mm 的 阶 为 2X 2 — 4, 
HE {2} 和 群 (m) 都 是 群 2mm DIr TS, Silo, BUG 52$H 
IIe, Gë (m,) PASARTEA, FH 1 Ge, 10 29, Dt, EUR 
PŠ 2mm NAAA R- RMR, 


3-4-2 半 直 积 


设 对 称 操作 群 H UUA (3-36)] 与 群 P CUL, (3-37)1 
(1) 涂 单 位 元 1 外 再 没有 公共 元 : 
(2) (EBE P pE p 9E MR IZ F, BE 号 是 不 变 的 ， 


pHp = H (3-47a) 
2 bh pi => bere H ` (3-47b) 
i (pij pi DC php?!) = php (5-476) 


Bi 

(1) 群生 中 性 一 元 名 与 群情 中 性 一 元 pi; 的 乘积 的 集合 GG 一 44pi) 构成 一 个 群 . 
pp G ER H 与 群 己 的 半 直 积 , 记 为 G = HAP = HOP, 注意 ,这 里 并 不 实 求 
3 P rut 如 的 元 的 变换 之 下 不 变 ; 

(2) X B EISE G RET q ER HE PAZE: 24 == r+; 

(3) RE H Sok GIBT E. 

Hi HE pi 变换 之 下 的 不 变性 ， 见 式 《3-47b) 我 们 可 规定 集合 G 一 hp) "tt 
二 元 (hp) 5 (ep) BISEZORSU S 

(h pi)( h p) = hiCpihupi ipi) ( 3-38) 


. D. * 


A php e H, RA (3-48) 等 号 右边 前 两 个 因子 之 积 在 群 H 内 :后 上 其 个 因子 的 乘积 
ER PA. DIR 
Ch;pi) PO = BaPa 
也 是 集会 G 中 的 一 个 元 ， 即 集合 G 具有 封闭 性 . 利用 式 (3-48)， mT Raa eua 
[ (hp C Bp) (Rp) = [A php DpipidC Api) 
一 bi pp X p9pee n PAP 
= hpspàp)pn'inpp 
= hp 5Gpp papa] 
= (hp IC) 
此 外 , 群 百 与 群 天 公共 的 单位 元 1 即 集合 G 中 的 单位 元 ， 集 合 G 中 任 一 元 素 hp: 
DC (pi hi ppp. XXRDUEBHAD F: 
(hippier hi pipi 1 = hil pipi 5i pop; ] 
(pipi) = (hhi (pip )—1 
显然 这 道 元 在 集合 介 内 ， 因 此 ;集合 构成 一 个 群 ， 
木 节 定 理 的 第 (2) 与 第 《3) 两 部 分 读者 可 目 行 证 明 。 
现在 举 一 个 半 直 积 的 例子 ， 在 平面 点 群 中 ， 国 绕 一 冯 3 次 轴 的 三 个 对 称 操作 0.37 
53 的 人 崇 合 构成 一 个 群 ， 记 为 Bh 围绕 通过 这 支 3 ren kam m 的 两 个 对 称 拉 
作 1 与 m BJ AS MJN EE (m, Pe {3} 与 群 (m) 除 单位 元 1 之 外 再 设 有 公共 无 ， II 
RPR (m) 的 任 一 元 都 把 群 13) 变换 成 群 13} RO: 
mii m, = 3 , mj m,73', mim =l, B] m il3 len, = (3j 
E, Pt {3} 中 的 元 与 群 (m) 中 的 元 的 乘积 的 集合 ; 即 下 列 六 个 对 称 操作 的 集合 : 1,37, 
37^, mi, 3'mi == mi, 3 m, = f, 构成 一 个 群 ， X EE ABE 3m, IÆ 2-12, 图 2-77 
与 乘法 表 (3-5). 注意, 群 (3) 中 的 元 与 群 Umi) rhBDCISSEPUPOEDA Ed. $n 3 mi 一 
fs 但 mä" = fl, [RU IE a E 3m E: RE {3} 与 点 群 im) 的 半 直 积 。 Tx, ` BIR Ez 
3m 的 阶 是 群 (33 的 阶 ( 一 3) 与 群 (m nr (— 2) Z8)3x2-—6, B # Dj ERE 
im 的 不 变 子 群 ， 注意 , 群 (m) AR 3m 的 不 变 子 群 . 
EHME G= H@P rH, H 5P REH GORETE EFFERRE G= HAP 
p, W HEEG 的 不 变 子 群 ， 这 种 由 不 变 子 群 如 引伸 出 较 大 的 群 G 的 方法 被 称 为 不 
ST? 
Gm, TE H 5 P EBE GJ TES, SRGuusWüsaEcIE. 9m 
[3m} = [3) Am.) 就 还 有 由 对 称 操作 1 与 m, 构成 的 子 群 (m 和 由 1 与 m 构 成 的 于 
uE [m]. 


3-4-3 MAR" 


如 果 税 加 的 阶 ? 是 其 子 群 
H = (1, h, hy, h,) 
的 阶 7” = FI 
P = ll, ps Potita Pal 
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的 阶 5 的 乘积 ， 即 

g = rfi (3-495 
E FE HSPN 1 外 再 没有 公共 元 ， MA G FPE R TE H 5 PARR 
Pus 


或 
I! 


G =P. H=H + pH + pH + :: + p, H (3-503) 


G—H-:.P-—P-r-nP--uLP-Tó + h P (3-50b) 

注意 ， 式 《3-50) 表示 形 如 ph G —1,2,,95 I= 1,22, r) DÉI g = r+ 个 
互 不 相间 的 元 的 集 台 构成 群 G， 同 时 形 如 Ap; m1, Äerer £= 1,2, 7,0 RJ 
9 = r; HEI CD S BEER G. WIKA IK pih = hp WERNE 
RER P. HG H. P 导致 问 一 个 集合 ;但 集合 中 群 元 的 顺序 可 能 不 同 ， 

XX P.H 或 H. P 称 为 群 P 与 群生 的 吉 直 积 ,以 区 别 于 3-4-1 种 3-4~2 5m 
讨论 的 外 直 积 和 半 直 积 ， 

为 此 先 证 明 一 个 定理 :如 了 群 G 有 两 个 子 群 HH 5P, 它们 的 公共 元 仅仅 是 单位 元 
L IU H EG THR RERS Ham Po", 

用 反 证 法 ， 设 路 集 ZH HADAS gh 与 zh (h +h) BTE P, mio Pu 
二 的 存在 性 和 圭 闭 性 知道 (oh (gh) = hh, 也 属于 群 P, 但 A 属于 群 H, d 
AX OG TEEN EE WEE 

由 上 述 定 埋 可 以 推论 : 如 果子 群 的 阶 > 与 子 群 Pop: 之 积 丛 为 母 群 外 的 阶 
24: 4 — rs, IgE G RETE 吾 展 开 所 得 每 一 个 陪 集中 食 有 且 仅 仅 含 有 群 羡 的 一 个 二 . 
这 是 显然 的 ， 因 为 在 这 种 条 件 下 刚好 有 ARR, TRE Po: 个 元 必须 分 布 在 这 个 陪 
uh. H 44 ha és P 的 元 的 个 数 又 不 能 超过 1, 就 必须 每 个 陪 集 内 恰好 含有 套 
PP 中 的 一 个 元 ,因此 有 式 《3-50a)， 同 理 可 得 式 (3-50b). 

群 召 与 己 构 成 外 直 积 ,. 半 直 积 或 弱 直 积 ,* 有 一 个 条 件 是 共同 的 , 即 群 二 与 群 H 除 单 
位 元 1 外 再 没有 公共 元 。 它们 的 区 别 在 于 ; 当 群 鼠 的 元 p. DS H 的 元 卢 的 乘积 遵从 
交换 律 (pih = hp) Bl, EP 5 H IRIA BM (G = P x H = H x P) ï 
在 群情 中 任 一 苑 p, dE AREE HRE (pHps — H) 时 , # H SE PURRE 
HAR (G 一 HAP); 当 上 述 条 件 都 不 满足 , 仅仅 群 妃 的 阶 4 是 其 子 群 如 的 阶 r ST 
oi PW: BUE (q = rs) 时 ， 群 H 与 群 己 的 乘积 就 构成 弱 直 积 (G = H - P = 
P.H»), 

用 让 积 的 概念 在 陪 集 展 开 和 在 研究 相 变 中 的 群 - 子 群 关 系 中 的 应 用 详 抑 :10-3 和 
$ 10-4, 

ORT 32 4 Bukak H pt DREAS AAR EE RARER | f ve 
il, 84-7. 

zJ 题 
LERIA in 的 乘法 表 3-5: 
(1) 用 附录 1 Br EIER PS GR; 
(2) HAR. 
1.fpülgd 4mm 的 乘法 用 ， 
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Ja 


Ch, E 


— 


D on 


C1). 证 明 点 阵 半 成 [ 式 C3- 112] 8958 x BK EE H 29 Az TR RES 


(2) fadV X Rh Efe BER SA TE roc AO zú. 


4) 乒 出 点 群 4mm 的 一 组 生成 元 和 基本 关系 式 ; 


(2) 由 这 一 组 生成 元 求 沿 群 4mm 的 全 部 登 元 ; 
(3) 由 这 一 组 基本 关系 式 推导 出 群 amm REECH 


LNNT 3 阶 持 必 为 循环 群 。 能 否 有 两 种 不 同 构 的 3 阶 样 存在 ? 
.到 出 式 〔3-15) 和 附 表 1(a) 求 出 立方 晶 系 中 绕 10 1 2] Jo mpi HERE ou ”这 一 宫 作 的 坐标 变 执 


inp. 


NIE IE 808: MAZAX — «I7 的 镜 痪 的 交 线 上 一 定 存在 着 一 文 = 次 旋转 轴 ， 用 : 


(1) BERE: 
(2) 3-2-1 节 中 的 操作 变 挽 定理 (提示 : ma 一 Amid, 这 里 “一 ail 


CARRE R 2-1 Bp91-T- 3E ii ren d Te NIA E, 
C15 按 图 3-2 DESC HE mo 的 于 群 网 .其 中 电 些 是 互相 共 统 的 子 群 ? 哪些 是 不 变 子 群 ? 


ER ee 4mm 依次 展开 成 其 真子 群 的 左 陪 和 集 与 右 陪 和 集 。 什 么 条 任 下 二 障 梨 与 右 陪 集 相同 ? 
P3) AN EE tem 控 甚 子 群 展开 成 陪 集 , 电 些 陪 集 的 集合 构 或 刘 群 ? 哪些 不 构成 群 ? 为 什么 ? 
(+) 对 点 群 3m SS LAFE., 


10. CIR rr, DI, SE, 
L1: EE G JES gs WEBB: 


(1) # q ARR, G py T T ËR; 
2) 此 9 有 因子 r; H icre, WJ GALE t T. 


12. 让 遇 只 有 两 种 4 阶 群 ,其 中 一 个 为 做 环 群 。 EN GE E 
13. EER GE 内 的 不 同 子 群 没有 公共 元 ? 为 什么 ? 是否 群 吾 的 不 同 共 狐 类 没有 公共 元 ? 为 什么 


4. 于 个 个 群 的 元 的 集合 是 否 必 为 一 于 群 ? 为 什么 ? 试 举例 说 明 ， 
3. | 个 = 维 点 群 中 哪些 阶 数 相同 ? 哪些 互相 同 构 ? 


L6. ERA G USA T BEBE BUE BLZ SE EARE GI — FEE? 若是 ， 请 证 明 ; 若 不 是 ， 请 先 


[ 


E UL, SS EUR E NK BEL SERRE LE. 

ont 4, 6, 2mm, 3m, 4mm 和 6mm 中 哪些 可 表示 成 其 十 群 的 外 直 积 ? SESS lr RE 
TO EAR? 哪些 可 表示 为 其 酚 个 子 群 的 弱 直 积 ? 为 什么 ? 请 具体 写 出 ,并 请 对 每 一 点 赂 与 出 全 可 
GE ZAARA BERRIAN, 


8.15 H RW G B G 的 公共 元 构成 的 集合 , BU H = GAG, WERA H ER GIA G 与 G, 的 相交 


R). 
$ * x W 
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第 四 章 dh WP GRE 
$41 引 ë 


在 $ 1-1 中 已 介绍 过 ,围绕 空间 中 一 点 进行 的 对 称 操作 , 即 在 操作 过 程 中 至 少 有 一 个 
点 不 移动 的 对 称 操 作 , 我 们 称 之 为 点 对 称 操 作 . 对 称 操 作 据 以 进行 的 几何 元 素 , 如 旋转 轴 ， 
镜面 或 例 反 中 心 等 ,为 对 称 元 素 。 在 §$1-2 中 我 们 指出 了 点 对 称 操作 可 以 分 成 两 大 类 : 8 
Kos o 和 厘 此 旋转 天 或 i。 后 省 是 旋转 与 倒 反 组 成 的 复合 操作 (旋转 和 俏皮 7 n, 在 Schoe- 
nflies 方法 中 它 也 可 表示 为 旋转 与 镜面 反映 组 成 的 复合 操作 《旋转 反映 》x5。)， 在 $1- 
4 中 我 们 证 明了 晶体 中 只 可 能 存在 * 一 1, 2, 3, 4 和 #6 HU e E SEURU I ab, IX. 晶体 中 
点 对 称 操作 的 种 类 就 是 有 限 的 了 ， 

若干 个 点 对 称 操 作 的 集合 , SEE S 3-1 所 述 群 的 四 个 基本 性 质 , 就 叫做 点 群 。 唱 
体 中 的 反对 称 操作 的 集合 如 果 满 足 群 的 四 个 基本 性 质 , 就 叫做 晶体 学 点 群 . 

在 52-1 介绍 了 十 个 平面 晶体 学 点 群 , 见 表 2-1 和 图 2-2, 平面 晶体 学 点 群 描述 的 是 
二 维 晶体 《和 它 可 入 是 表面 结 梅 ,可 以 是 三 维 晶体 在 平面 上 的 投影 , 包 可 以 是 其 它 的 平面 在 
期 图 案 ) 的 点 对 称 性 , 它 由 下 列 点 对 称 操作 组 成 :〈i) SEXEBLCTOE TE REB 1, 2. 3, 4i 
6 次 轴 的 旋转 ;〈i) 对 垂直 于 平面 晶体 的 镜 商 的 及 有 喘 。 在 第 三 章 中 我 们 已 经 按 群 的 站 个 
由 木 性 质 检验 了 平面 后 群 3m, 证 实 它 的 确 是 数学 意义 上 的 群 ， 阶 为 6， 每 个 平面 点 群 由 
山 些 对 称 操 作 组 成 ， 也 已 列 人 人 表 2-1, 又 如 附录 2, 读者 可 所 此 验证 它们 的 确 荐 数学 意义 
上 的 群 . 表 2-1 和 附录 2 在 列举 每 个 平面 点 群 的 对 称 操作 时 ,已 将 这 些 对 称 操作 校 共 略 类 
好 分 了, 例如 , 点 群 6 mm 的 对 称 操作 在 表 2-1 中 表示 为 ” 1， 27 6, 27-3, 2, wd DEE 
Tmn. RETE: 点 群 6mm 的 对 称 探 作 分 成 6 4 2ES6 38, pt HEBR DIS RI AE ED ER E 1, 
Zen e lr 6* 6 —6 im, I IESPGSHRIE 3* 55 37 = 3' HER, EB UU 
Ic Kg SE RUJRE O — 2, Ste ECH tt E 120? 的 铅 垂 镜面 的 反映 ( 即 mE210], 
^[1201, m[1101) 组 成 ,第 六 个 共 统 类 则 由 对 另外 三 张 豆 成 120 GIN fa +ë IHIBS 52 BE CB 
m[100], m[110], m[0101) 组 成 ， 这 三 张 镜面 平分 前 三 张 错 面 之 间 的 夹 角 。 读者 试 按 
W 3-2-3 节 所 学 知识 验证 表 2-1 所 列 十 个 平面 点 群 的 对 称 操作 按 共 孝 类 的 划分 , 

这 十 个 平面 点 群 中 某 些 较 高 春 的 群 如 以 表示 成 两 个 较 低 阶 的 群 的 乘积 (外 直 秩 , 记 汶 
D XxX REAR, GAOR A) än, AEE 2mm = Uim]. $m 一 1 下 到 4 ， 
ámm — i14 im), 6mm — (6H 9iml. 以 上 表示 式 等 号 右边 的 (OP Gt, 061, 06) aal 
ERSE 2, 3, 4, 6 次 转轴 的 旋转 操作 组 成 的 点 群 ， 等 号 右边 的 《im 都 表示 由 1 :5 m PN 
个 对 称 操作 给 成 的 点 群 ， 这 里 的 反映 操作 克 所 以 进行 的 镜面 都 平行 于 相应 的 2，3, 4 或 
6 次 旋转 轴 , 或 者 说 镜面 的 法 线 方向 ( 即 倒 反 轴 2 的 方向 ) 垂直 于 相应 的 2, 3, 4 或 6 次 旋 
法 轴 ， 这 就 是 说 ， 点 群 既 可 以 是 围绕 一 个 对 称 元 毒 的 对 称 操作 的 集合 , 例如 平面 点 群 1, 
2,3,4, 6 和 和 :了 世 可 以 是 坪 绕 若干 个 交 于 一 点 的 对 称 元 素 的 对 称 操作 的 集合 , 例如 平面 
N IE 2mm. 3m, imm TU 6mm, 


a 7) = 


这 桩 ,我 们 可 以 很 容易 地 想象 ,晶体 学 点 群 绝 不 只 十 个 平面 点 群 。 因 为 ,比如 说 ,6 次 
罪 可 与 6 支 与 之 垂直 的 2 次 负 组 合 ， 围 绕 这 些 交 于 一 点 的 若干 支 轴 的 对 称 操作 的 集合 网 
和 起 一 个 肿 体 学 点 群 。2, 3, 4 次 轴 也 分 别 可 以 与 若干 支 王 直 于 它们 的 2 次 轴 组 合 ; 另 一 
方 疝 ,我 们 还 可 以 把 其 中 一 些 轴 的 咸 倒 反 轴 * 或 向 组 合 在 一 起 的 若干 文 轩 的 交 所 加 上 对 称 
中 心 ,这样 部 可 以 得 到 新 的 晶体 学 点 群 。 当 然 , 轴 与 铀 也 不 能 任意 组 人 台 ， 在 3$4-: KU] SN 
和 研究 旋转 轴 组 台 应 遵从 的 规律 ,并 进而 推导 出 所 有 可 能 的 组 台 ， 这 样 就 得 出 了 11 个 纯 
引 转 品 体 学 点 群 ， 以 此 为 基础 在 $4-3 我 们 再 用 群 论 推导 出 可 能 的 21 个 非 纯 旋转 点 群 . 
A Laue 类 .晶体 学 点 群 的 乘法 天 、 唱 体 学 点 群 的 母子 群 闫 系 ， 并 介绍 央 际 

i KS A SUIT ES RE PA PE P. 

研究 点 群 的 重要 意义 如 下 。 首 先 ， 品 体 可 按 点 群 分 类 ， 在 历史 上 对 品 体 的 研究 开始 
于 研究 其 外 形 。 按 天 然 晶 体 的 外 表面 的 靶 线 方向 ,可 将 所 有 的 晶体 分 成 32 个 唱 类 ， 这 一 
结论 大 约 于 1830 年 即 已 确立 。 后 采 知 道 , 每 一 个 量 类 答对 应 于 32 og P .68 
条 中 不 但 具有 点 对 称 操 作 , 还 具有 平移 对 称 操作 以 及 这 丙种 操作 组 成 的 复合 对 称 操作 ,如 
舟 放 许 转 和 福 移 反映 晶体 的 所 有 这 些 空间 对 称 操 作 的 集 人 台 也 构成 群 ， 称 为 空间 群 . 在 
第 二 章 我 们 将 要 证 明 , 每 一 个 空间 群 总 要 与 32 个 点 群 之 一 同 态 , 而 与 一 个 点 群 同 态 的 空 
问 样 往往 不 正 一 个 。 我 们 可 在 点 群 的 基础 上 , 按 群 论据 示 的 规律 ,适当 地 往 点 群 的 对 称 操 
作 添 加 平移 分 量 ， 并 适当 地 添加 一 些 平移 对 称 操 作 ， 从 而 推导 出 230 种 空间 群 。 也 就 是 
旗 , 点 群 是 研究 空间 群 的 基础 ， 最 后 , 在 固体 科学 的 许多 领域 里 , 只 需要 娄 道 空间 群 的 后 
群 就 够 了 。， 除 上 述 晶体 的 天 然 外 形 之 外 ,还 有 晶体 的 绝 天 多 数 物理 性 能 的 对 称 性 , 仅 决 定 
TARO FLERE, 
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HARTU DRRR, BARTER ARRE, LEWIS S EN EE 
关系 ;第 二 类 则 相反 。 只 包含 第 一 类 点 对 称 操作 ( 即 纯 旋 转 操 作 ) 的 点 群 叫 第 一 类 反 群 (或 
纯 旋 转 点 群 ); 除 第 一 类 点 对 称 操作 外 ,还 含有 第 二 类 点 对 称 操作 ( 即 非 纯 旋 园 操作 2) By 
圩 称 为 第 二 类 点 群 (或 非 纯 旋转 点 群 )，$ 2-1 所 述 1,2, 3, 4 和 6 Sn E Set hg 转 轴 
HJ EUST ER TET EX. ET EEBLIE S gt , IU m, Zmm, 3m, 4mm HI 6mm HI 8 P 
ZARR GIRRES, e aR TIS — # ys ge CG, 


4-2-1 Euler 作 轩 法 

设 有 网 个 交 于 0 点 的 旋转 轴 OA OB, 相应 的 旋转 操作 分 别 是 A, (58 O À fist a 
f) 与 BC OB 轴 转 请 和 角 )。 这 一 节 里 我 们 用 Euler 作 图 法 研究 ,这 两 种 操作 的 组 合 把 
以 口 点 为 球 心 的 妹 面 千 的 一 点 移 至 何 处 。 

为 醋 究 这 一 移动 的 Euler 作 图 法 示 于 图 4-1。 图 中 每 一 点 都 是 球面 上 的 点 , 代表 一 
个 方向 ;图 由 的 线 AM. AM 等 等 都 是 过 球 心 的 平面 与 球面 的 交 线 , 线 AB 代表 转 畦 Q A 
- OB ARTH, E AM 55 AM 对 称 配置 在 AB 的 两 侧 , BN 与 BN 也 是 对 称 地 配音 
4 AB HOP, DP, 操作 4 把 C 移 至 C', 而 操作 Bs 则 把 5 lest &EGSIE 
B.A, ny A o ein C SEE — Hed. 
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BI 4-1 Euler "RS 图 4-2 FBADA A BC 
构 破 的 球面 三 角形 

为 求 得 绕 C 轴 的 旋转 角 , 我 们 考虑 复合 操作 Bs4d。 把 4 点 移 至 何 处 ， 首 先 , 在 A. 
PU Dt Ai: SE, Bs 操作 把 4 点 移 至 4 点 。 MES ARIS AE ABC ` 
ABC, 由 于 ABC RT 8/2, 就 有 ZA BC = 8/2, X AB— AB, 所 以 八 ABC = 
AA BC, 因而 Z AGB = ZACB, "däi? AS C 轴 的 操作 把 4 移 至 HE, LER C S 
的 旋转 篇 为 7 了 王 2ZACB, 因此 我 们 有 

Bs' d. C, (4- La) 
旋转 井 作 A. Bau C, 的 旋转 方向 在 图 4-1 rho BUB Sri o, 8 XY 和约 篇 头 表 示 ， 

EA (4-13) SES PSU SELL A. 得 

Ce Aa = B, (4. 1h) 
EIRA B-a 则 得 

Be: G, = A, (1- 1c) 
xk (4-1a) Æ (4-1c) EB], A. B, 和 Cr Den pa TELE RHS el SS =: kh Fë E së 
HE E GE ARM T5 97 4 5925 B), 

利 州 球面 三 骨 公 式 , 可 以 找 出 4, B, CZE AZAR a, e, o A ESSE = 33 
EE a= W, p= 2V, Y= IW 之 同 的 关系 ， 风 图 4-2。 fI = fE 69 fa wç GET 
RE: 任 一 和 角 的 余弦 等 于 其 余 两 角 余 落 冬 积 的 人 久 值 加 上 此 两 角 的 正弦 及 其 夹 这 菠 人 永 弦 罗 
ZER dup anxtEN 4-2 中 的 球面 三 角形 ABC 我 们 有 


cos Hi = — cos U cos V 十 sin U sin V cos a 
hal S 
Eois cos W -F cosU cos V. E 
sin U sin V 
Aum E 


cos U + cos F cos W 
sin V sin W 


COS H T 


cos + cos W cos U 
sin W sin U 


(4-4 


COS Uv = 
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晶体 中 内 有 1,2,3, 4, 6 e e SER TR ZB EE tE 23 BU UV. W 的 值 则 为 180°. 
907, 60*, 45?, 30^, 3ETTib 4 388222 2, 3, 4, 6 ën, XE 4 3RBJER— Foe EE F, E 
B Wf 2, 3, 4, 6 KAPRET A fh t ELE C 8125 2, 3, 4, 6 ZR T- E 
的 轴 ， 这 样 总 共有 A. B.C 三 轴 的 20 种 可 能 的 组 合 (EK 4-1): 222.223, 224, 226. 
233, 234, 236, 244, 246, 266; 333, 334, 336, 344, 346, 366; 444, 446, 466; 666 {三 个 
数字 依次 表示 A, B, CZAAR. 每 种 组 合 下 的 吕 ,V, W EECH, carye 
Eat (4-2) 至 (4-4) 等 号 厂 边 的 值 。 在 大 多 数 情 帝 下 ,其 绝对 值 绽 天 于 1, RUD eo PRSE 
木 可 能 取 的 值 。 这 说 明 这 些 组 合 是 不 可 能 的 。 有 三 种 组 合 是 平庸 有 的, RU 236, 24415 335, 
nd e 二 0°*。 例 如 组 合 244 REES, Si 次 轴 转 180?, Sdt 2 ZK NB E 


表 4-1 旋转 轴 组 合 的 探讨 《参看 图 4-1 与 图 472) 
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按 式 (4-2) 计算 的 cose (8 说 H 


"c 
能 
可 能 
能 
能 


可 能 
TEER 
TEBEA 
不 可 能 
不 可 能 
可 能 但 平 南 
不 可 能 
ONT 0/32 1 不 可 能 


(2⁄2 1321 


V3>1 不 可 能 
(6 -1)/V3 > 1 + 可 能 
GE ZER | 不 可 能 
V 3 i1 ^55 REE 
3 (W 2 EU) ONE, Tou B 


21V 3-321 | 不 可 BE 


w= 0° 的 4 次 轴 ) 转 90?， 等 于 绕 同 一 4 次 轴 的 某 操作 (一 90%)， 剩 下 的 可 能 的 组 合 列 
于 起 4-2。 朋 中 还 列 出 了 按 式 (4-2): (4-4) RRRA w, uiv, 


# 4-2 旋转 轴 的 可 能 组 合 


dfe HM EET # El X m 
- n n š —— j 一 -一 -一 一. 

(Schoenflies) Si 的 轴 次 " s | A 

222 (Dj) 222 gp? 90? on: 

32(D.) 223 60" 90^ ' on: 

422 (D) 224 45° 90" TE 

622 (D,) 226 30* an: 90° 

23 (T) 2133 | 54744 70732 33744 

432 CO" i 134 35*16 54 744 45 


可 以 证 明 ,包含 有 旋转 便 反 轴 的 若干 轴 之 间 的 组 合 也 遵从 上 述 同 一 规则 ， 


4-2-3 WEAH 


闪 4-2 中 包含 有 一 支 # RERA s Ej EHR 2 次 轴 的 点 群 叫 双 面 点 群 ， 扫 十 
与 2 次 轴 相 联系 的 点 群 {2} 一 11, 21 总 是 把 点 群 (n) 变换 成 in) BC, WEZZE 
积 构 成 一 个 阶 数 为 加 的 双 面 群 D. = (8)912). 例如， 图 4-3 所 示 双 面 群 422(D.) = 
(4912) = (1, 4*[0011, 2E001], 4-[001]}@{1, 2[100]} 含有 下 列 对 称 操作 : 
1, 4* [001], 2[001], 4-[0011, 


- (4-3) 
2[100], 2L110], 21010], 2[110] 


2rT18] 


2.010) 


2C i103 


SC 100 y 
(ai (b) 


图 4-3 RER 422 (D.) WU RR 
(4) 等 效 点 系 ; (D) URTA 

3t (4-5) 中 第 一 排 即 点 群 {4} 中 各 对 称 操作 ， 第 二 排 中 4 个 操作 依次 为 点 群 {41 中 的 损 

fg 20100] RR: Cu (2[1001) = 2[1001,C4*L00135(2L 10032 — 2[ 110], €210011)* 

(2[100]) = 2[0101, (47[00110(2(100]) 一 2[110]。 读 者 可 用 图 473a BJ ra RE E 

行 验 让 ;也 可 用 附录 1 所 载 各 对 称 操作 的 变换 矩阵 对 此 进行 证 明 , 还 可 用 3-271 TARE 
变换 定理 证 明 ， 

式 (4-5) 但 昧 着 ,一 - 支 4 次 轴 4[001] 01— Le E ELTE 2 URL 21100] 组 谷 的 法 未 ， 


Oe Q 


产生 了 另外 三 支 与 4 次 轴 垂 直 的 2 28k 21110], 20010] 和 25110]， 这 些 2 次 轴 中 下 邻 
者 之 夹攻 为 T 一. 艇 的 ， 我 们 有 双 面 群 定理 : ”如 果 一 个 点 群 中 有 一 支 2 Yee E 
2[100] 与 一 支 次 旋转 轴 [001] 性 直 ， 那 来 总 共 将 有 2” 支 2 次 庭 转轴 与 x[001] E Ë, 
PHH BMW 2 次 四 的 交角 为 二 祁 . 
这 定 惠 可 用 象 图 4-3 那 翌 的 极 赤 投 影 图 证 明 ， 也 可 用 3-2-1 THE [EE SUE Z8 uERE 
如 下 : 
两 个 对 称 操 作 wx[001] 与 2[ 1001 的 乘积 
(2[001])(2[100]) 
— (2n[001]Y(25[001])(2[ 100] 
= (220001]1)(2[ 1001) £C2L 1003) (2n£ 00113 (2110015) 
= (22[001])(2[100]5(22[0011) * (4-6) 


丛 是 绕 另 一 支 2 次 灿 的 操作 ， 这 轴 是 操作 20100] 据 以 进行 的 2 次 轴 绕 ”次 轴 施 转 LT fa 
而 得 。 在 式 (4-6) 中 (2n[001]) 表示 绕 [001] 轴 旋 转 » 角 的 操作 ， 

从 操作 2[100] 出 发 , 相 些 用 zf001] 对 之 进行 变换 : (nE0011) C2 1001) (n: 
[001])75,---, HETA n 个 与 2[100] JESER 2 次 旋转 操作 ，, 它们 据 以 进行 的 2 dcin 
n LX MESE OS, Sr pk: e f&. Ma (4-6) Bog di E Q22[0011)(2L100]1)C22[001]) * H 
uo SRR AR TEE 次 旋转 操作 ， 它 们 据 以 进行 的 2 次 轴 位 于 上 述 2 DOR 
GD Dain, me 2 次 轴 互 相 重合 。 当 ”为 偶数 时 ,上 述 两 组 ” 支 2 次 轴 内 各 元 
一 半 是 另 二 烤 的 负 方 向 ,独立 的 2 次 轴 的 数目 各 为 /2. 图 4-3 示 n 一 4 的 情形 , 一 组 互 
Ce 朋 的 2 次 轴 是 2[1001 与 2[010], 另 一 组 2 次 轴 在 它们 之 间 ， 是 2[1101 与 2[110], 
EENH 222, 32 80622 中 垂直 于 主轴 的 n 3c 2 次 轴 的 分 布 见 附录 3, 


4-2-A 对称 客体 的 对 称 元 寨 系 

在 3-1-1 节 中 已 经 指出 ， 一 个 对 称 客体 的 全 部 对 称 操作 构成 一 个 群 ， 这 里 讲 济 一 个 
二 丈 客 体 的 全 部 对 称 元 素 具有 什么 特性 ， 既 然 每 一 对 称 澡 作 都 使 该 客体 复原 ， 则 必然 和 
该 客体 的 每 一 对 称 元 素 都 分 别 变换 成 与 之 间 种 类 的 对 称 元 素 , 例如 双 面 群 D。 中 ,从 一 支 
2 次 各 用 一 支 与 它 型 直 的 2 次 轴 出 发 ,我 们 可 以 肯定 ,必然 还 存在 着 一 些 2 次 轴 , E i iB 
对 于 # 次 轴 对 称 地 配置 着 , 当 我 们 绕 n 次 轴 旋 转 = 和 的 整数 倍 时 、 这 一 组 2 次 轴 的 集合 
天 恋 ， 这 和 性 一 些 通过 对 称 操 作 可 以 互相 重合 的 同 种 类 的 对 称 元 素 称 为 共 斩 对 称 元 素 ， 它 
门 令 在 一 起 称 为 其 箔 对 称 元 素 组 。 在 84-1 中 已 指出 ,围绕 鞭 一 对 称 元 素 的 对 称 操作 构成 
_ 个 群 , 昆 该 客体 的 对 称 群 中 的 一 个 子 群 ， 显 然 ,与 各 共 斩 元 素 相 联系 的 子 群 是 相互 共 恩 
am o 属于 同一 其 斩 类 的 对 称 操作 ， 总 是 从 这 些 共 辆 子 群 中 抽出 来 的 。 Pika, Eje 
422(D,) 双 激 群 由 的 两 支 2 vi 211001 与 2[010] 是 共 绒 对 称 元 素 , 与 它们 柱 联 系 的 子 群 
11, 2010011 和 11,2[010]} 是 互相 共 罗 的 子 群 , 从 它们 中 抽出 来 的 两 个 对 称 操作 21100] 


a JE oa 
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与 2[010] ARTE, 上 述 缚 论 对 另外 两 才 2 次 轴 2[110] 和 [li0] 也 成 立 。 B 
2[100] 与 2[1101 不 是 互相 共 辊 的 ?2 次 胃 ， 因 为 点 群 422€ D) PCR PL Tp SL ERSTE RE E 
HEHE. 

一 个 对 称 客体 中 的 全 部 对 称 元 素 一 定 构成 一 个 完整 的 对 称 元 素 系 ， 这 对 称 : 志 泰 系 本 
导 止 是 一 个 结构 完整 的 体系 . 若 群 G 是 其 子 群 H 5 PERRE m H s; P ¿y s] er 
JC AE Ey 与 Bp 的 对 称 群 , 则 群 G 中 的 全 部 对 称 元 蓄 部 可 以 由 上 9 与 8p 2H Or s RITER 
sp 与 ep 为 群 G 中 的 两 个 生成 对 称 元 素 。 例如 双 面 群 D. 中 的 # 次 轴 及 和 仔 何 一 文 与 它 
£ Br B 2 次 轴 就 是 D. 的 两 生成 对 称 元 未 ， 


用 绕 生 成 对 称 元 素 的 基本 操作 ,例如 围绕 上 述 a 次 轴 旋 转 e MURE, RAER 


HERRIE, (rr El SIE HRR H S iy RRE pR RERI TULER 
TERR EERE (3-213 33). 

总 之 ,对称 元 素 系 决 处 是 对 称 元 索 的 任意 的 组 合 , 而 是 一 个 受 群 论 的 规律 制约 有 的 元 整 
4-2-5 UHAR 

A 4-2 A, B, C =#hBJ 233 HAAR du Bd 4-4(b). Hp T AE B 38 8 32 w- 
54°44 , B 3 C MIELE TB s= 70732, A 与 C 轴 的 夹 前 e = 54 44, B A, B. C — sh 
忱 但 别 平行 于 立方 体 的 侧 边 和 两 体 对 角 线 ， 与 4 朝 相 联系 的 2 阶 点 群 {14} = ll. 4. 
和 与 8 轴 相 联系 的 3 阶 点 群 (B) (1, Buss Bona] 不 浇 足 组 成 乘积 群 所 要 求 的 条 注 ， 


图 -4 四 而 体 群 23tT) 的 极 赤 投影 
(a) FRAR: O) XL EUR 


LE Ani ,操作 A, TR Ee (EE (B) 变换 成 (B) 自己 ; 操作 Buns DD 也 术 能 做 群 +A; E 
HR (ÀY 自己 ,而 把 14} 分 别 变 痪 成 了 群 Q4) 0.41 (47) — il. Ai, UB. 
EZ {4} "SEE (B) 的 张 积 并 不 构成 一 个 群 , 倒 是 群 (222) = {1, Aas Aas Aa) =a 
[BV £1, Bans Ba 的 乘积 构成 一 个 群 , 因为 (8) 中 任 一 操作 都 把 群 12221 E 
CHO. 这 桩 组 成 的 寿 叫 四 面体 群 ， 记 为 23CT), 阶 数 为 12, 其 全 部 对 称 元 素 水 于 图 4- 
3b). 


表 4-2 中 另 一 种 三 铀 组合 《234) 构成 八 面 体 群 432CO0)， 阶 数 为 24， 其 对 称 元 素 系 
E EE BE E 3 

作为 本 节 的 一 个 小 结 , 我 们 把 11 个 第 一 类 ( 纯 旋 转 ) 晶 体 学 点 群 列 于 表 4-3。 表 中 还 
列 出 了 它们 的 全 部 子 群 ,其 中 指数 为 2 的 子 群 特别 用 方 框框 着 ,这 对 于 推演 第 二 类 点 群 很 
BR, 

表 4-3 中 其 第 一 类 晶体 学 点 群 G 的 于 群 的 寻找 方法 如 下 : 找 出 阶 数 是 G fir ën: 
因子 的 所有 第 一 类 晶体 学 点 群 H, 车 H pART G A, W| H E. G 的 一 
AFR Gdinm dA EE 622 的 子 群 ,其 阶 为 12， 除 显然 子 群 外 , 还 有 点 群 2，3，4，6，222 
和 32 的 阶 数 是 12 的 因子 ， 但 其 中 点 群 4 内 的 操作 AT 与 4 不 在 点 群 622 内 ， 改 点 群 : 
不 是 点 群 622 的 子 群 . 点 群 2, 3, 6。222 和 32 都 基点 群 622 的 子 群 , 其 中 点 群 6 和 32 的 
阶 部 是 6， 改 它 们 是 点 群 622 的 指数 为 2 的 子 群 在 表 4-3 中 用 方 框框 着 ， 


w 4-3 11 个 纳 族 转业 体 学 点 群 及 其 子 群 


rti 阶 T Bt 
i i 1 
2 2 D 2 
3 3 1 3 
4 à i DN 4 
6 6 1 2 ES 6 
222 4 l D 232 
32 6 í "e al 32 
422 8 1 2 DN | 222 | 422 
622 12 í z 3 n 222 EN 622 
23 12 ! 2 3 20 im | 23 
432 24 l 2 3 4 222 32 422 Di 432 
1 2 3 A4 8&8 22 32 4212 612 23 432 


H: BECA IBMCPSUSA ERO 


5 4-3” 非 纯 旋转 点 群 (531 


4-3-1 第 二 类 对 称 群 的 对 开 定 理 


首先 我 们 证 明 : 两 个 第 二 类 操作 的 莱 积 是 个 第 一 类 操作 . 如 $ 4-2 开始 部 分 研 述 ,第 
二 类 操作 的 点 操作 部 分 含有 倒 反 或 反映 ， 改 变 了 客体 的 向 措 ， 但 平移 不 会 改变 客体 的 向 
F. 因此 ， 任 意 第 了 个 第 二 类 操作 可 表 O9 (WI. w) = (W; 1, w), REWA 
Wi 分 中 表示 第 一 类 点 操作 ( 纯 旋 转 ) 和 第 二 类 点 操作 ( 非 纯 旋 转 )。 由 式 《1-8) 可 得 
(W; - 1, w(Wi +: 1, w) = (NW, —(Wiw,) + ws) 
这 里 WW! eme BRE, Wiw) 为 平移 。 可 见 两 个 第 二 类 操作 的 乘积 是 第 一 
类 操作 。 因 此 ，, 任 一 个 包 售 有 第 二 类 操作 的 群 ( 即 第 二 类 对 称 群 ) 也 包含 有 第 一 类 近 站 ， 


= jH a 


第 二 类 操作 群 申 的 全 部 第 一 类 操作 构成 一 个 群 。 因 为 ， 任 意 欺 个 第 一 类 操作 的 蒋 避 
仍 为 第 一 类 操作 《封闭 性 )，* 第 一 类 操作 的 赣 操 作 仍 为 第 一 类 操作 ( 逆 元 小， 

在 此 基础 土 就 可 以 证 明 第 二 类 对 称 群 的 对 开 定 理 ， 即 第 二 类 对 称 群 中 的 第 一 类 操 伍 
子 群 的 指数 为 2, 换 名 话说， 任何 第 二 类 对 称 群 中 第 一 类 操作 的 数目 与 第 二 类 操作 的 数 
HS, 

设 某 第 二 类 对 称 群 G 中 的 第 一 类 操作 子 烙 H Gl F 3058 E: 

H = il... (4-7) 
操作 5 £ (GN H) 为 群 G 中 任 一 第 二 类 操 作 。 这 里 GH 表示 群 G rh: Ë H z > 
弄 下 的 群 元 的 集合 ;操作 5 与 子 和 群 H URHE 

bH = ib, bh, bhas etta bh} (4-8) 
Erik pH 中 的 全 部 操作 都 是 第 二 类 操作 且 互 不 相同 .下面 我 们 证 明 陪 集 BH 内 色 含 善 群 
G 中 的 全 部 第 二 类 操作 。 设 群 G TUS TER 2S BTE c, WG R — RR 
作 , 寺 而 在 H r3 | EJ 


cb 7 B, 
CR hp e Te 
bhi'm £ 
但 Az! 与 c! 都 是 群 G 内 的 第 一 类 操作 , 故 ara 也 是 群 G 内 的 基 个 第 一 类 操作 ñ. Br2 
€ = b, 


在 陪 集 LHA., GIS, 

第 二 类 对 称 群 的 对 开 定 理 是 一 般 性 的 定理 。 它 既 适 用 于 点 群 ， 也 适用 于 空间 群 ， 百 
Hit RIEN SER (sti, 我 们 还 可 把 第 一 类 与 第 二 类 操作 的 果 念 推广 : SG 
作 滋 第 一 类 操作 得 第 一 类 操作 ,第 一 类 操作 乘 第 二 类 操作 得 第 二 类 操作 ,但 第 二 类 操 年 匀 
以 第 二 类 操作 得 第 一 类 操作 。 然 后 就 可 用 本 节 将 要 介绍 的 由 第 一 类 点 群 推导 第 二 类 点 属 
的 方 活 , 从 普通 的 群 扒 导出 黑白 群 。 进一步 推广 这 概念 ,还 可 用 来 推导 多 色 的 彩 包 群 ， 诗 
HEt, 


4-3-2 推导 非 绩 旋 转 点 群 的 原理 


把 上 一 节 的 定理 用 于 晶体 学 点 群 可 知 : 任意 一 个 非 纯 旋转 点 群 各 可 按 某 个 指数 为 
2 的 第 一 类 点 群 子 群 吾 展开 成 陪 集 
G — HUsH (4-9) 
现在 分 丙种 情况 讨论 式 (4-9): 
(1) REG & 8s EE TI， 这 了 时 可 令 这 倒 反 操 作 工 作为 式 (4-9) 中 陪 集 的 代表 元 : 
G—HUIH (4-101) 
A (4-10a) 表明 ， 任 意 一 个 包含 有 倒 反 操作 的 非 纯 旋 转 点 群 恕 ， 总 可 按 某 个 纯 埃 苇 点 群 
H EERE HUI, 
凤 之 ,由 于 点 群 {1, 1] 是 一 个 2 阶 点 群 , 它 与 任意 纯 旋 转 点 群 G 除 单位 元 1 外 再 没 
上 公共 元 , 且 它 的 元 ( 即 1 和 1) 与 点 群 G 中 的 元 的 乘积 遵从 交换 律 ， 技 3-4-1 Tr, oz 
{1, 1) 可 与 任意 的 纯 旋 转 点 群 侣 ARIER G: 
G = Gi (1, I} = GUIG (4-10b) 


= ;ľ e 


综 上 所 述 , 往 11 MESES EE G 加 上 对 称 中 心 , 就 得 到 含有 倒 反 操作 的 全 部 非 纯 法 
转 点 姓 个 ， 攻 阶 数 是 相应 的 纯 旋 转 点 群 阶 数 的 2 倍 , 称 为 中 心 对 称 的 晶 休 学 点 群 ， 

《2) RE GORGE HR ET, 此 时 式 (4-9) 中 的 陪 集 zH — IH 一 (In, ln, 
iA, Ink) 内 的 对 称 操 作 锋 可 表 为 倒 反 操作 工 与 nh 的 复合 操作 . 2 E MEHR. n^ 
与 第 -一 类 点 群 子 群 H 一 (.. ae.) 内 的 操作 都 不 相同 ， 这 是 因为 ， 旭 时 某 
nhá; hi H (lah O 二 1， 这 式 子 等 号 左边 的 操作 InhcenH,. 操作 eH, c 
位 部 是 痒 妃 的 元 , 按 封闭 性 ,它们 的 乘积 了 也 应 该 是 群 蕊 的 元 ,与 假设 亨 盾 。 因 此 , 集 台 

G = HUsH = 11, hs hy, hs Hy nha rhs nh} (4-11) 
Cuir 个 互 不 相同 的 元 组 成 的 集合 。 我 们 可 令 式 (4-9) BERE G 5355 (4-11) 所 示 
外 合 台 让 的 元 及 其 乘积 按 下 列 方式 一 一 对 应 : 


群 G 中 的 元 f e G 中 的 元 
ñi B: 
nh, nhi 
hiħi hihi 
CIC) CA) ni) 
(nb) Chi) Cnh;)CÀ;) 
(nh) nhi) (nh) C nhi). 


u iat G ie GAH Eer BEA EMEN, x HHB 
了 ， 任 意 一 个 不 含 倒 反 操作 的 非 纯 旋 转 点 群 G, 总 与 其 个 纯 旋 转 点 群 G 同 构 , G 有 个 指 
Xx9 2 FPE HE, 

反之 , 设 召 是 任意 一 个 纯 旋 转 点 群 有 卫 有 个 指数 为 2 的 子 群 如, 则 按 下 列 方 式 作出 的 
HG: 

G — H Ji(G H) (4-12) 

必 为 非 纯 许 转 点 群 。 这 是 因为 式 (4-12) 中 的 集合 E WEE G mia oS 
2 WYE H 之 外 的 对 称 操作 = 全 部 换 成 非 纯 旋转 操作 于 所 得 的 操作 之 集合 , RR 合 U- 
12) 与 群 对 辐 构 ,所 以 昌 是 一 个 群 ,时 为 非 纯 旋转 点 群 ， 

媒 上 记述， 依次 找 出 11 个 纯 旋 转 晶 体 学 点 群 G 的 指数 为 2 BJ: H , 将 G 中 不 时 
FOE H 的 操作 = 换 成 同一 种 类 的 倒 反 操作 a, 就 得 到 不 舍 倒 反 操 作 的 全 部 非 经 旋转 点 
Ri GISARA C4-12)], ix EG Slat G 与 群 合 同 构 , 当 然 也 是 同 阶 。 


d 3-3 非 冲 旋转 点 群 的 推导 


Fi 4-3-2 节 中 所 还原 理由 二 个 纯 旋 转 晶 体 学 点 群 推 导 非 纯 旋 转 点 群 的 步骤 与 结 
ITR 4-4. 3 4-4 E 2 栏 分 别 列 出 11 EE Ye a kat ERG m GRUT, 第 
3 ERIS 4-3 列 出 G 的 指数 为 2 的 子 群 HE, 注意 点 群 422 和 622 各 有 两 个 指数 为 2 的 
fT, GDHERIQ3 和 23 则 无 指数 为 2 的 子 群 。 表 4-4 第 4 栏 是 按 式 (4-10b) 即 G = 
G U1G 作出 的 含有 对 称 中 心 的 11 个 非 纯 旋 转 晶 体 和 学 点 君 的 HM 简略 符 导 和 元 全 Tt 
( 冠 会 符号 写 在 括号 肉 ), 第 ER CG 的 阶 ， 它 从 是 对 应 的 纯 旋 转 点 群 G 的 阶 的 2 (ë, £ 
6 ER ZOU, RI G = HUGA) ERRAR REOR i 体 学 点 


= kU * 


3 4-4 非 纯 旋 转 晶 体 学 点 群 的 推导 


11 PARER PECORE H B$ | no 个 非 纯 旋转 品 体 学 点 群 
| G ra 中 心 对 称 的 AE dh PB BR r 
| SH G-GUIG Gs (Go HIKO H; Grp 
| - EE ees -一 -一 | 一- 
1 1 1 2 4 | z 
| 
2 2 l ilm 4 n | 2 
3 3 | ui 3 6 EE | T 
4 4 2 Alm 8 4 | + 
和 6 4 6 Lag 12 | 6 | b 
222 4 ou (Z 2 < B mm + 
| TE 
: | | 
E os d 3 LS (52) 12 25 x 6 
La 1 3 x 
422 R x 4 4 2 2 SE 5 
222 条 mmm e m m a: jm | 8 
621 12 6 6 2 2 5mm 12 
32 fimmt erue 24 God js 
d He X m3 (23) 24 x is 
432 24 23 dui (112) 48 | 1m MEET 


Ph ISRAI Bl e P AR G AA AmA let: ed SE 2 LIAC 7 ED, 
Panig G = 点 群 16} (1,6*,67,3*, 3,2), MEA GUIG = {6} U1{6} = 
(1, 6*, 67, 3t, 37, 2; 1, 65, 6 , 3*, 37, m), I BEI OS 6/m, AER L6) RIIE X J 2 
(UE H= {3} = (1, 31, 37], GE GNH = (656,25, ANRA HUICGNU) = 
{1，3+，3-，6+，6 ， mm}， 这 点 群 记 为 6, 
再 举 一 例 ， 设 G = (32) = (1, 3*, 37, 21100], 2[ 110], 21010]}, WI GUIG := 
[1, 3*, 37, 2[100], 21110], 2[010]; 1, 3*, 3^, m[100], m(110], m[0101), X ARIE 


335. 或 简写 为 3m, 点 群 32 的 指数 鸭 2 的 T SE H 一 { 3 EN (1, 3*, 37h H SS & 


GH = (2[100], 2[110], 210101), A ri Æ & HUICGNH) = (1, 3*. 37, m[100], 
m[110], m[0101), BARIA 3m, 
最 后 涛 虑 如 何 由 G = {422} 推导 相应 的 非 纯 旋转 晶体 学 点 群 ， 由 GUIG 得 到 点 
BÉ A mmm, 其 推导 方法 同上 ，G = {422} = (1, 4*[0011, 2(001], 4 [001], 211001, 
2(010], 2[110], 2[110]7] 有 两 种 指数 为 2 的 子 群 , 即 点 群 4 ÑA SE 222, MMAR 222 又 
HWA Alt irae, D. AS G = {422} 共有 三 个 指数 为 2 BOE BEL Pu 
H, = {4} — l1, 4*E0011, 2[0011, 4 [001 ]) 
H, = (222) = (1, 2[001], 2[100], 2[010]] 
H. = (222) = (1, 2[001], 2[110], 2[i101] 
由 MUIGH) 得 到 点 群 
4mm = II, 4+[001], 2[001], 47[001], m[100], m[010], m[110], mr1127j 


+ RI 


由 HUEL Gaps 

42m = (1, 2[001], 2[100], 2[010], 4*[001], 47 [001], m[ti0] m[ 11031 
出 H.QUÍCGNEL) 得 到 点 群 

4m2 = (1, 21001], 2[110], 2[110], 4*[001], 4 [001], m[ 100] m[010]! 
EPAR 32m S m2 的 差别 在 于 , 32m 的 2 POBRES AR (100) 方向 ,镜面 垂直 于 
(110) 方向 ;而 和 m2 则 是 2 次 轴 沿 四 方 晶 系 的 《110》 方向 , 镜面 垂直 于 《100》 pi, Eb 
äis [001] 旋转 45^, 就 可 由 和 mm 变 成 4m2， 因 此 ,它们 在 表 4-4 中 内 算 一 种 点 群 . 

这 样 推导 出 的 32 个 晶体 学 点 群 中 每 个 点 群 包含 的 对 称 操作 载 于 附录 2, 在 附 东 2 中 

的 对 称 操作 已 划分 成 共 斩 类 了 ，32 个 点 群 的 极 示 投 影 图 见 附录 3, 


$4-4 32 个 点 群 的 Schoenflies 推导 方法 [4] 


也 可 以 用 另 一 种 方法 , 即 用 镜面 代替 倒 反 中 心 ， 来 推导 32 TAR AEAEE S 
章 指 出 的 Hermann-Mauguin 方法 (用 倒 反 中 心 ) 与 Schoenflies DC Hië zl. 
以 下 用 Schoenflies 符号 简 述 这 一 推导 过 程 ， 

我 们 再 次 从 五 个 循环 点 群 C.(s = 1, 2, 3,4, OHR. EARE eH, EHER 
EARN. s, &cREEHG ABUSE kE Se horizontal); e, 表示 包含 主轴 
和 a 铀 的 锁 垂 镜面 (e 表示 vertical) LLE BHzESRERGRC HU GI Ian Eg = 表 示 包 
侣 主轴 的 另 一 组 希 垂 镜面 , 称 为 对 和 角 镜 面 (d 表示 diagonal, DEZ e. 代表 的 那 一 组 
Tur ERIT. 

向 每 个 循 坏 群 各。 加 上 e, 面 就 得 到 新 点 群 C,， 其 阶 数 是 相应 的 群 C, BS Wr SS PJ 2 
从, 因为 Cm = C,@ (E, ak, Sin, C, 具有 C, 的 四 个 操作 外 机 ob = 0,, OC = 
S, g C, = i A s, Ci = 5. 

EMRE C。 上 不 加 水 平 镜面 种 加 铅 便 镜面 o,, 就 得 到 四 个 新 点 群 C,, = COE, 
AF 这 里 += 2, 3,4,6, "n = 1 时 并 未 得 到 新 所 群 : C = Cu. 显然 C ur 群 的 阶 
Ba C.P f, | 

用 非 纯 旋 转 (旋转 反映 ) S, 代替 纯 旋 转 C,, 又 得 到 三 个 新 群 ,5 与 %。 它们 的 对 
称 操 作 分 别 是 S, (E, i), 5 = (E, So Cas S], S 一 (E, So C. is Ci Si. 注意 ， 
EE Ay 与 Ay 有 对 称 中 心 ， H S, Jo ER HS, Ai 7 Ci 5 $, = C; AES EE, 

按照 关于 旋转 的 组 合 定 理 , 可 向 五 个 循环 群 C , 加 上 与 主轴 垂直 的 2 次 对 称 操 作 , 这 
样 就 得 到 四 个 新 点 群 : NEEF D. = C.G) (E, C100]. 这 里 s= 2, 3, 4, 6， 因为 
D, = C, 不 是 新 点 群 ， 显 然 D。 的 阶 数 是 C。 的 阶 数 的 2 fu. 

XU, 把 垂直 于 主轴 的 2 次 旋转 操作 加 到 点 群 C. rh, 或 把 水 平 镜面 o, MHA 
ps D， 上 ， 就 产生 了 四 个 新 点 群 Du = C,,@(E, CL100]} = D,@ IE, ol, EE a 
BuBEEY s, K De 无需 髓 用 e Xt. 

往 S, BE (a = 2,35 上 加 与 之 垂直 的 2 Ds E Eh NEIE 

D. = S4,U) (E, C[1001), 这 里 n = 2, 3, 

RA EE TEE 4-2, WD p u S Fd X 3UESHUSS— OS GRE. w 

体 群 了 与 作 面 体 群 0。 往 了 工 加 水 平 简 面 (相对 于 2 次 轴 而 言 ) 就 得 点 群 了 了，， 往 0 加 上 


e 52 e 


“水平 镜 面 就 得 到 点 群 O... ET 加 上 铅 恒 镜面 就 得 T, T 也 可 看 作 是 以 O, mop 
中 心 后 得 到 的 子 群 ， 
32 个 点 群 的 Schoenflies 推导 方法 示 于 图 4-5, 括号 内 给 出 点 群 的 HM ZS, 
主轴 HKEE MERRE 加 水 平 2 38 WS hO E 


C, 5 S, Ga Oe C,L100] Ú ji" fe 和 C,[100] 
C41) ——-— Cuy = C, (m) 
— C, (2 m) i 
C€,02)—-| 9— S a SCT CUm m 2.) 一 一 D 7 
Am cai» 
-D,(222) : ES 
GT is MI 
Colis Ü «a00» 
0(432) 
dv LD: 
T(23)——]| ——— T (m3) > Ü, 
(m3m) 
tlldy 
一 一 一 一 3 


— C, = 8,06) i 
Da(6m2) 


e C. (3m) 一 一 
=> D,(32) 
— Cultim) LL 
co 二 一 一 一- C, (4mm) — 
-D,(422) 
— C,(6/m) 
c,6)— > Cu (6mm) |. ———— —— — D, (6| mmm) 
--D,(622) 
$,— CT) 
— D, (32) 
"一 >D. (Aim) 
so gem 
ft 5m) 


图 4-5 Gg Schoenflies 推导 方法 


$4-5 Laue 类 和 抽象 点 群 


4-5-1 Laue Së 


在 运动 学 条 件 下 ,晶体 的 BAD 点 阵 平面 产生 的 . Bragg 反射 的 强度 GRD 与 结构 因 
d FCAR) 的 模 的 平方 成 正比 , 即 


ICAklDoc | FCARI) | = FCRI) © PSCAAI) (4-13) 
HAAA T axe EU E 
F (ARI) = E faexplai As, + ky, + 1g.) (4-14a) 


式 中 fa BEREAK = 个 原子 的 原子 散射 因数 ，《xe， y. z.) 是 第 n DET 的 坐标 《以 基 


中 83 + 


ER tr. b, c 258 hr), 求 和 应 对 晶 胞 内 的 全 部 NN 个 原子 进行 。 
Hsk 《4-14a) A 


POET) = D) f,exp[—2=i(hx, + Ry, + !Iz,)] 


Steg edel EE REH 
F (hl = F*(hkl) (4-14b) 
FAS C4-713) 得 到 
IChki) = IChki) (1-15) 
35 (4-15) 称 为 Friedel 定律 , 即 晶 面 族 (ARD 产生 的 XX 射线 衍射 的 强 变 同 晶 面 族 CA) 
的 一 样 。 在 $5-3 引 人 倒 易 点 阵 的 概念 之 后 ， 我 们 就 会 知道 《7) 面 族 可 以 用 (8!) 33 
ApESOEIGE. 而 CD 倒 易 阵 点 可 有 具有 权重 IAD, TEA CAL 15) R IR, (AA S 
BEA E GA GAHAR RARE. Si, 81 E, ELE EE GOL ERI CC 
bx ARES GS EUR URPO, 
因此 ， 便 易 点 阵 中 强度 分 布 的 对 称 群 是 11 个 中 心 对 称 的 点 群 【 人 见 表 4-75 38 3 455) 之 
一 ,这 些 中 心 对 称 的 点 群 叫做 Laue 类 。 如 上 所 述 , 无 论 晶体 的 点 群 是 中 心 对 称 的 或 非 中 
心 .对 称 的 ， 用 普通 的 和 射线 衍射 测 得 的 它 的 俏 易 点 阵 中 的 强度 分 布 总 是 中 心 对 称 的 。 换 
话说 ,在 普通 的 和 射线 衍射 实验 中 , 和 射线 衍射 总 是 有 个 效应 ， 就 是 往 晶 生 的 总 群 上 遇 
了 倒 反 中 心 。 比 如 说 ， 具有 4(C,) Bk IS) 对 称 性 的 最 体 的 射线 衍射 花样 的 对 称 性 与 
其 有 4im (Ca) 对 称 性 的 晶体 一 玉 。 玉 此 , 若 由 某 晶 体 的 衍射 花样 观察 到 它 属 于 某 Laue 
类 天， 则 该 晶体 的 点 群 可 能 是 中 心 对 称 的 点 群 六， 也 可 以 是 与 天 相应 的 某 个 非 中 心 对 称 
3g TE, H 4-5 08 4 £. 


表 4-5 11 个 Laue 类 和 1? 个 点 阵 点 群 


与 之 相应 的 非 中 心 对 称 点 如 SHAR 

dech 71 E m 

m(Cu) HC) um q 

mnm(Da) mmiC.) MxOQ — | ` wan 


Ze (Ca) «C AC(S) 


EL immm 
47 mmm {Da) 4212(D,) *$mm(C,,) 32m(Dj4) 
3 (5,) 3(C,) 
5n 
3m (D,a) 32(D,) ett) 
Ejmi Ea). SCC 6(C,,) 
fmm 


622(D,) 6mm(C,,) GMICD a) 


6/mmmiD,,) 


Mk PRERA HI TES ERAT RE * Jr Ar 8 Xy Ern, BC. ER 
常 往 射线 散射 的 情 吏 下 ,原子 散射 因子 所 FUB HERD, A (46-1400 ARX NTI A, (4-15) 8 


^ Hd a 


不 成 立 ，Friedel 定律 失效 ， 其 次 ， 当 动力 衍射 效应 强 的 时 候 ，Friedel 定律 也 失效 . ¿H 
于 电子 衍射 的 动力 学 效应 较 强 ， 近 几 年 来 已 发 展 了 用 会 萌 束 电子 衍射 测定 试 举 有 无 对 称 
中 心 ,, 并 进而 测定 晶体 学 点 群 的 方法 ， 第 三 ,可 以 利用 衍射 强度 分 布 的 统计 虐 律 区 分 晶体 
A XGA RES EB EIER X BRE ILU, BED, 在 某 些 情况 下 。 BERNE 
也 可 以 排除 掉 某 些 点 群 , 详 见 $ 9-3. 

s 2-1 中 已 经 讨论 了 10 个 二 维 晶 体 学 点 群 , 往 这 10 个 二 维 点 群 上 加 对 称 中 心 ， 也 就 
是 添 肌 一 支 2 次 旋转 输 ,就 得 到 了 6 个 二 维 Laue 类 ,二 维 Laue 类 及 相应 的 二 维 点 群 见 
xk 4-6. 


db 4-6 二 维 Lauwe 类 和 二 维 点 阵 点 群 
相 庶 的 二 维 点 群 


单 晶体 的 痪 点 状 的 电子 衍射 图 是 一 张 放 大 了 的 过 原点 的 倒 易 点 阵 平 面 ， 次 定 于 唱 本 
的 二 纵身 影 , 因 此 ,由 电子 衍射 机 的 对 称 人 性 可 以 研究 晶体 试 样 的 二 维 找 影 的 对 称 性 。 但 普 
Wit TAR A Friedel 定律 也 成 立 ; 因 而 由 它 只 能 测定 二 维 Laue mt EE 
alc — Age. 


4-5-2 点 阵 点 群 ” 


F s 1-1 中 已 经 提 刘 ,点 阵 是 空间 中 的 点 的 无 限 的 局 期 此 阵列 ,其 每 一 阵 点 代表 一 个 
作为 品 体 的 最 基本 的 重复 单元 的 原子 集团 ,我 们 可 用 点 隆 描 述 晶 体 的 平移 对 称 竹 ,部 周期 
竹 ， 点 阵 点 群 则 描述 点 阵 本 身 所 具有 的 点 对 称 性 . 

在 $2-2 已 经 讨论 过 ,任何 二 维 点 孟 总 是 具有 2 次 轴 . if Boos S 2-3 还 可 看 到 ,元 
论 二 维 正方 晶 系 的 客体 本 身 属 于 何 点 群 , 正方 点 阵 总 是 具有 点 对 称 性 imm, HF — 033 
六 前 点 阵 的 点 群 是 6mm， 虽 然 二 维 的 六 角 电 系 的 客体 的 点 群 可 以 是 3, 3m， 6 和 6mm H 
种 。 国 此 ,二 维 点 阵 点 群 只 有 四 个 , 即 2,2mms 4mm 16mm, ML 4-6 i-em 
徐 对 应 于 四 个 二 维 蝇 系 ， 

4g $ 5-1 中 将 要 证 明 ,三维 点 阵 总 是 具有 对 称 中 心 的 ， 从 这 一 点 出 发 ， SE Gro 
对 称 性 并 没有 32 种 ,最 多 只 有 11 种 ， 即 11 个 中 心 对 称 的 点 群 ， 而 且 ， 对 于 具有 ski 
(n = 3, 4, 6) ARIE 其 空间 点 阵 自 动 地 具有 过 z 次 轴 的 ” 张 对 称 配 置 的 镜面 ， 换 名 活 
Di, ELE EGREGIE 3,4 /m ROG m 的 点 阵 自动 地 分 别 具 有 点 对 称 性 Ze, 47 mmm RI 6! mmm, 
此 外 ,点 群 m3 中 的 3 次 轴 是 沿 《i117》 方向 的 ,与 这 些 3 次 轴 平 行 的 镜面 就 是 mC 1102. 3 


JE. ER m3 的 点 阵 也 具有 mim 的 对 称 性 . 


à 4-5 最 右 一 栏 列 出 了 三 维 点 阵 点 群 ,总 共 是 ?7 个 。 点 阵 的 点 群 又 称 为 全 对 称 瓦 群 . 


ER 


Et 4-5 可 见 , 每 个 三 维 全 对 称 点 群 对 应 于 -个 晶 系 。 Sm 和 6/ mmm 这 两 个 全 对 称 点 群 
对 应 于 六 角 晶 族 ， 其 余 全 对 称 点 群 各 对 应 于 一 个 晶 族 .关于 晶 族 与 唱 系 的 颖 念 详 几 本 节 
$ 5-2, 

在 周一 蜡 族 内 ,全 对 称 点 群 的 子 群 叫做 不 全 对 称 点 群 .不 全 对 称 点 群 还 可 进 一 专 细 分 
为 半 对 称 点 群 ， 四 分 之 一 对 称 点 群 和 八 分 之 一 对 称 点 群 ， 分 别 对 应 于 全 对 称 点 群 的 指数 
3)2,4 和 8 的 子 群 ， 例 如 ;点 群 6/mmm 是 六 角 晶 族 的 全 对 称 点 群 *, 与 之 属于 同一 品 族 的 
HUE 622, 6mm 和 6m2 是 半 对 称 点 群 , 点 群 6, 6, 32 和 3m 是 四 分 之 一 对 称 点 群 ， 点 夭 3 
右 八 分 之 一 对 称 所 群 。 


4-5-3 抽象 点 群 “ 


x 4-4 从 是 否 含有 非 纯 旋转 操作 ,从 是 否 具 有 对 称 中 心 ， 将 32 个 晶体 学 扎 群 分 成 三 
入 类 ，4-5-1 节 按 衍射 花 梯 的 对 称 性 将 32 个 点 群 分 成 11 个 Laue Ñ, $ 475-2 又 进一步 
按 点 阵 的 点 对 称 性 分 成 ? 类 。 本 节 从 另 一 角度 将 32 个 晶体 学 点 群 分 成 18 个 同 梅 类 ,或 
称 18 个 抽象 点 群 。 每 个 同 构 类 的 点 群 有 权 同 的 胶 法 表 。 换 名 话说 ,属于 一 个 同 构 类 的 布 
十 个 点 群 明 由 不 完全 和 相同 的 对 称 操作 组 成 ,但 从 群 论 的 观点 看 ,它们 却 是 一 样 的 ， 

18 个 抽象 三 维 晶 体 学 点 群 列 于 表 4-7， 每 一 机 列 的 点 群 互相 同 构 , 属 于 同一 抽象 群 . 

10 个 二 维 晶体 学 点 群 构成 5 个 抽象 群 : 两 个 二 阶 点 群 2 fim 互相 同 构 , 属 于 局 一 接 
象 群 ,其 余 8 个 二 维 晶 体 学 点 群 各 对 应 于 一 个 抽象 群 ， 

A7 18 个 抽象 晶体 学 点 群 
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$4-6 MAARRE RRL 
点 群 432(0) 和 点 群 622(D,) 的 乘法 表 载 于 附 表 4a) 和 4(b)。 方 括号 内 的 指数 表 


e B6 e 


IESE RRA A. E AO) 中 的 点 阵 方向 指数 采用 六 基 举 杯 系 三 指数 , 例 姑 [120] R 
ih a+ 2b Hg, Gm e 5 b ER 120°. 乘法 表 的 使 用 方法 是 汐 求 得 对 称 操 ' 
W, t W, 的 乘积 WiW;, 先 在 表 的 左 栏 找到 Wl、 再 在 表 的 上 列 (第 一 况 行 ) 找 到 W, 
与 W, 同 州 (横行 ) 且 与 W, 同 栏 的 操作 即 乘积 WW. t RE WW, 表示 对 坐标 
(ryz) 先 施 以 操作 W HELE Wi, Dm. E C4 [100]) (4 10101), %£EB6 & 
Ha) 左 栏 第 五 列 找到 4-[100] 再 在 上 列 第 六 栏 找 到 4 [010], 第 五 列 与 第 六 栏 交 叉 处 的 
3-[111] 即 为 两 者 之 乘积 : 
(4 [1001) C4-[0101) = 3*L111] 
hi ERE A PE 1, 2, 4, 222, 422 和 23 都 是 点 群 432 CERE CARER AS PE a BE 
432 BS PAGE RU— RD 4. SEE RER 3, 5 和 32 都 是 点 群 622 ATR CIEE AR LE 
SABE 622 的 条 法 表 的 一 部 分 ， 
非 纯 旋转 点 群 中 除 含有 附录 4 所 列 纯 旋 转 损 作 * 外 ， 还 含有 与 它们 相对 应 的 非 纯 旋 
轻 操 作 n, 它们 是 对 应 的 纯 旋 转 操 作 = 与 倒 反 操作 ZR: s= (DG = (aC). 由 
T 85 RITE 1 SRRI n USE POS A 22 ya ES RATE: 
(n) = (000) = (O)n2) 
(im) = (96un) (4-16) 
(ñ ) (n) = Ai 
办 而 可 用 纯 旋 转 操 作 的 乘法 表 计 算 包 含有 非 纯 旋转 操作 的 乘积 。 例如， 由 附 表 1(a) X) 
iSC4*E001]3(2L110J) 一 2[010] ,注意 到 式 (4-167 立 即 可 得 : 
(4*[001]) (m[110]) = m[010] 
(4* [001 1) (2[110]) = m[0101 
(4*[001])(m[110]) = 20010] 
这 样 , 由 附录 4 就 可 查 出 任 一 晶体 学 点 群 中 任 二 点 操作 的 乘积 ， 


54-7. 晶体 学 点 群 的 母子 群 关系 [42 


在 从 无 序 相 变 为 有 序 相 的 相 变 过 程 中 ,在 位 移 型 相 变 中 ,或 当 品 体 处 于 有 一 定 方向 性 
抽 基 种 外 场 中 时 ,最 体会 失去 某 些 对 称 元 屁 , 比 如 失去 对 称 中 心 或 茶 些 旋转 轴 。 从 一 点 群 
中 抽 掉 某 些 对 称 元 素 后 剩 下 的 点 群 对 称 竹 较 低 ， 是 前 者 的 一 个 子 群 。 本 节 将 详细 讨论 晶 
体 交 点 群 的 母子 群 关 系 ， 这 关系 不 但 本 身 有 用 处 ,而 且 是 了 解 空 间 群 的 同 平移 子 群 (或 母 
群 ) 的 基础 , 详 见 $ 8-8, | 

在 1952 年 出 版 的 国际 和 射线 晶体 学 表 第 T 卷 趾 中 用 表格 的 形式 列 出 了 每 种 晶体 学 
点 拜 的 全 部 子 群 ， 由 该 表 也 可 查 出 每 种 点 群 的 全 部 母 群 。 该 表 及 其 使 用 方法 详 见 本 蔬 附 
录 5， 这 种 关于 晶体 学 点 群 的 母子 群 关系 的 表述 方式 的 优点 是 能 迅速 无 误 地 找 出 每 个 点 
妊 的 全 部 子 群 与 耳 群 。 

图 4-6 以 最 大 子 群 链 的 图 解 方式 表示 三 维 晶 体 学 点 群 的 母子 群 关 系 ， 从 任 一 点 群 出 
心 ， 用 绥 往 下 连 着 的 点 群 是 它 的 最 大 子 群 ， 反之 ,用 线 往 上 连 着 的 点 群 是 它 的 最 小 母 群 、 
忆 线 连 善 的 最 大 子 群 是 正规 (不 变 ) 子 群 ， 其 中 双 实 线 或 三 条 实 线 则 表示 有 符号 相同 但 对 
称 元 过 在 同 的 两 个 或 三 个 最 大 正规 子 群 。 虚 线 意 味 着 有 一 组 互 共 斩 的 最 大 于 群 ， 


e BI e 


EE 
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[4-7 点 群 622 及 其 子 群 32 M22 
例如 ， 图 4-7(a) 表示 点 群 622 的 对 称 元 素 的 配置 。 点 群 622 共有 12 个 对 称 操作 ; 
1622] = {1, 6*[001J, 6 [001], 3*[0011, 3 [091], 2[001]; 
2[100], 2(010], 2[110], 25120}, 25210], 2(110]) 
如 果 让 沿 e 方 向 的 6 次 轴 晓 化 为 3 次 畏 * 即 仅 保留 相应 的 六 个 对 称 操 作 1, 6*, 67, 3*, 


= RB e 


3 ,2[0601] 中 的 三 个 对 称 操 作 1, 3* 43 ,另外 还 保留 符号 622 中 第 二 位 的 2 vestit R ES 
4-7(b)]， 也 就 是 还 保 曾 对 称 操作 2[100], 2[010] 和 2[110]， 我 们 就 得 到 622 的 一 个 子 
SR H 
H, = 32, = (1, 3*, 37, 2[100], 2[010], 2£110]] 
如 朱 不 保留 符号 622 中 第 二 位 的 三 支 2 次 轴 , 而 保留 第 三 位 的 三 支 2 次 轴 ， 就 得 到 6221 
3 —"r F Ar H, LAR 4-7(c)1: 
H, = 3.2 = (1, 3*, 37, 2[120], 2[210], 2[1101] 

ër, E] PI HM 符号 相同 ,部 是 32， 但 保留 着 母 群 622 中 不 同 的 ia H, 
保留 上 符号 622 中 第 二 位 的 2 次 轴 ， 符 号 622 中 第 三 位 的 2 次 铀 失去 了 ， 可 将 这 种 子 群 
GR 32. 的 形式 ， 其 中 最 后 一 位 的 点 ". "表示 该 位 的 对 称 元 素 朱 去 了 ， SUUS. "E H, 
的 符号 3.2 中 的 点 在 中 间 , 表示 点 群 622 的 第 二 位 的 2 次 轴 失 去 了 。 这 种 符号 既 表 示 了 
十 群 本 身 的 对 称 性 ,还 反 点 了 子 群 的 对 称 元 素 相 对 于 母 群 的 取向 关系 ,叫做 取向 关系 确定 
BJ. 

AEF 622 中 的 对称 操作 都 不 能 把 32. 和 3.2 这 两 个 子 群 互 相 变 换 , 更 不 可 能 将 它们 变 
换 成 其 它 子 群 ,所 以 它们 都 是 点 群 622 的 最 大 正规 子 群 。 因 此 ,图 4-6 中 用 双 实 线 把 点 群 
622 与 点 群 32 连 息 来 。 点 群 32 是 点 群 622 的 指数 为 2 的 子 群 。 由 3-3-4 节 ， 任 意 指数 
为 过 的 池 姑 部 是 正 现 子 群 ,当然 还 是 最 大 子 群 . 因此 ,图 4-6 中 任何 点 群 与 其 指数 为 2 的 
子 群 部 用 实 线 相 连 。 

mde 222 也 是 点 群 622 的 最 天 子 群 ， 图 4-704), (e) 和 (所 表 示 三 种 取 癌 不 同 的 子 群 
222, BJ 

H, = (1, 2[0011, 2[100], 


2(120]]) 
H, — (1, 2[001], 2[110], 
2[110]) e 
H = (1, 2[0011，2[010]， 
2f210]} 


但 这 三 种 子 群 互相 之 间 由 点 群 622 
中 的 对 称 操作 6+[001] 联系 着 , 因 
frECTOEABIit£SSST EE. 因此 ， 
在 图 4-6 中 用 虚线 把 点 群 622 与 点 
EE 222 yk. ; 
图 4-8 以 最 大 子 群 链 的 图 解 方 
式 玫 示 二 维 晶体 学 点 群 的 母子 群 关 
系 , 图 中 各 种 连 线 的 意义 同上 。 
在 图 4-6 与 图 4-8 的 左边 标 出 了 每 个 群 的 阶 。 这 两 幅 最 天子 群 链 图 各 有 两 个 顶点 ， 
从 它们 出 发 通过 最 大 子 群 链 可 得 到 全 部 晶体 学 点 群 。 二 维 晶 体 学 点 群 的 子 群 链 的 项 点 是 
正方 全 对 称 群 4mm 和 六 角 全 对 称 群 6mm ,三维 晶 体 学 点 群 的 子 群 链 的 顶点 是 立方 全 对 
ROSE m3m 和 六 骨 全 对 称 点 群 6/mmm. É 4-6 中 全 部 采用 点 群 的 完全 HM 符号 . 
图 4-6 和 图 4-8 所 示 最 大 子 群 链 图 取材 于 国际 晶体 学 表 A 卷 : 0， 相对 于 附录 5 所 载 
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群 的 阶 
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图 4-8 二 维 晶体 学 点 群 的 最 大 子 群 和 最 小 苇 群 后 : 


辐 体 学 所 人群 的 母子 群 天 系 袁 而 言 , 它 的 优 瓜 是: 

(1) 可 以 知道 最 大 子 群 和 最 小 母 群 。 

(2) 可 以 知道 子 群 是 正规 的 《 实 线 ) 或 是 一 组 互相 共 恩 的 (虚线 )。 如 果 是 正规 子 群 ， 
还 可 知道 符号 相同 但 取向 不 同 的 正规 子 群 的 个 数 。 

(3) 可 立即 由 和 母子 群 的 阶 数 知道 子 群 在 母 群 中 的 指数 。 

学 习 了 32 个 晶体 学 点 群 及 其 母子 群 关系 之 后 ,现在 就 可 以 多 举 几 个 外 直 积 , 半 直 如 
4589 ELSHE IPL T El 5 DD PROS 3-1 的 理解 ， 下 文中 1) i4 mmm -分别 表示 扩 群 
2,15 8$ 4/ mmm, e, 

(1) 外 直 积 的 例子 : 

G) 11 个 中 心 对 称 点 群 分 别 是 纯 旋转 点 群 与 点 群 {11} 的 外 直 积 ,如 
{2} x {1} = {2/m}; {3} x {I} = {3}; {4} x {I} = {4/m}; {6} X {1} = {6/m}; 

{222} x {1} = {mmm}; {32} x {1} = {3m}; {422} X {1} = {4/mmm}; 

(622) X (1) = {6/mmm}; (23) x {1} = (m3); {432} x {I} = {m3m}, 

(i) 不 含 对 称 中 心 的 非 纯 旋转 点 群 6 和 mm2 可 表 为 外 直 积 的 形式 ; 

{3[0017} x {fmf001]} = {6}; {2[001]} x {m[100]} = {mm2}, 
这 里 {31001]} 表 示 其 3 次 轴 沿 L001] 方 向 的 点 群 3，{m10011} 表示 其 镜面 垂直 本 100] 
2j [80H] om, 

Gi 其 它 例子 : (43m) x [1] = (m3my 等 。 

《2) 半 直 积 的 例子 ; 

G) 不 含 对 称 中 心 的 非 纯 旋转 点 群 3m, Amm, 6mm, 42m, 62m, 43m 可 表示 为 半 赴 
积 的 形式 : {3[001]}A (m[100]] = {3m}; {4{001]}A (m[100]) — {4mm}; {6[001]} A 
{m[100]} = {6mm}; (2221 A (mE1101) = {12m}; (320A (m[2101) 一 {62m}; {23}A 
{m[110]} = (433m). BAR 4 I EE E RE CECR 
(2) 十 RRRS ET 4 代表 对 称 探 作 ， 

Gi) 其 它 较 复杂 的 例子 有 : (mmn) A {3m} = {m3m}y 这 里 点 群 mmm H E 
分 别 菲 直 于 立方 坐标 系 中 一 个 《100) 方 向 ,点 群 3m 中 的 3 Ara lt AEN SEIT 
方向 X. 123)A {mm2} = {m3m}, 这 里 点 群 23 中 的 2 ze Sii (100) Din, AERE mm 
中 的 2 次 轴 则 疝 茶 一 (1102) 方 向 ， 

(3) SSE PARU BT: 

(432) = (32) + (4), {m3} = {3} * {mm2} 

{m3m} = {32} ° (4mm) = {3} - {4mm} 

{m3m} = {4/m} - {3m} = {422} * {3m} = Disk: {3m} 
读者 试 按 外 直 积 , 半 直 积 和 弱 直 积 的 条 件 对 上 述 各 全 一 一 验证 。 
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4-8-1 对 点 群 图 宪 的 初步 认识 
1983 年 出 厂 的 国际 晶体 学 表 A 卷 吧 第 748 一 770 页 载 有 二 维和 三 维 晶体 学 点 群 的 图 
状 ， 本 小 节 先 就 点 群 图 表 的 内 容 作 一 初步 介绍 ， 然 后 在 4-8-2 节 和 4-8-3 节 分 别 详细 讨 
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论 专 中 所 载 有 关 唱 形 和 点 形 的 信息 ， 

R 4-9 是 点 群 6 m2 的 图 表 , 原文 为 英文 ， 现 以 它 为 例 初 步 介绍 晶体 学 点 群 图 表 的 内 
8. 

T EIERETIENEBUREERHUIIES Hermann-Maugvin ff (HM EENS Schoenflies 
PS PD 6m2 Dy. 若 完 全 HM 符号 与 简略 HM 符号 不 一 样 ， 就 在 简略 HM 58-57 
六 列 出 完全 HM 符号 . 

图 表 的 右上 和 角 是 该 点 群 的 一 对 极 赤 投 影 图 。 32 个 三 维 晶 体 学 点 群 的 极 亦 投影 图 二 
归纳 存 一 起 载 于 附录 3 中 。 左 图 是 一 般 等 效 后 配置 图 ,显示 一 般 遇 形 或 一 般 后 形 ;有 图 苔 
出 对 称 元 素 的 配置 。 左 图 中 的 点 和 阅 者 可 用 两 种 方式 解释 . 


üm? D. 
i2 e 1 32 = fB WW ks Hk (hhil) (GAk1) (kihi) 
iie = EE CO) (Bhib) CikkD (Riki) 
(RAN) (HRD GRAD) 
(il) (RD GRAD 
Af E (hh2hl) (2hhAD) (AJAAT) 
p: 1 MN CARIRI) Chal (ATRAE) 
(A5241) (E25) (2AAAT) 
(AA25l) CRRATY (25A5D 
& d m.. T = # ER CARO) (ihkD Grën 
过 原点 的 起 项 三 角形 (1) (Géi CATRO) GRAO) 
RH X120) (2110) (1210) 
过 厌 点 的 六 和 角形 (1120) (Exo) (2110) 
É c m. EK Sk (hOAD CAROD (ORAL 
=P (n) (hoD (Akob (QAAD) 
3 b mmi 三 棱柱 (1010) (1100) Coin? 
HRANIE Co (1010) inn (0110) 
L s 3m. 3ETIXGE (0001) (0001) 
iX ER JR eR Br CE) 
RREA RUE 
ix[ 001] ix [100] Erl210] 
3m m 2 nm 


图 4-9 AE 6m2 Fi 


(1) 一 般 面 的 极点 : 当 用 晶体 学 点 群 描述 有 规则 外 形 的 晶体 的 对 称 性 时 ， 每 一 投 名 
点 代表 一 晶 面 ， 是 晶 面 共 线 与 投影 球 的 交点 ( 极 氮 ) 在 亦 授 平面 上 的 投影 。 我们 约 正 村 点 
代 汇 的 极点 在 投影 面 之 上 ， 小 圆圈 代表 的 极点 在 投影 咖 之 下 ， 一 组 一 般 加 的 极 扣 也 可 用 
来 代表 一 组 等 将 的 倘 易 点 或 一 组 等 效 的 反射 ， 

(2) Bb. 当 用 晶体 学 点 群 描述 原子 团 、 分 子 或 配 位 多 面体 的 对 称 狂 时 ,每 个 点 代 
表 一 个 不 子 的 中 心 。 现 以 配 位 多 面体 为 例 说 明 如 下 。 研 究 某 原 子 的 近邻 原 了 于， 它们 往往 


e 9f s 


Hiho RTR RE. REAR TMTE -RRE wA mR Eg 
所 了 的 中 心 用 直线 连 起 来 ,就 得 到 一 个 多 面体 , 岂 配 位 多 面体 ， 其 顶点 数 就 是 第 一 近郊 原 
闻 烙 ,又 山本 位 数 。 当 用 晶体 学 点 群 描述 配 位 多 而 体 的 对 称 性 时 ,左边 极 赤 投影 图 中 有 国 点 
就 代表 第 一 配 位 球 上 最 近邻 原子 中 心 的 位 置 . 

点 群 图 家 的 主体 是 关于 昂 形 和 点 形 的 条 目 , 详 见 4-8-2 和 4-8-3 节 ， 

三 维 晶 体 学 点 群 留 表 的 最 后 一 条 是 特殊 投影 的 对 称 性 ， 即 抬 三 维 点 群 沿 某 对 称 方 癌 
批 影 所 得 的 平面 点 群 。 所 有 的 投影 都 是 正 交 投影 ， 即 投影 面 都 登 直 于 投影 方向 。 各 点 血 
类 型 的 点 群 狼 未 中 采用 的 投影 方向 见 表 4-8， 例 如 ， 图 4-9 所 示 点 群 6m2 AW W Ts F PX 
Pe, dde 4-8， 图 表 中 列举 了 洛 [001], [100] 和 [210] 三 方向 的 投影 的 对 称 性 ， 把 一 
般 竺 效 点 分 别 河 这 三 方向 投影 ， 分 析 所 香 平 面 投影 图 中 的 对 称 性 ， 就 可 知 点 群 6m2 3i 
[001], [100] $1 [210] 三 方向 的 投影 对 称 性 分 别 是 3m, m 和 2mms 见 图 4-9 ek. X. 

| 表 4-8 点 伴 图 表 中 采用 的 投影 方向 
mp e 3 m 


[001] [100] [010] 


[001] i100] [119] 
[0011 [100] [210] 
{111} To {zT} 
[601 [111] [110] 


二 维 唱 体 学 点 群 的 图 表 没 有 投影 对 称 性 这 项 内 容 。 

有 些 点 群 有 两 .三 种 阁 表 ,以 便 与 空间 群 对 应 , 即 

(1) 每 个 单 斜 点 群 都 给 出 了 分 别 以 b 和 e 为 唯一 性 轴 的 极 杰 投影 图 和 等 效 面 的 面 
(2) 42m 和 4m2, 6m2 和 62m 都 分 别 有 一 图 表 
(3) 三 角 晶 系 的 点 群 都 分 徊 采用 六 角 江 标 和 邯 面 体 举 标 。 
(4) 点 群 32, 3m 《三 维和 二 维和 $m 的 六 第 坐标 系 有 两 种 取向 的 图 表 , 即 321 与 
312，3ml 与 31m, 3ml 与 31m 各 有 一 图 者， 


4-8-2 SIS 

如 果 具 有 规则 外 形 的 其 晶体 的 点 群 G 由 4 个 点 对 称 操 作 组 成 , 那么 ,从 该 晶体 约 任 
间 夯 出 发， 其 点 群 G 的 4 个 对 称 操作 就 会 把 这 面 变 换 成 一 组 面 ， 这 样 的 一 组 对 称 性 上 等 
污 的 面 叫 * 量 形 ”， 如 果 每 一 面 本 身 没 有 任何 对 称 性 , 则 称 之 为 一 般 面 .一般 面 构成 一 般 品 
形 , 直 对 称 性 上 等 效 的 4 个 一 般 面 组 成 ， 如 条 晶体 的 某 种 面 本 身上 共有 一 定 的 对 称 性 ， 就 称 
之 为 特殊 而， 把 特 殊 面 变换 成 它 自 己 的 那些 对 称 操 作 的 集合 构成 一 个 氮 群 好 C us Z 
特殊 面 的 对 称 性 。 群 H 是 群 G 的 一 个 子 群 ， 一 组 对 称 性 上 等 效 的 特殊 面 遇 做 特殊 品 
蝶 , 它 由 个 特殊 面 组 成 ,这 里 + 一 dir, r 荐 特殊 面 的 对 称 性 点 群 召 的 阶 ， 组 成 某 晶 形 
的 对 称 性 上 等 效 的 而 的 数量 , 即 上 述 q HE + = 9/ry 称 为 该 唱 形 的 多 重 性 ， 

例如 ;点 群 G = 6m2 的 阶 ?一 12, 由 12 个 点 对 称 操作 组 成 , 即 
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G = 6m? = {1, 3*[001], 37[001]; 
m[001], 6 10011, 6*[001]; 
ez 1101, m[100],  m[010]; 
2[110], 2[120], 2[210]} 00 (4D 
ARAS Bravais-Miller fRE& (AR) 的 一 般 面 《关于 Bravais-Miller. TEE IE BL 8 
LEL DER AELE 12 个 对 称 操作 变换 成 12 个 面 ,它们 的 面 指数 依次 是 
CAREL) Ciki) Ckiht) 1 
Cakil) GOAP CD | T 
(A) CARI) GEI | 
CAID (ERI) GERAI) 
注意 ， 式 (4-18) hmi paR e E, CA- 07) h EAA ER RRE E Efi. E 
120A ER ELA ERALA m[001] ORARE EA ES PERU SIB PL 3m 对称 千 
HRE, KE: S 8 2, Eli — E Ek AT BRE, Huxfm— 
8 ab ÉL 2S 3 fS XU SERE, 
如 果 不 从 具有 任意 Bravais-Miller Së (448) REHE, du M RE — gg 
AF E: RIR REE A PE d (101038 HAZ , (4 — 17) rh 124 XE RR EE LT ERES L3 
下 3 个 对 称 性 上 等 效 的 面 , 它 们 的 推 煞 依次 是 
(1010) (1100) (01190) (4-19) 
这 是 因为 《1010) 面 本 身 就 具有 一 定 的 对 称 性 ， 式 《4-17) 中 所 列 的 点 群 G 中 的 1, 
m[001], m[010], 2[210] 这 四 个 操作 都 把 C1010) 面 变换 成 它 自 己 , 这 四 个 操作 构成 的 
H= mm? = (1, mi9001], m[010], 2[210]j 
Zb r= 4. 群 G = 6m2 的 12 个 对 称 操作 分 成 了 三 组 ,每 组 内 有 4 AARRE SS 
组 操作 把 (1010) 面 变换 成 回 一 面 , 三 组 操作 把 (1010) 面 变换 成 式 《4-19) 所 示 的 三 个 而 
这 三 个 面 构成 三 棱柱 ， 所 以 称 这 种 特殊 晶 形 为 三 杰 柱 晶 形 ， 其 多重 性 为 “一 9 一 12 
d = 3, 
一 般 面 本 身 没 有 任何 对 称 性 。 在 极 霖 投影 图 由 ，4 个 一 般 面 的 极点 都 不 在 对 称 元 素 
b. 特殊 面 本 身 具 有 用 点 烙 H 描述 的 对 称 性 ， 特 殊 面 的 极点 也 就 位 于 某 些 对 称 九 素 的 
变 点 处 ,相应 于 这 些 对 称 元 素 的 点 操作 就 组 成 特殊 面 的 点 群 H, 其 阶 为 ~。 因此 ,特殊 面 
am Är ui Sir: 个 一 般 面 的 极点 向 这 些 对 称 元 素 的 交点 汇集 且 合 并 而 得 ， 因 和 击 特 号 向 
的 极点 的 数目 (特殊 晶 形 的 多 重 性 ) (= sir. 
所 群 图 表 的 主要 内 容 就 是 关于 晶 形 的 条 目 ， 一 般 晶 形 列 在 最 上 面 一 行 ， 往 下 按 多 章 
性 递减 的 顺序 列 出 各 种 特殊 晶 形 。 每 种 晶 形 用 一 个 字母 标记 ,叫做 Wyckoff 字母 ， 由 表 
的 最 下 一 行 往 上 按 Gy b, eco, ERE RS. 每 一 行 从 左 到 右 各 栏 的 内 容 是 : 
《1) 最 去 栏 是 该 晶 形 的 多 理性 *， 即 等 效 面 的 数目 。 例如 点 群 6m2 的 一 般 唱 形 的 
s= 12, RE RAN: 3, 
(2) ëm KR Wyckoff 字母 。 如 点 群 6m2 89—REGRUDBRS Wyckoff FÈRA 
€, TRIERER Wyckoff 字母 为 b, 
(3) 第 三 栏 是 该 种 面 本 身 的 对 称 性 ， 用 取向 关系 确定 的 点 群 符号 ， ”一般 章 形 的 而 


«93 ， 


《一般 向 ) 的 对 称 性 点 群 为 1, 没 有 对 称 性 . 特殊 面 则 有 一 定 的 对 称 性 ,如 点 群生 m2 的 35 S 
形 的 而 的 对称 性 为 mm2, 

(4) ant ré SE, on Ech 双 三 骨 双 校 锥 "和 “三 棱柱” 诗 ， 第 四 栏 第 
二 行为 态 形 名 称 , 详 见 4-8-3 节 ， 

(3) 第 卫 栏 是 该 量 形 的 对 称 性 上 等 敬 的 一 组 面 的 Miller JS CA), SHARA d 
RRR, WH Bravais-Miller 指数 CiD, AE 下 十 才 十 二 一 0， 例 如， 上 例 中 式 (4- 
18) PUBLIER 6 m2 的 一 般 晶 形 《LI2e MAE) 的 一 组 面 指数 ， 式 (4-19) 列 出 的 是 三 谈 
往 晶 形 G5 RE) 的 一 组 Bravais -Miller 指数 ， 

MHAR mm 的 Miller 指数 分 区 排列 。 左上 区 属于 点 群 233， 右 上 区 是 将 左上 区 
施 以 20110) 操作 而 得 ， 下 面 的 区 由 上 面 的 区 施 以 倒 反 操作 工 而 得 。 其它 立 方 点 群 的 
Miller 指数 也 按 类 似 的 原则 分 区 。 
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PARARE Hk ATARA TORRE, ARAE LAERE 
影 图 中 的 点 就 代表 一 般 点 ， 每 个 点 代表 着 一 个 原子 的 中 心 。 一 组 对 称 性 上 等 效 的 点 测 点 
形 。 可 将 点 形 区 分 为 一 般 点 形 《 由 一 组 本 身 没 有 对 称 性 的 一 般 点 组 成 ) 和 特殊 点 形 ( 由 一 
组 位 于 对 称 元 素 上 的 特殊 点 组 成 )， 把 这 一 组 点 中 最 近邻 的 点 连 成 直线 段 所 得 到 的 多 闸 
体 或 多 角形 与 相应 的 晶 形 的 多 面体 互 成 对 偶 关 系 , 两 者 具有 同样 多 的 楼 边 ,两 者 的 面 数 与 
MAREM. | 

例如 , 点 群 6m2 的 一 般 晶 形 的 多 面体 呈 双 三 角 双 楼 锥 形 ， 而 一 般 点 形 的 多 面体 齐 呈 
RE CENE. HERE 35 的 多 面体 于 三 楼 柱 形 、 而 特殊 点 形 35 的 多 面体 刚 为 过 蛛 点 
I) --f87E, 

ma Etik dE ssp AKAR REDE RACE DU ER. CEREREA 
卷 中 用 斜体 英文 字母 印刷 ， | 

RUBER EDU dT AF BUE ESAE ICE DETESR (AD, RERA S s BOUE 
box, Y. sx。， 求 相应 的 等 效 点 的 坐标 的 方法 有 下 列 两 种 : 

(1) 21 RS E, 空间 群 图 表 的 内 容 介 绍 详 厚 本 书 第 8 章 。 点 群 图 表 中 在 点 形 
名 称 后 括 弧 内 给 出 了 一 个 Wyckoff 字母 , 查 属 于 该 点 群 的 简 半点 阵 ( 起 始 大 写字 母 为 P) 
点 式 空间 群 (点 式 空间 群 的 概念 详 见 $7-2) 的 该 Wyckoff 位 置 的 等 效 点 的 坐标 , 就 是 这 
点 群 中 这 种 点 形 的 等 效 点 的 坐标 , 

例如 ， 图 4-9 所 示 点 群 6m2 的 12e 一 般 点 形 的 名 称 “ 截 楼 三 楼 柱 ” 之 后 括号 内 的 字母 
X oo, HARER P6m2 《第 187 号 空间 群 ) 的 Wyckoff 位 置 12。 的 等 效 点 的 坐标 , 见 
四 际 才 Ai 第 577 页 ,得 点 焙 6m2 的 12e 截 楼 三 楼 柱 点 形 的 等 效 点 的 坐标 如 下 : 


Za Y, Z ys xX-—y,z x + y, X5 z 

ge bh z _ ys X — y, a z+ y, EP z ! (4-20) 
ys Za 2 x y, y» F4 X5 X — y. Z | 

y» X, 2 X 十 ys ys z y. Er fa x 


IARE 5m2 的 扯 点 形 名 称 " 过 原点 的 三 角形 "之 后 括号 内 的 字母 为 为 查 空 间 群 P6m2 的 
Wyckolf 位 置 好 的 等 效 点 的 坐标 ,得 点 群 6m2 的 35 点 形 的 等 效 点 的 坐标 如 下 : 


= 94 * 


z. x, Ü X, 2x, 0 Ze, Ss D 
(2) HARRERA: 在 3-4-2 TP E WERL SRAREBJUIRECESRM PE 55 E 
REEERE GR. Pen 2, Ie T ARR 53828 DL, FUE EE c SCR 
指数 村 的 入 不 了 分 别 变 成 x. y, z, MEBRAN. TARA BIRR, MI 
1-9 ET. 
3 4-9 X< shak SES (Ail) 与 等 效 点 坐标 x, y z HA 


S AT Bravais-Milier JEU 等 获 点 坐标 
UT TI X4 y, š 
AAhil y, *> z 
hihi Z+ y, X, £ 
ik hi F, X + ys z 
zkt VY. X — Ys € 
hik 1 £— y, Y, z 


例如 ， 按 索 4-9 的 方式 把 式 《4-18) 中 所 列 点 群 6m2 的 一 般 晶 形 的 面 指数 变 丰 党 
标 、 立 即 可 得 式 《4-20) 所 示 一 般 点 形 的 等 效 点 的 坐标 , 耐 且 两 者 的 顺序 也 是 一 致 的 . 


E 题 
1.(1) 证 明 : 当 2,3, 4 次 轴 中 尾 两 支 转轴 组 舍得 第 三 支 加 时，2 次 铀 与 3 次 轴 之 间 的 夹 角 为 35,26"， 
3 v Hh 35 4 victor JRIRU e f 29 54.747, 4 次 轴 与 2 次 轴 之 间 的 夹 角 为 45 ， 
(2) X4 2, 3, 5 次 轴 中 尾 两 支 轴 组 合 得 第 三 支 加 时 ,请 计算 这 三 支 轴 两 两 之 间 的 类 角 ， 
EIERE 的 点 对 称 操 作 阜 阵 求 出 下 列 点 群 的 一 般 等 效 点 的 坐标 ， 并 与 附 有 3 中 的 等 效 点 系 极 亦 投 
xi Ed pb fx. 
(1) HER 32m (Da); 
(2) 点 群 622 (D4), 
. 试 证 明 2[100], moro] 和 »[oot] —"- AXERBEIETREIET BAJ T BI 8. 
(1) 用 点 对 称 操作 矩阵 乘法 证 明 ; 
(2) AFAA; 
(3) 由 宫 作 变换 定理 证 明 . 
在 此 基础 上 说 明 点 烙 Da 已 包含 有 9，. 
4.(1) 就 点 群 622 (D,) 的 特例 证 明 双 面 群 定理 ; 
Ci) 用 点 对 称 操作 矩阵 溢 法 证 机; 
(3) 用 等 六 点 图 示 说 有明; 
(ui) 用 操作 变换 定理 证 明 。 
(1) 就 点 群 5mm (Ca) 的 特例 证 明 : 如 果 一 个 点 群 中 有 一 张 铬 垂 镜面 m[100] 平行 于 一 支 " 次 
旋转 轴 a[001], 那 末 总 共 将 有 +* 张 铅 重 镜面 平行 于 此 *[001 ] 轴 而 相 邻 的 两 张 铅 和 三 镜面 的 夹 角 为 
+ 
(i) HARRER; 
(ú) AFA AAR: 
《ii》 册 操作 变换 定理 证 明 ; 
(iv) 由 点 群 Ce SREE D, 同 构 的 关系 用 双 面 群 定 理 证 明 。 
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(3) 在 上 一 小 题 的 基础 上 ,说 明 点 群 6mm(C,,) tgp T oss RS HR E BT DR EE 
5 举例 说明 * 除 主轴 外 ， 
(1) 点 群 Dns 中间 一 种 对 称 元 素 都 只 形成 一 套 共 纪 对 称 元 素 .。 = 为 奇数 时 的 点 群 Cars D. H 
D,, HAES 
(2) s 为 偶数 时 的 点 群 C... D. 和 D,, DR ES Sta niha ESL EE 2 58. 
6. 试验 外: 
C1) Ce, $, 和 = 为 奇数 的 “ss 是 循环 群 ; 
(2) Di, Du, C, 和 和 # 为 偶数 的 Ca PERAR ADASA, 
TCD ARAR ARE 622(D,) 的 全 部 对 称 课 作 ; 
(2) 列 出 点 群 622(D,) 的 全 部 真子 群 及 每 个 子 群 内 的 对 称 操 作 。 E hBi EA PIB TE pe 
TESH? MERRER EE EMR? 
(3) £u TARRA RER 53 3E 8B 25 RR PEL REST: Rs. 
3. 列 出 上 下列 点 拜 中 的 对 称 操 作 ， 并 指出 互相 同 构 的 点 群 中 对 称 抬 作 的 一 一 对 应 关系 。 900,). Gan), 
222(0,), mm21(C,,), 422(D,), 4mm(C,,), 432m(D,). 
9.(1) 请 核 让 。 点 群 23CT) np E EIAS Fp tgn 26; 1,3/-2«1000, 47 3* 1112, 4 个 
3741115; 
(2) 请 根据 T: = T@ (1, 1) 得 出 点 群 sTo 中 划分 共 辆 类 的 情况 ， 
i0.(13 4A EE 43200) 和 33mfTo)， 是 同 构 群 。 请 给 出 这 两 个 点 群 中 对 称 操作 的 对 应 关系 并 核 证 它 fi 
划分 共 胃 类 的 情况 从 为 1， 8 个 321112, 3 78 240005, 6 P 241105, 6 8- 44100» RE 1, 5 4" 341112, 
3 4 241005, 6 + méllo», 6 4-341005; 
(2) did E mim(O,) 5A 43200) 的 关系 得 出 点 群 m3m(0,) rA dC EUR. 
.偶而 用 122, 3/m2 40432 描述 三 个 晶体 学 点 群 的 对 称 性 。 它 们 的 习惯 符号 是 什么 ?这 些 点 性 有 什 
公公 闪 的 东西 ? 
. 利用 附录 4 作出 下 列 点 群 的 薪 法 表 , 并 请 各 举 数 例 用 对 称 操 作 乍 阵 的 彻 法 验证 
(1) 42m; 
(2) 3m, 
:下 列 客 休 的 对 称 性 局 于 什么 点 群 ? 
(1) 一 个 哑铃 ; 
(2) — HEH 
(3) 一 小 正八 面体 ; 
(41 一 个 正四 面体 ， 
(5) -EP CPA BLT., RA e E SEN, 
,下 别 分 子 或 岗子 团 的 对 称 性 可 用 何 点 群 描 述 ? 
(1) H,O (A 4-10(a)]; 
(2) COP LES 4-10(b)， 四 个 原子 的 中 心 处 于 一 张 平 面 上 1; 
(3) NH, [Bj 4-10(c0), =+ RÁAETAIEZ ES SENE = HUE TUN CF br T E= EHE ID N 
(4) 1,2 — C. [图 4-190000, 六 个 原子 的 中 心 处 于 一 张 平面 上 1 
(5) CCL, [Wi 4-10(8), 四 个 Cl 位 于 以 2 为 中 心 的 正四 面体 的 项 点 二 
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(6) zx CIS 1-2). 
15. 2 BT US GA BA IRSE VRBE Got [i AERE ALS GG R PEA a EIUS. WAARA Slim É F 
JJ & pk PRODEST] ER EE ; 


(1) SnO, [F3 4-11(2)]; 
(2) NalG,*3H,O [Ë] 4-11(5)2]; 


e Jj a 


"^ 


, 0,96 À; SE TE f 04.5" ò 
- WE, "men, H— N— Ha fh 106.6" 
(a) H, Ü SES. 129A :O- C-O x 0120 (el NH: 
(b CO; 


Ci- C— CI fq t08,5° 
Idi HC CHC (ek CL 


图 4-10 JZPTRRAETAUMTEHNRUSH. A (a), (b) 55D 中 各 原子 的 中 心 处 于 一 张 平面 上 * 
得 图 (e) 与 (e) PURE 


(e) 


图 4-11 STRESS RO 
(ay S10. 左边 为 透视 图 ; 右 图 浴 四 次 轴 观 察 ; (b) NalO3H:D， 左边 为 透视 图 * 右 图 设 三 次 
HAR, (c) R5. Oo, dE 25 LES en EE 
(3) K,S5,0, [图 4-11(6) ] XXE BÀ GE ICT HER DRE RER T i POPE, 

16. 2 AK ES KT E HE E neo unten 把 同类 原子 当 作 等 直径 刚 球 ， 它 们 在 平面 上 构成 图 
4-12 有 未 的 等 径 刚 球 的 密 排 层 。 TE ABINERA BEC 两 种 等 价 的 同 孙 ， 在 图 4-12 th, BIRIBR 
的 竺 征 是 近乎 三 角形 了 疝 随 的 其 用 朝 下 ,5 间 赂 的 特 和 证 基 近 乎 三 角形 闻 阶 的 顶 极 朝 上 .第 二 宫 出 球 的 

"pene ARERR CARES., HORBUBEREOHEKCTGE aE T E DXPHERA I aB. Gd, 


. gj ^ 


20. 


船 在 A 层 之 上 的 或 为 8 层 或 为 C 层 ，B 层 的 刚 球 上 文 有 4 及 上 两 种 间隙 ,C 层 上 又 有 Am B PS Shim] 

ES to HE ER =, 

(1) gb— TERI ERO HE RULES AREE? 

(2) 若 同 样 的 密 排 层 在 层 的 靶 线 方向 一 层 正 对 着 另 一 层 如 444 4e RIED, SIEG SE HL 

哪些 点 对 称 元 素 ? 
(3) 若 堆 课 方式 为 4848.…， 就 得 到 许多 纯 金属 (如 Be Ms. 
Ti, Ze, Os, Zn 和 Cd) 所 具有 的 六 角 密 堆 结构 。 试问 六 角 窗 
堆 结构 在 何 钼 其 有 何 种 点 对 称 元 素 ( 点 对 称 元 素 指 旋 转 和 A 5 
轴 , 包 括 对 称 中 心 和 镜面 )? 

17. 一 个 点 群 为 m3mCO,) 的 最 体 在 10011] 方向 的 单 轴 应 力 的 作 四 
下 了 畸变。 量变 后 晶体 的 点 群 是 什么 ?” ERES [111] 方向 ,点 群 
又 是 什么 ?在 这 两 种 畸变 晶体 上 加 上 电场 就 会 去 掉 对 称 中 心 C 
时 晶体 各 属于 什么 点 群 ? | 

18. 试 证 明 捐 数 为 2 IST PPE EE IB T SERT 
是 最 大 子 群 . 

19. 讨 论 晶 体 学 点 群 mm2 的 子 群 与 导 群 : 

(1) mm2 有 哪些 最 天 子 群 ? 每 个 最 大 芋 群 保留 了 mei 的 哪些 对 称 操作 ? 

(2) 哪些 最 大 子 群 是 正规 子 群 ? Hen RC tn ES 为 什么 ? 

(3) mm2 ARARE? mm BREED E RE? 对 哪些 母 群 mm2 不 是 正规 子 群 7 为 

什么 ? 

(4) mm2 总 共有 哪些 子 群 ? 

(5) mm2 总 共有 哪些 母 群 ? 

观察 图 4-9 所 示 点 群 6mz HEH: 

(1) 指出 表 中 所 列 每 个 一 般 面 的 面 指数 对 应 于 极 未 投影 图 中 的 哪 一 点 ; 

(2) 请 给 出 64 属 形 中 特殊 面 的 极点 的 极 厅 投影 图 和 这 电 形 的 多 面体 ; 

(3) 6d 晶 形 每 一 特殊 面 由 晤 些 一 般 面 合并 而 得 ? 这 特殊 面 的 点 对 称 人性 是 什么 ? 

(4) 用 4-8-3 节 所 述 两 种 方法 求 54 点 形 的 等 效 点 的 坐标 , 绘 出 这 点 形 的 多 面体 多边形 ) 并 说 阴 它 


与 64 唱 形 鬼 多 面体 的 关系 , 


图 4-12 59 (eR ER HET HE. 
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第 五 章 ”点 阵 . 晶 系 与 晶体 学 中 的 坐标 系 


夺 第 四 章 我 们 讨论 了 由 点 对 称 操 作 构 成 的 点 群 ,但 晶体 具有 含有 平移 的 对 称 操作 . 含 
平移 操作 的 对 称 操作 不 能 使 空间 中 的 点 复原 ,但 通常 的 最 体 尺 寸 很 大 , 远 远 大 于 党 子 的 疝 
滤 ， 我 们 可 以 认为 空间 是 无 限 的 ,内 而 也 可 以 说 含 平移 的 对 称 操作 使 空间 不 变 , 这 样 的 对 
称 操作 构成 的 群 叫 空间 群 。 为 了 深入 研究 空间 群 ， 必 须 研究 点 操作 与 平 称 的 相互 作用 与 
相互 制约 ， | 

# $ 1-4 中 已 经 讨论 了 平移 对 点 操作 的 制约 ,使 得 晶体 中 的 对 称 轴 的 轴 次 只 有 L, 2, 
3,4, 6 五 种 ， 据 此 可 以 推断 出 最 体 中 只 有 32 个 点 群 。 平移 使 得 滑 移 面 的 平移 重 为 平移 


方向 周期 的 一 半 ， 螺 旋 轴 的 平移 量 + 一 t, XH m 5 n 部 是 整数 ,= 为 螺旋 轴 的 辐 次 ， 


m—1,2,:-,2— 1, 是 螺旋 轴 的 轴 向 的 平移 周期 见 1-3-1 H. 最 后 读者 不 难 证 
JU, 除 平 甫 的 一 次 轴 外 , 晶体 的 任何 对 称 轴 必 与 一 组 一 维 点 阵 平 行 , 并 与 一 组 二 维 点 阵 
焉 直 。 对 称 面 必 与 一 组 一 维 点 隆重 站， 与 一 组 二 维 点 阵 平 行 ， 以 上 讲 的 是 平移 对 对 称 元 
素 的 制约 ， 当 这 些 对 称 元 素 进 人 晶体 点 阵 之 后 ,又 会 回头 来 制约 平移 群 和 点 阵 的 类 型 ,使 
得 可 能 的 三 维 (空间 ) 点 阵 类 型 只 有 14 Rp, BD 14 Bravas 点 阵 ， 在 $5-1 中 我 们 介绍 
14 种 Bravais 点 阵 的 推导 ， E 55-2 则 讨论 如 何 将 空间 群 划 分 成 晶 族 、 咒 系 和 Bravais 
系 , 并 讨论 单 胞 的 几 种 选取 方法 之 则 的 关系 ， 

对 应 于 每 个 晶体 点 阵 (正点 阵 ) 有 一 个 相应 的 便 易 点 阵 ， 在 $5-3 paS A Aa A 
上阵， 再 讨论 它 与 正点 阵 的 倒 易 关系 。 至 于 傅 易 点 阵 和 倒 萄 空间 的 对 称 性 则 留待 第 士 二 章 
中 详细 讨论 。 在 研究 不 同 晶 体 结 构 《 见 第 九 章 ) 之 间 的 关系 ,研究 相 变 和 群 - 子 群 关系 ( 详 
风 第 -| 第) 时 ,和 常常 需要 对 坐标 系 进行 变换 。 上 此外 , 单 壬 、 正 交 各 莪 面体 空间 群 的 坐标 系 通 
汕 有 不 同 的 取 法 ;许多 工作 还 需要 在 约 化 胞 ?与 惯用 唱 胞 之 间 进 行 变换 ;等 等 。 为 此 ,我 
们 在 55-4 讨论 唱 体 空间 《 实 空间 ) 的 坐标 基 矢 变换 后 引起 的 倒 易 点 隆基 天 、 点 阵 方 向 指 
数 , 坐 标 和 点 孟 平 面相 数 的 变化 ,以 及 坐标 变换 对 单 胞 和 倒 易 单 胞 的 体积 ,对 度量 张 量 ,对 
于 对 称 操作 矩阵 的 影响 。 这 些 知识 在 晶体 学 ,X 射线 和 电子 衍射 分 析 等 工作 中 都 很 有 并 . 


$ 5-1 Bravais 空间 点 隆 t4] 


5-1-1 推导 空间 点 阵 的 方法 


把 二 维 点 阵 用 一 个 不 在 此 点 阵 平面 内 的 平移 矢量 周期 地 重复 刚 得 三 维 点 阵 。 换 条 话 
涪 , 三 维 点 阵 可 以 看 作 是 二 维 点 涟 堆 琛 而 成 。 设 二 维 点 阵 的 基 矢 是 a 5 b. 联系 相 邻 两 层 
二 维 点 阵 的 矢量 是 所 , 对 每 一 个 晶体 学 点 群 , 首 先 找 出 与 该 点 群 主 加 相对 应 的 与 该 主轴 
垂直 的 全 部 二 维 点 阵 ; 再 适当 地 选择 所 有 可 能 的 忆 ， 使 得 堆 琛 而 成 的 三 维 点 阵 基 有 该 品 
体 学 点 群 所 要 求 的 对 称 性 。 表 5-1 28 4 栏 中 列 出 的 就 是 具有 该 行 第 1 栏 所 列 点 群 的 对 称 
性 的 所 有 的 平面 点 阵 , 第 5 栏 则 是 所 有 可 能 的 一 za + yb + ze. 


. HU e 


5-1 空间 点 阵 类 型 的 推导 


t | 2 3 4 | 3 6 7 
Pr Fk S pa Pe J ky hz 221 PERS ME kes SXJE) AE 
作为 代表 | 点 阵 上 应 有 具有 mA... CH 
点 群 的 中 心 对 的 对 称 性 阵 的 | L yb + se £s SS 
PMAR 《点 阵 点 群 ) | 类 型 
b. T I $E ryz masma aP 
Dor 简单 单亲 | mP 
à m. E 1 | mi mA, 
0 y BRA |mB,mC,min) 
0 0 * | Mim | oP 
Llc | &oxz e! 
22 2 Q La 
lié, mmi. — — "EN 2 
n rh o ` oS(o. 
Bil ^ 
One | eB, ec) 
n i x 面 心 正 变 aF 
Gi Z 0 0 x che i 
d 1 体 心 四 i 
422, 4mm, dim; 3 2 2 237 人 
| mmm 
3, 3 i i N SS i Ik IT 
32, im, 3 SS 0 0 = 简单 六 角 kp 
6, 6, É 
0405 [8] 87S RI AP 
622, Dam, 62m, H z 2, 
TF] 3 fM 
b 0 1 | 简章 立方 eP 
33, 233 — | 
m > ER > 体 心 立方 | et 
4.2 ! 
432, dim ee " Ü Y 面 心 立方 | ef 


在 推 时 的 过 程 中 需要 记 住 ,无 论点 群 是 否 其 有 对 称 中 心 , 具 有 该 点 群 的 对 称 性 的 空间 
点 阵 总 是 站 心 对 称 的 。 这 是 因为 ， 如 染 点 阵 中 有 平移 周期 t， 就 必然 也 存在 着 平移 周期 
— t. BI, 我 们 只 需 寻 求 11 个 中 心 对 称 的 所 群 的 晶体 点 阵 就 够 ， 即 对 于 表 5-1 第 1 
这 中 所 列 绽 个 点 群 , 内 需要 对 表 中 第 2 栏 所 列 的 代 骸 性 的 点 群 进行 研究 ， 

不 仪 如 下 ,在 5-1-2 节 中 我 们 还 会 着 到 ,对 于 具有 3 次 轴 , 4 次 轴 和 56 次 名 的 晶体 ,其 


宕 (本 点 隆 白 动 地 分 别 具 有 3m, 4mm 和 6mm 对 称 性 ， 因 此 ,与 点 群 Z 3 相 协 调 的 点 阵 也 


日 动 具 有 三 张 平行 于 3 次 轴 的 镜面 ， 即 三 张 垂直 于 《1107 方向 的 镜面 。 换 名 话说 ， 点 群 
m3 的 点 阵 也 其 有 m 3 m 对 称 性 ， 这 样 ,我 们 就 只 需 研 究 表 5-1 第 3 栏 所 列 的 七 种 点 阵 点 
放 ， 找 山 县 有 这 些 点 群 的 对 称 性 的 点 阵 ， 即 与 这 些 点 群 相 协调 的 总 阵 。 从 这 个 意义 上 来 


s LOD: 


说 ,可 以 把 32 MAR (RR) 分 成 七 大 品系 ,每 个 晶 系 所 属 的 唱 类 有 相同 的 一 个 或 若 二 公 
ki. 

RITA % ARS ide FEL LA BRL f ë FL RB TR Ek TC E š 2-2 :5 
那 伴 ， 此 时 不 仅 唱 胞 的 顶点 处 有 阵 点 , PE SR IRL IFI II RT REC PS ODER, MÆ 5-1. 
Ax 5-2 列 出 了 各 种 简单 或 有 心 点 阵 的 符号 . 


附加 阵 点 的 位 置 


| 
AEE) — 1 
7 ZEE XV 早上 胞 中 心 2 
5 4 Ai. WD (100) SC 2 
S B it^ Bm. BD (010) 而 中 心 2 | 
£ CC C t» Bil (001) 而 中 心 H 
F 面 心 A, B, C 面 中 心 4 
e | mu PTT 
BIA sa Ra E: HAILA 
《用 六 角 坐 标 系 正 放置 对 ) | 


5-1-2 空间 点 阵 类 型 的 推导 


表 5-1 概括 了 推导 空间 点 降 类 型 的 过 程 ， 如 前 所 述 ,空间 点 阵 自动 地 具有 对 称 中 心 ， 
"al 2 时 ,还 自动 地 具有 铝 垂 镜面 。 因 此 ,空间 点 阵 必须 具有 表 5-1 第 3 栏 所 列 点 群 之 
-的 叉 称 性 。 在 多 数 情况 下 ,在 推导 的 过 程 中 ,我 们 只 需要 点 阵 的 玲 井 具 有 该 类 点 群 中 对 
称 址 最 低 的 点 群 的 对 称 性 就 够 了 。 现 将 推导 14 种 Bravais 点 阵 《图 5-1) 的 菜 些 绩 节 介 
zi RH F. 

L. 对 称 性 1 


1 änt base Sp IS OR E RH, 故 采 用 单 胞 为 平行 四 边 形 的 平面 斜 交 点 阵 ， 
i 次 轴 对 4 也 没有 限制 ， 因 此 ,与 1 次 轴 相 应 的 点 阵 的 初 基 单 胞 是 任意 的 平行 六 面体 , 见 
图 5-1 中 的 点 阵 aP, 

2.3 inj 2 


由 图 2-5 可 见 ，2 次 轴 要 求 的 平面 点 阵 仍 为 平行 四 边 形 平面 点 阵 。 但 r KERES 
的 了 , 仅 当 各 玲 深 层 的 ? KWIREGM AERIS RATE RA OE 2. Bib, t 


具有 四 种 可 能 :0,0，z, 3, Ts, i ,0,2, 900, 1 s. H 17 (0,0, DRA AAE =P 
T D EINEN ml ， 因 为 ,既然 第 1 层 点 阵 平面 相对 于 第 0 层 的 
证 移 tm (i ha) WE: 层 相对 于 第 0 层 的 位 移 就 是 e = C0, 0, 2), KE z ~ 


Lem TUAE. "oto (0,1,1) 时 ,得 到 4 心 单 斜 点 隆 m4， 但 若 重 新 选取 基 


A a= a,b = a + b lit Sha 2 25845 FUB 2 次 轴 的 对 称 性 ), HU A DEAE 
此 成 了 体 心 单 斜 点 阵 。 同 理 ，8 心 单 斜 点 阵 也 可 变换 成 体 心 半 斜 点 阵 ， 反 之 ， 体 心 单 八 
PEIE RI 28 Fa (A Tank B Us) PA a AE, 

因此 ,具有 2 次 轴 的 对 称 性 的 空间 点 阵 只 有 两 种 , 即 简 单单 斜 与 侧 心 单 斜 点 阵 ， 它 们 
WJ AER LES 5-1 中 的 局 阵 mP 与 mC, 

3. 2p ARTE 222 


在 此 用 mm 对 称 性 代替 222 较为 方便 ， 这 是 因为 在 $ 2-3 已 推导 出 只 有 mm 2 (R 
Imm) 对 称 性 的 两 种 平面 点 阵 中 对 称 元 素 的 配置 。 先 考虑 简单 矩形 点 阵 ， 见 图 2-10， 只 


有 mm? 对 称 性 的 轴 的 z, y 坐标 有 4 种 : 0.0; — Zi ph 和 o, HE, Be 


mm2 X RAE BUZS SLE HO Me ERR RE h 只 有 四 种 ，0,0， nl. rs T 0, 2 R0, —, e, 


由 应 的 空间 点 阵 是 简单 正 交 oP, 体 心 正 交 of ,B 心 正 交 0B 以 及 4 心 正 交 o4， 但 后 两 者 
SERIL 再 考虑 c L E Je aE (l 2-9 (b))， 这 时 上 只 有 mm2 对 称 性 的 轴 的 *，Y Sé 


0 0 二 0, I A 0, 相应 的 空间 点 阵 是 C 心 ,C 心 ， 面 心 与 面 心 正 交点 跨 . Bl 
2 2 
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此 ;四 种 点 降 类 型 , 即 简单 正 交 《图 5-1 中 的 op)， 体 心 正 次 【图 5-1 hajol, EX 
(图 5-1 中 的 oC) 和 上 晤 心 正 交 (图 5-1 中 的 of ) 都 具有 二 Z 对 称 性 ， 


4. zë A 

具有 对 称 性 4 的 平面 点 阵 是 正方 点 阵 。 由 图 2-6(b) 可 见 ， 可 能 的 二 是 0 ,0 , z 55 
- e, Plt Pep EIS ID (Md 5-1 中 的 iP) 与 体 心 四 方 (图 5-1 rng I) ER. SE 
然 这 两 种 点 阵 自 动 地 具有 二 二 二 对 称 性 ， 

5. 对 称 性 3 

由 图 2-7 可 知 , 具有 对 称 性 3 的 平面 点 阵 是 单 胞 为 120。 雁 形 的 六 角 点 阵 ，3 bli 
0, 0; TRE EE 2 点 ， 对 应 于 两 种 点 隆 。 简单 六 角 点 和 阵 (6 = (00, 见 图 5-1 中 


的 ip) RUE THE AE (图 5-1 中 的 HO, RET 6m 2, i a R LL Tuus e 
3 ciii 1809 就 使 其 中 之 一 变 成 另 一 个 , 故 它们 局 为 一 个 点 阵 . 
亚 然 , 萎 面 体 点 隆 和 简单 六 角 点 阵 都 自动 地 具有 3 二 对 称 性 ， 


6. 对 称 性 6 
具有 对 称 性 6 的 平面 挟 阵 是 单 胞 为 120” 厌 形 的 六 用 拟 阵 ， 且 6 次 町 必 须 过 0, uc 
《图 2-8)》， 故 避 只 可 能 有 一 种 ， 重 一 0.0, zs， 对 应 于 简单 六 角 点 阵 《 图 5-1 中 的 AP). 


显然 ,简单 六 角 点 阵 具 有 "^ 二 xdi, 


7. d ARE 23 


最 简单 的 方法 是 找 出 具有 对 称 性 3 的 点 阵 , 即 先 找 出 具有 对 称 性 mm 的 平面 


SUE HE EIER EE ER tur: ER, GR 
问 点 阵 有 了 四 支 位 于 4mm USE E E = wk Sh, 注意 ， 1E2; 5 EERURS PLEASE pr UIS JE SR) 
HARA CER 45? 角 ， 其 中 之 一 套 是 m,, 通过 & sk b 轴 ; 5 — DES Bk 
ma HA a+b $ a—b, WA 5-2 因此 ，3 次 辅 相对 于 正方 点 阵 也 有 了 丙种 不 同 的 
(rf. BD. (a) 位 置 ， 3 RRENA m E; (b) 位 置 : 3 次 轴 在 铅 垂 镜 E m, E, 


此 外 ,如 讨论 对 称 性 4 中 已 指出 的 , 有 两 种 可 能 的 什 ，0, 0, x 5j P I rz， 因 此 ,总 
共有 4 种 可 能 的 组 合 : 

3 次 轴 在 Ca) 位置 

f; 一 0,0,1， 得 简单 立方 点 阵 (图 5-1 中 的 cP); 


上 二， 得 体 心 立方 点 阵 (图 5-1 中 的 er). 


l 
t m— —— Weeer 
SEE LE 


e 103» 


3 cfe (b) 6r Ër: 
t, x 0,0,2, 个 可 能 ; 


NE NC S 
tom 了 ,于 于， 得 面 心 立方 点 阵 C 5-1 中 的 cF). 


0 六 ， 即 表 5-1 第 5 栏 所 列 之 值 


以 上 的 考虑 发 现 了 在 对 称 性 上 各 有 特点 的 14 种 晶体 学 空间 点 阵 ， 它 们 的 名 称 和 符 
号 分 别 列 于 表 5-1 第 5 和 第 7 栏 ， 并 示 于 图 5-1, 叫做 14 种 Bravais pi]. à W í OX 
Bravais 首先 指出 恰 有 14 种 后 阵 ， 


Bai 立方 点 群 中 3 次 轴 祖 对 于 正方 平 看 点 阵 的 两 种 位 置 


65-2. AE. AR, Braveis 系 和 晶体 学 中 的 坐标 系 [243] 


5-2-1 品 族 、 品 系 与 Bravais X" 


根据 空间 群 属于 何 种 晶体 学 点 群 ,可 将 晶体 分 成 3 个 晶 类 , 32 个 晶 类 又 可 进一步 归 
并 成 七 个 品系 ， 即 三 斜 , 单 斜 . 正 交 四方、 三 第 ,六 角 和 立方 量 系 。 七 个 晶 系 的 名 称 , 各 包 
含 哪些 晶 类 ,属于 该 遇 系 的 空间 群 的 个 数 分 别 列 在 表 5-3 第 3, 4, 5 F, 

晶体 学 要 研究 原子 在 晶体 中 的 几何 排列 及 这 种 排列 带 来 的 各 种 效果 。 为 描述 原子 的 
几何 排列 ,必须 选择 适当 的 坐标 系 。 原 则 上 诚然 可 任意 选 一 坐标 系 , 但 当 取 对 称 性 较 高 的 
组 为 坐标 轴 时 问题 较为 简单 ,这样 得 到 的 单 胞 叫 惯用 晶 胞 .惯用 唱 胞 不 一 定 是 初 基 的 ， 表 
5-3 中 第 6, 7 栏 列 出 了 对 应 于 每 一 晶 系 的 惯用 蝇 胞 的 形状 (对 单 胞 做 数 的 限制 } 和 待 测 的 
"f re s 

有 两 点 需要 特别 说 明 , 一 是 单 斜 量 系 , LE 为 唯一 性 轴 (平行 于 2 RID PUR SU 
E (AX 5-D 外 , 剧 体 学 家 们 习惯 于 另 一 种 晶 胞 选 法 ,让 6 为 唯一 性 轴 (平行 于 2 xD, 
LA 5-1。 二 是 关于 三 角 晶 系 。 三 角 晶 系 的 晶体 ， 即 点 群 为 3, 3, 32, 5m 和 3m GEO 
抵 可 能 民 于 北面 体 点 阵 , 如 空间 群 为 R3. R3, R32, Rim, R3c, R3m, R3c 的 7 Sizé 
fk, Ab 5188 RT TRUE wEB P3, P3, P312, P321, P3lm,--- RJ 18 Bhd ik, [A 
ib EX 5-3 c, fai ERO 2S LEE RI ER C, EE 92 2S TR USA ASRA R. 

根据 空间 群 壤 于 何 种 Bravais 点 阵 , 可 以 将 节 体 分 成 了 个 Bravais R, Rus s 


a 104 + 


5-3 ZRS. AR, Bravi 系 与 惯用 举 标 系 


正 交 222, mm2, mmm a,b, c | oA, oB) ! E 
oi . 
oF 
4, d, Ain e | 
四 方 | 422, 4mm, 22m, 8, € F d 
4! mr m | 
3, 3 | 
32, 3m, im s, a hR | Sc 
— | E Y 
64 Š, im dy € AP | KA 
Ze EI 622, Gmm, 62m, 
fmm rr | 
T ——— E EE 
E 3 eP 
° 8 ei EA 
ek | 
————————————— R. 


2. E2Z.D3 373 Bravais 系 与 相应 的 品系 完全 人 则 同 ， 六 角 晶 系 的 空间 群 都 乓 有 六 外 
Gi, BRT ARAA Bravas 系 。 三 角 晶 系 的 空间 群 中 具有 其 面体 氮 阵 的 7 小 属于 S (m fx 
Bravais A, 具有 六 角 点 阵 的 18 个 空间 群 则 归并 到 六 角 Bravais 系 中 ， 对 应 于 各 晶 系 的 
Bravais 点 阵 类 型 询 于 表 5-3 第 8 栏 。 相 应 的 Bravais AWATA 5-3 第 9 #, 

如 果 把 空间 群 分 成 蝇 族 ,要 求 同 一 晶 类 ( 慨 具 有 间 样 的 点 群 》 的 空间 群 仅 属 于 一 个 晶 
诬 , 还 要 求 同 一 Bravais 点 阵 的 帅 体 也 仅 属 于 一 个 晶 族 ,那么 就 有 六 个 晶 族 ， 功 名 称 和 符 
HAMPITA 5-3 第 1 和 第 2 栏 。 三 斜 、 单 斜 、 正 交 、 四 方 和 立方 晶 族 与 相应 的 蜡 系 、 
Bravais 系 完全 相同 ,而 六 和 角 晶 族 则 包括 三 角 与 六 角 两 种 品系 ， 同 时 也 包括 寿 面 侠 与 六 
DR) Bravais Z4, 

A 5-4 具体 地 列 出 了 六 角 晶 族 的 全 部 空间 群 ， 并 指出 如 和 何 将 它们 分 成 六 着 污 三 角 品 
ARARSA mik Bravais Z, BE 5-3 和 表 5-4 可 见 ， 晶 系 把 空间 群 和 曲 体 学 点 伏 分 
成 7 组 ,但 不 是 把 点 阵 类 型 分 成 组 , 因为 六 和 前 点 阵 既 可 能 属于 三 角 唱 系 , eR TARA 
AS: Bravais 系 把 空间 群 和 点 阵 类 型 分 成 7 组 ,但 不 是 把 晶体 学 总 群 分 成 组 ， 四 为 后 群 
33, 3,32, Am 和 了 m Bs PE EJ RET AED HE Bravais R, PAER T x A Bravais 
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ss em DEUS ole, RIES ARMARNA RAR. 
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#* 5-4 六 角 品 族 的 空 介 群 按 晶 系 与 Bravais 系 的 划分 


5 d KA Bravalg X 其 面体 Bravais Z, 

6/mmm P6/mmt., Pó/mec, Pó mem, P6, mme 

62: P652, Pbc2, PÓ2m, Die 

Gm Parma, P6zes Ph Cm, CÓ.nmec | 
AB tl 622 P622, P5,22,P6,22,P6,22, P6,22, P6,22 

6/m s P6f[m, P6, m 

6 Pá , 

6 P6, Dia P6,, Pó,, Pó,, P6, 

3m Pilm, P3lc, Piml, P3cl Rim, Ric 

3m Pimi, P3Im, P3el, Päle Rim, Sie 
ES [ES 32 P312, P321, P3,12, P3,21, P3,12, P3,21 R32 

3 P3 R3 

3 P3, Pi, P3, R3 


3-2-2 Af RR 53 th S ERU 


KE 5-3 SHE EE Bravais XI 7 A PE [EL REQUIERA RR EET in. REN 
Jui ARRA AE, Haam, OUT ECT EIE, SET fk Bravais RIZR 
更 多 采用 六 角 坐 标 系 ， 见 图 5-1 中 AR. AR šj E= gsl {图 5-3 (a)]。 底 面 即 图 
2-7 中 的 120° EE, e E ECT GE EI, ZEN, 每 晶 胞 内 有 三 个 阵 点 [图 5-3 (a) 中 的 
A, 8 与 C]， 位 于 晶 胞 的 长 体 对 角 线 上 ， 即 位 于 0，0，0; e Sé SÉ 和 i A S 
k. SE HK JR TES 5-3 (by] 的 基 矢 为 5-1-2 TERRE £, E t; tv GER hh 
TEE EE 姜 面 体 点 阵 的 两 种 最 胞 的 关系 见 图 5-3(c)， 
im an b,, e, EE IE ER LAU EA, a b en 是 正 这 置 的 六 角 坐 标 系 的 基 矢 ， 阵 点 吕 


|d5-3 E nik ARARA. (a) ZAAR (hi Sepp: (c) PH Rh Aslan 


= LO e 


位 rt, 0, 0) 处 , 阵 点 了 位 二 EI =s 二 ) 处 , 阵 点 C 位 于 (t. P. 2) Eh. us gH 


对 于 an, b, c, 坐标 系 绕 e, 轴 顺 时 针 旋 转 130? 或 60? HE ZR— MONTE AR SS, PHPH 


BIG ep ES at. bi ei, Rie ORIS yal TO, 0,0) & (7. 7, 


x 


L) sc A fede IDRIBA SS ik p tp (Z, 1, 2) 处 。 图 5-3 中 的 字母 o, 


A, B, C, D AYERS Ao hH HL EIE oO, 
图 5-3 MERER HEAR UAE an b, e, 与 正 放置 的 六 和 角 举 未 系 的 基 矢 a, bi, 
c; 之 | 间 的 关系 可 用 着 阵 莱 法 表示 为 
1 0 1 
(a,, ba, c) = Ca, b, e) | ] 1 1 | (5-1a) 
0 —1 -l 
2/3 —1/3 -—1/3: 
(a,, b,, 6) = (aa, bs, C) Ë 1/3 gel (5-23) 
1/3 1/3 1/3 
tX 《5-1a) 可 得 


"T mE (a, dag b.) S (a, m b.) 
一 lal(l — vos, li = 4aisn/(n,/ 2) 


故 有 
a, = 2a, sin (w, / 2) (5.3) 
类 似 地 可 得 
CA, = d, Wei NA d- cos (5-45 
和 
9 Ed 
cafas 一 . cm SS 
用 类 似 的 方法 由 式 《5-2a)》 可 得 
a= da ci (5. 6) 
和 
acosa, 一 b, - e, 一 3 (d 一 — ai) 
Em RIS 
COS, = Ca) — 3/2 (5- 7) 


(ci/21) + 3 


3E E KASS X Isa ERAS EE a, b.e, CG CSS e, UBI TT c 
转 607) 间 的 关系 则 为 


ev |ü7 e 


(a, b,, c, ) eM (a,, b,, c.) - 


HI 


1/3 


(a,, b, e) (ës, b, d 
1/3 


这 时 式 (5-3) $0 (5-7) 仍 适 用 , 
5-2-3 Läb Bravais 点 阵 的 初 基 胞 


Ü 1 1 
l Ü ] (5- (bi 
Lor IC 
—2[3 )/3 
—1/3 fe (5 2b) 
1/3 1/ 3/ 


对 十 有 心 的 Bravais APE, San IR 81163 893361, Int d kz ñz T rE 531198 
只 有 一 个 阵 点 ,是 描述 哈密 顿 算 符 《Hamilitonian) 的 全 部 平移 不 变性 的 最 小 单 胞 。 寻 本 
钱 究 振动 的 正则 模式 或 能 带 论 中 的 电子 态 等 问题 ,用 初 基 胞 较为 方便 ， 因 此 , 间 体 物理 各 


REELI A A k H A 
HR AWAR e, b, e 的 选 浴 不 是 唯一 的 ， 习 惯 的 取 法 是 ， A b CF) 
为 
0 1/2 1/25 
(a,b,c) = (a,b,c) (^ 0 p (5-8) 
1/2 1/2 o, 
Si 
— L ] l 
(a, b, c) = (a, b, e) | 1 —1 l | (5-9) 
1 1-—1 
US WEE (I) 为 
—1/2 M2 i 
(oe, beiss Lo, b,c) | 1/2 —1/2 n (5-10) 
LI? 1/2 -—1/2 
RI 
0 1 1 
(a, b, c) — (a , b, 0) t 0 | (5-11) 
1 1 Q 
X] CoA EE 20 
1/2 1/2 0 
(a,b,c)- (a, b, c), —1/2 1/2 ) (3-12) 
ke e? 
:由 
—1 ü 
(a, b,c) = (a, b, e) | i ] (5-13) 
9 1 


a ipa e 


5-2-4 的 化 胞 简介 0 

对 应 于 一 种 点 降 , 初 基 胞 的 选 法 无 穷 多 ， 例 如 ,图 5-4 所 示 斜 交 平面 点 降 ， 欧 可 以 移 
e, b 作为 初 基 胞 的 基 矢 ， 也 可 选 qi, b Ra, b R a, b, 作为 初 基 网 的 基 矢 ， 三 维 
单 痢 的 形状 的 基本 参数 是 单 胞 的 三 个 边 长 Ql 


q. "m E A1 — XJ zik ABIT 3E fü C. B. 7. Xd JE x. 5 “ 
六 个 基数。 它们 可 以 用 列 成 矩阵 的 六 个 其 大 TN A e ， 
PS i w E E E 
a-a b-b c.c di = az = Bs 
. , . , à 
(s c C'a a 的 (5-14) Q3 — d4 * * e 


XU, 图 5-4 平面 约 化 脆 及 约 化 方 渤 


如 果 我 们 适当 地 规定 一 些 条 件 , 例 如 : FER a, b, c 的 向 指 顺 序 遵 循 右手 先 则 , 取 
US CR BEA REED a, 与 a 不 共 线 的 最 短 的 点 阵 矢量 作为 ,不 在 a, 如 而 上 的 最 短 前 
点 阵 矢 量 作为 e, 此 外 还 对 三 个 约 化 基 矢 间 的 光 角 关系 作出 适当 的 规定 ,这 样 选 出 的 初 基 
胞 称 为 约 化 胞 ， 它 的 选 法 是 唯一 的 。 关 于 约 化 欧 的 条 件 的 解析 表达 式 及 其 几何 普 义 详 见 
参考 文献 [2] 和 [3]。 根 据 这 些 约 化 条 件 , 总 共有 44 种 约 化 胞 , 它们 与 14 种 Bravais A 
阵 的 对 应 关系 及 两 者 的 基 矢 问 的 关系 详 见 文献 [2] 和 E31, 

当 用 习 射 线 衍射 或 用 倾 动 晶体 选区 电子 衍射 方法 中 实验 测定 了 某 种 相 的 某 种 初 基 钨 
之 后 , 焉 们 可 以 首先 对 这 初 基 胞 进行 约 化 , 求 出 它 的 约 化 胞 的 类 型 ， 例如。 如 果 初 次 泥 定 
的 初 些 胸 的 基 矢 为 图 5-4 中 的 e, bi, 我 们 就 可 按 下 式 将 其 约 化 , 即 


i —4 0 
(di, 55, €) = (a, bi, e) | 0 1 ; (5-134) 
.0 0 1 
这 样 得 到 的 总 erh, 而 且 还 短 于 a. 为 此 再 次 约 化 ,即将 a, 与 b, 交换 ， 
0 1 0 
(æ, b, c) = Ca, b, e) - 1 0 ; (5-15b) 
0 O 1 


如 此 继续 下 去 ， 直 到 满足 约 化 条 件 得 到 约 化 胞 为 止 。， 然 后 狗 可 根据 约 化 胞 的 中 咽 式 (5- 
14) 中 各 和 拖 阵 元 之 间 的 特征 关系 判断 它 属 于 哪 一 种 约 化 胞 并 进而 判断 它 属 于 哪 一 种 Bra- 
vais 点 哇 ， 上 述 约 化 方法 和 步 邓 已 编 成 计算 机 程序 自动 进行 , 详 见 参 竹 文献 [ 31. 

由 5-2-2 节 到 5-2- 4 节 的 叙述 可 知 * 晶 体 学 的 工作 中 经 党 需要 对 单 胞 基 天 进行 变换 ， 
iX (5-1), (5-2), (5-8) 81-13). (5-15). H4, 国际 晶体 学 表 A 卷 ”第 76 一 79 页 
还 列举 了 许多 在 晶体 学 中 经 党 出 现 的 基 矢 变换 矩阵 。 正 点 阵 的 基 和 天 变换 之 后 ， 全 易 总 阵 
基 矢 ,点 阵 方向 指数 .坐标 ,点 阵 平 面 指数 . 单 胞 和 倒 易 单 胞 体积 、 上 度量 张 量 以 及 对 称 操作 
BUE SE SE ,部 会 相应 发 生变 化 :这 些 内 容留 待 8 574 详细 讨论 ， 


$5-3 f E A FE 


在 品 体 中 ,物质 的 三 维 周期 性 分 布 可 以 概括 地 用 点 阵 的 平移 对 称 来 揪 述 ER EE 
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笠 也 称 为 晶体 点 阵 ,而 在 与 倒 易 点 阵 相 担 并 论 的 时 候 ,又 常 称 为 正点 阵 。 正 点 阵 与 倒 易 点 
阵 是 一 对 矛盾 的 统一 体 ,它们 互 为 倒 易 而 共存 , 详 见 5-3-1 与 5-3-2 W, 

研究 倒 易 点 阵 的 意义 如 下 : 

G) 前 用 倒 易 点 阵 的 概念 可 以 比较 方便 地 导出 晶体 几何 学 中 各 种 重要 关系 式 . 

(2) 和 用 屋 易 点 阵 可 以 方便 而 形象 地 玫 示 晶体 的 衍射 几何 学 ， 例 如 ， 单 晶 的 电子 合 
半 习 相当 于 一 个 二 维 倒 易 点 阵 平面 的 向 影 ,每 一 个 衍射 斑点 与 一 个 例 易 阵 点 对 应 。 污 此 ， 
El X PE CL ES BOR RE GERE Pe rh ui AMET 

(3) 倒 易 矢量 也 可 以 理解 为 波 矢 尺 通常 用 波 和 来 描述 电子 在 晶体 中 的 运动 状态 或 
品格 的 振动 状态 ， 

由 倒 易 点 阵 基 矢 所 张 的 空间 称 为 倒 易 空间 ,可 理解 为 状态 空间 (k 空间 )， 在 第 十 二 
党 再 详细 讨论 由 于 正 空间 的 对 称 竹 ( 晶 体 的 对 称 性 7 而 导致 的 倒 易 空 间 的 对 称 性 及 其 在 品 
休 结 构 分 析 工 作 中 的 应 用 ， 本 节 则 着 重 介绍 个 易 点 阵 的 定义 ， 倒 易 点 阵 与 正点 降 的 倒 刀 
关系 ,度量 张 量 ,多 维 点 阵 的 例 易 点 阵 的 定义 ， 倒 易 点 阵 单 胞 参数 的 计算 公式 以 及 俩 易 点 
陈 概念 在 晶体 几何 学 中 的 应 用 ， 


5-3-1 倒 易 点 阵 的 定义 


定 尽 正点 阵 与 倒 竹 点 阵 基 矢 间 的 关系 是 
b x 


gt .——— 


v 
c x a 
m = (5-16) 
xb 


CH wm d 


H 


其 中 了 是 正点 阵 单 哆 的 体积 。 倒 易 基 矢 a* 在 正点 阵 单 胞 基 矢 名 与 构成 的 平面 的 法 线 
方向 , 它 的 长 度 等 于 这 个 平面 族 的 面 间距 的 倒数 ， 局 理 , b* De, a 构成 的 平面 正 交 ; e" 
与 a, 内 成 的 平面 正 交 ， 它 们 的 长 度 也 分 别 等 于 这 两 个 平面 族 的 面 间距 的 倒数 . 

正点 阵 单 胞 的 体积 了 等 于 a, 86, 的 三 重 标量 积 ( 又 称 洪 合 积 ); 


V=a:bxe=b.cxa=c:axb 


(5-17) 


AH a, ap a, 是 矢量 a 在 某 直 和 角 坐 标 系 中 的 三 个 分 量 ,等 等 ， 
(leen, br, e" 组 成 的 倒 易 矢量 是 
ris ha” + kB" + er (5-18) 
TAN AE AR G| E EE S in h, k, 1 取 遍 所 有 整数 值 , 妈 构成 一 个 无 穷尽 的 倒 易 扩 阵 家 
(ESI 
Fono 77 Ha + vb + we 


的 端点 处 的 阵 点 构成 一 个 正点 隆 一 样 ， 
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5-3-2 例 易 点 阵 与 正点 阵 的 倒 易 关系 


这 一 关系 分 三 部 分 说 明 如 下 : 
(1) 分 别 以 a, b, e ARA (5-16) 等 号 两 边 就 得 到 
a:a*—b-.b*—c-.c*—1 
e, bi —ua*.-b—b.:c*—c*.b-—c.a*—c* . a = H (5-194) 
反之 ,从 忒 《5-19a》 出 发 可 以 证 明 式 《5-16)。 这 是 因为 , 式 《5-19a) EUR a* — b Sl 
ciu. a*t ERT’ xe, 设 比 例 系 数 为 ,我们 有 
a* = kb x e 


HA (5-19), ZEXARAGEÉ a WS T l. KA 
l= a:a" =a- b x e = kV 


PB k y 或 
b xc 
HETER (5-16) 中 其 它 各 式 ， 


Ait. (5-198) 5 (5-16) 是 等 价 的 ,两 者 都 本 作为 倒 易 点 阵 基 天 的 窟 义 。 
式 (5-19a) 也 可 写成 矩阵 的 形式 (f 29 8 EAR EF) BI 


a a-a a*-b a*.c 
Ü (a, b,c)— | b*-a b*.b z 
c* ef e c*-b c-c 
l 9 9 
-[: 1 Ji (5- 19b) 
0 0 1 
或 
a 
"t b*,c*) — Í (5-19c) 
c 


式 (5-19) 表明 ,正点 阵 的 单 胞 基 矢 a, b, e 与 例 易 点 阵 的 单 胞 基 矢 a*, br. es 则 上 其 有 倒 
PXA , 倒 易 点 阵 的 倒 易 点 阵 即 为 正 后 阵 ， 

(2) 倒 易 点 阵 与 正点 阵 之 间 最 重要 的 关系 可 表述 如 下 ; 倒 易 点 阵 和 天 量 mu lA (5- 
183] 在 方向 上 与 正点 降 中 的 【天门 点 阵 平面 性 直 ,在 数值 上 为 正点 阵 《8D 面 族 的 面 间 
HE dar PHAS RI 
(5-20a) 


* 
Fir T 
AAT 


这 一 定理 可 证 明 如 下 : 
汉 一 族 点 阵 平面 把 正点 阵 基 矢 a ZA & BEI b Ay K Ez Ee Ay p 1 段 , 则 称 此 面 
i9 GRD GEIER, GRD 为 该 面 的 Miller. 指数 ， 这 平面 族 中 最 靠近 原点 但 不 如 过 
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原 气 的 那 张 平面 《参看 图 5-5) stir a, bA ceh 4,8 和 Cc 点 ， 如 上 所 述 , 我 们 有 
OA = 5 


OB = Š 
k 
OC = È 
š 
为 要 证 明 xn, 5 ORD 面 族 正 交 ， 只 需 证 


3j riu EATR — IK ORD HERATA S 
(lm AB MAC) 如 可 ， 这 是 显然 的 , 因为 


Hk (5-19) A 
rig AB ~ Cha* + kb* + ic") 
BI 5-5 REPE GAD SURRE ru EX, (2 ET 
H CEA m ql d d 
HA 
Fly s AC = Ü) 


现在 证 明定 理 的 第 二 部 分 .由 图 5-5 RTL, 


du = ON = QA ,下 m 8. ha" + kb* + Ice" 
i riu A riu 


= d (5-70b) 
Tk 

四 还 ,我 们 可 以 用 倒 易 点 阵 中 的 ak ERRARE AERA CARD) iE. 
由 本 人 司 易 点 阵 的 倒 易 点 洪 是 正点 阵 ， 我 们 翅 可 以 用 正点 阵 中 的 sp w RARE GE 
点 阵 中 的 (now )* 平面 族 ， PUE ERPETHRJAREEA E roww (或 [uva] AER) 在 方向 上 与 倒 
E AERA] Cmow)* 便 易 点 阵 平 面 正 交 ，, 在 数值 上 为 《wzw) 侠 易 点 阵 平 面 族 的 面 间 上 距 

d DIE A. PD 

di, (5-21) 


G) JE GE WERT [8] X) ESPERE ER. V * ZA IRAE E EE X 
Ez RR 45 中 指出 了 ,行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 , 即 


A, Ay d, i A; B. Ga 
B. B, B, ST ER B, C, 
C, C, C, AH. BL 3X 


| M M; = |M ` | Mal 
CS A CHE: DEE A, 4, A. 等 等 , 则 有 
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(a - b Xc)(A- Bx C) = 


ds Ge d. A. B, C; 
-| b, 3 P B. ux 
iv Eu. s A, B, C, 
üz d, d, 4, B. C, 
-| sp E 3 
i €. ¿es 4, B, C, 
a-À a. B a.C 
E A b.B bC (5-22) 
le A c: B c.C 
HX 6-22) MA C5-19) 显然 有 
a-a*^ oe, Ai a "s 
VV*== (a -.b seiten, b" xc*)-—|b.a* b.b* b e* i 
e, oi c. b* een 
= 1 | (5-23) 
利用 式 (5-22) 还 可 得 正点 阵 单 胞 体积 F 的 表达 式 恕 下: 
Vi~ [(a - b x e)(a| - b X e)] 
ara a'b ac 
=lb.a b-b b.c 
ea cb cc 
RFI 
V = abc(1 -+ 2cosacos B. cos Y — cosia — cos’ f 一 costy)? (5-24) 
zo, 8B,Y 分 别 是 基 撩 吕 与 eye 与 Ga 与 有 之 间 的 夹 角 . 
5-3-3 OE Ru 
BE gis EE TE BR K JL SEA RT Sri ARA, 32 75 29 See RE Pa Ha E; 
a a-a a-b a.c 
a-i eise: b-b H 
e c-a e:b ec 
ab cos Y b° bc cos a (5-15) 


| oi abcosY  accosf 


üaccosf  becosa C 


由 此 可 计算 出 度量 张 量 G 的 逆 短 阵 G7', py B| EER E , EKERN 
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in'a cosacos B — cos Y 
at ab 
232.3 | cosacos — cos? sin!g 
G^ = gh d ee SC 
y? ab p 
cosacosY — cos cosfHcosY — cose 
ac bc 


cosacos Y — cos. 
gc 


cos cos Y — cosa 


(5-26) 


El EX (5-25) AI (5-26) 是 在 三 斜 坐 标 系 中 度量 张 量 GRO] E BE ETE G” 的 一 般 的 
REA.. IEJUG AERA ARGAGARI S SII ERBERII dE, LE 5-5. 


65-5 六 个 Bravais 系 中 的 矩阵 G 和 G^ 
Bravais X G = 
1 3 ia E 
a Ü secos a'sin s gesin ig 
ji SH eu 
| laeconf Ü acsm A cam 18 


coig — oša ole — cosa 


ole -— cosa gosia 一 mea | 


sip fer co&'g — cos 


sinta 


i z 2 
4 awa a cosg bic 
L 1 
—  |eos!u — cosa 
f; 2 i z at B 
Ak ditosa a a' cosa 
a'oa  g'cosa a! B = gina — 2coe!a + 2cos*a 


—ak,........................ .... 


ü ü Ü 
yg] 3 0 ai 0 
U Ü z! 


VD 


0 d 


d Ú) 
1 

m i} 
? 5 


让 出 《3X17 ABE 


43€ Ca, b, e) 可 得 


535i C5- 19b) 对 比 可 知 


| ü 
bt LCE (5-17) 
| 


c^, 


用 (a*, 6*, ce*) ERA (5-27) 并 和 注意 式 (5-19c) 可 知 , 倒 易 点 阵 的 度量 张 最 


a^ (a^, b", c*) 
Je —|b*.a* An, bes An, ep | (35-28% 
e* ef ef c*.b* c*.c" 
SEARRE Bro Br PJ XS G 相等 , 即 
G* = G^ (5-29) 

这 也 十 倒 易 点 阵 与 正点 阵 的 倒 易 关系 之 一 ， 

以 上 我 们 证 明了 从 倒 易 后 阵 基 舌 的 定义 式 《5-19) 可 以 得 到 式 (5-27)， 及 之 ;如 果 我 
们 由 式 (5-27) 出 发 , 右 葬 (qq, b, e), 立即 可 得 (5-19) A. DX 06-27) t& RETE 29 ELE, 
凡 阵 巷 矢 的 定 ; 而 且 这 一 定义 可 以 推广 到 维 数 更 高 的 空间 中 去 ， 


a^-a* a*-b* a*.c* \ 


5-3-4  Ehtk JUf 5e RBS TENE 

局 体 几何 学 中 除 需要 计算 童 胞 体积 (网 式 《5-24)) 外 ,还 经 常 需要 由 正点 阵 的 单 抱 参 
Eo, b, c, 0, B, Y YT EL E ARRIBAR a, AT, cT, af, 8*, * 计算 04RD) 点 阵 平面 
HEPER Chih) r5 CA) 面 间 的 夹 角 wm: 计算 [usa] 点 阵 关 量 的 长 度 和 [mrw] 
与 [vue] 两 方向 间 的 夹 角 p， 记 有 这 些 公式 都 可 用 度 最 张 量 推 导 。 

首先 ;出 式 C5-26) ,《5-28) 和 和 (5-29) 引 J 得 


a* = V/a* , of 一 -— (5-302) 
m ç ad sin H - 
b == _._...—— (5-30b) 

V 
Aa aó sin 7 (5-30c) 

U 

bp. e* cos fcosY — cosa 
We 5- 30d 
kosa b*e" sin 8 sin ( M 
cos 5*# = s, z cos f (5-300) 
sin Y iü a 
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eS em 


aD6 = x+ = A Hom wb |Ë 8 = ad = af 


I 
el = VE = ai TEX al aal aa | ^06 = #8 = ob | nlf = ++ = CE IT. | 
ei e P s? q == ef vi af = w" | vie e FaFa" (e d VM 
AE 
MI efé d 22505 -) p, $00 ur aé slá 
ec 
"I 4,06 ( cil — 1- CEA a0 6 5 0f g =o wë) 
GOEN 
ET 406 (T 1, am 406 | BI | NT 
p > m 9022 + B.E — Lag 5 | 3 guts» 
T T Tti T T 1 
e D M,3007 十 gege — [A P E ag g g 
T 1 are 7 T + 
t Dogz 十 Heen — 1 ^ b £^ p p guusp 
[ Y Sue z T 1 
E 2 sog 十 M,soog — [A.P 5 B Si agn puts2gp 
| | OTT = A 
| ,06 = 4 = g = > Bak = 8 = n =+ ng a06 = # = n -06 = + == g = n B ,06 = + = n 
atg Es A ra H == m 
2 Lg s= D 2429 == n 2 == gq tb 2 E 2 == D =F g == As g P 
E x Y 区 x» ms P v > T H d 


| 
ASSEN dae 9 s S 


iió* 


em 


gaspo d'ao33s0 7. + | 


4,803 — Hui — 3,900 ~ [gt == 4 


AsDa(T6la J "atop + (y!) + "Ty )osoo 一 4s02gs00)og,P + (gea 一 
groaa + T utanyes + ASOOasqUI + (*y!; + "i )(gsoo — prods ya, gn 十 A45023H03)3,Qbg i7 + (2900 — 
Santo + tona)3q 中 E 6335837 十 Cty + Foi teen 一 g'302302),296 + Auge yagny + Linn 一 
"Sat tala, q + THTH D = G üsoomasq 中 ,U5, Get T+ B Ule 2, Ty. p ms o gy! y — y | Ssoonsosy,ageywz + A UU quoe 

了 ES 
"e "oso | m, + aq uno "IV 一 由 3oo d. ut5,2,0,y 十 m, dI8,2,9,u] CN = T = ei 
gsoo(Fm!s + Hr | g misso X— g,uts,3 + 
talajon + "mna + gsooanas] + guran — fMi, + t? _B ts p gsoo1gz rÍ 
os ("ite ae erg Ku: d ei ug 
Ea HI + Ag + AD mug ene q , BUE P p 
t4l taut Exc € = Re zc UI z ZE t E omm Ue aa 
LL Sa E SSS = doo adu. a 
"9 4,2 + (TnTa + fom) EL Zied 


ertt LOr e mai E tty trei E 


寺 t H EE 26 ë$ [g$ 


e 
("afa + taln) =g * T = seo Ga ban 一 ny = = w 
E Ed igi e z? r 8 
Fg, 2 十 tala 2 + Egl r = gto» | 2 + LODS 十 zir = d Kan Es FTU ma HP = Gen E 十 E 十 x == ES = ei 
2 -— OST 
a TEE 3 n P 
== z T MCN EN. u. MEC = NI -— in 
tain a Sp (Tata + Tula) e "d | no + G6 b mum = ud SPI + GIC, + uy 0 gto tT Tue 
"t, Po so 
Data + Tele L Tuin yup FE 0509 | (um He ue + nye zs oi TY Chat (G+ ee T =. 
' asti T H Dë 
IERES 4 HPE ity d (CUB AE P ITSE zh sed È | 
| 


: 
FW KTM WX AEEA EI W CS kjer BIJAK E ERE. 


^£ + Er DIT - d pp i "—-— T 2 a; 


GE 


x 


"WS 
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cosacos f 一 cos (5-300) 


— = ——— MÉ— 7 — À — 


把 上 式 中 无 * 号 的 量 加 上 * 号 变 成 倒 易 点 阵 单 胞 参数 ， 把 原 有 的 Pri dF GE IE 
胞 参数 ,就 得 到 由 倒 易 点 阵 单 胞 参数 计算 正点 阵 单 胞 参数 的 公式 。 式 《5-30) Reider 
系 中 的 普遍 公式 。 在 其 它 坐 标 系 中 公式 会 简化 ， 见 表 5-6, HË 5-6 中 所 列 倒 易 点 阵 单 
腊 人 参数 的 尾 征 可 以 看 出 ， 依 易 点 阵 与 相应 的 正点 阵 属 于 同一 Bravais ZS. 

(hA) 点 阵 平面 间距 du 是 倒 易 矢量 Th 的 长 度 的 倒数 , 故 有 


了 
二 -me 人 人 | H 
SA 


ef i 


WT A 
"gel za wei: (5-31) 


l H 
(hkh) 与 《ba)》 两 点 阵 平面 间 的 夹 角 就 是 相应 的 珊 倒 易 矢 han 与 rau 之 
HJ Xu p。 利 用 倒 易 度量 张 量 容易 得 到 


| hÀ 
cos (p E, l eg i】 Ch, Ks 站 | d (3-32; 


* NEC 
ER Fh kals LG 


ET eh EE EE 


# 
1 -— G GETER 
Tarw (ub, w) d | 2 


el 


而 ores. 5) Tee, 之 问 的 夹 角 疡 则 可 按 下 式 计 算 : 


H3 
cos p = --—- e (1 , Pis wb | ' (5-34; 


fare m ` ECH CH "m 
1 


上 述 关系 对 各 坐标 系 的 具体 表达 式 见 表 5-7。 除 三 斜 坐标 系 外 均 显著 简化 ， 
$5-4 坐标 变换 
5-4-1 引言 
品 体 学 中 的 坐标 变换 有 两 方面 的 章 义 : 
(1) 描述 对 称 操 作 ， 主 动 对 称 操作 是 保持 坐标 系 不 变 ， 把 点 中 的 坐标 或 位 矢 ” 的 分 


量 加 以 变换 ， 使 之 由 (^ 变换 成 | ) 


y 
z š 
x x 
让 dl 《5 -35a 
z z 
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m? 


寺中 W 5 w= P 分 别 是 对 称 操 作 《 W, w) 的 点 宫 作 部 分 与 平移 矢量 , 式 人 5-358) 


也 可 用 增 广 矩阵 表示 如 下 : 
p" f 
y | y i 
|= > (3-35b) 
l 1 | 
这 里 22 是 用 (4 xE XBEEXCRISDSESRERTE (W, w), FI 
së E: | (5-36) 
g : 1 | 


对 称 操作 《 W, w) BOSE (W, — Ww) 的 (4 x 4) 增 广 矩阵 恰 是 式 (5-36) 所 未 
IDEE 2 DOE | | 


(3-37) 


对 称 操 作 醋 表示 为 一 种 坐标 变 狐 . 主动 点 对 称 操 作 W na EDO EX EA rA)» 
也 对 举 标 系 施 以 W^! RESTORE [RI FR BR, X BEDAE RR PS 四 , 则 可 理解 为 点 蕊 不 动 , 但 
坐标 系 平移 《一 如)， 一般 地 ， 对 空间 中 的 点 询 雇 复合 对 称 操作 《 形 ;w)，, 就 可 理解 为 对 
汉 标 系 施 以 它 的 逆 操 作 《 到 ,一带 w), RE RPE RIR ERE RRE A E R 
滞 的 风 角 不 变 , 仅 将 它们 施 以 旋转 、 倒 反 、 平 移 等 操作 束 它 们 的 组 合 。 换 句 话 说 ,与 点 对 称 
标 作 等 将 的 坐标 变换 是 正 交 变 软 “。 而 且 作 为 晶体 的 对 称 操作 , 旋转 的 轴 次 也 仅 限 于 1, 
2, 3, 4, 6 次 共 五 种 。 本 书 第 一 章 已 就 对 称 操 作 进 行 了 详细 的 讨论 ,本 节 不 再 重复 . 

(2) 坐标 系 和 单 胞 变换 ,保持 晶体 不 动 。 坐 标 系 的 一 般 变换 由 线性 变换 和 原 吉 和 移动 
XX LAB Sr EH EX. | 

A ML de ga BIS b FS su te IRIURE AS IRURE RERE, dH (a. 0) ER (a , 
b.c), HU 


(a,b,c) = (a, d, OP (5-38) 
Pu Pu Py 

Am P = P P; d 是 单 胸 变 换 矩 阵 ， 由 于 选择 单 胞 的 方式 很 多 ,经 常 需要 河 论 单 
Léi Ps; P; 


"GE ACA Bj 3. det ERARA Fina a (图 5-1) 10A I PUT. xÍ 
SH Bravais 系 的 晶体 ,可 选用 鞭 面 体 坐 标 系 或 六 角 举 标 系 。 此 外 ,在 和 射线 衍 对 和 电 
于 衍射 分 析 , 电 子 显 微 学 ,晶体 物理 、 量 体 缺陷 的 某 些 工作 中 ,需要 知道 晶体 本 身 的 坐标 未 
S308 86 BR ES Z TRI # (S 6-3 淮 了 一 个 这 方面 的 例 于 )。 式 (5-38) ARER 变 换 
包括 了 与 点 对 称 操作 等 效 的 坐标 变换 , 伍 更 一 般 些 ,对 变换 矩阵 忆 无 任何 限制 基 矢 的 长 
度 可 以 改变 。 基 舌 间 的 夹 角 也 可 以 改变 。 在 5-4-2 节 中 将 要 详细 地 讨论 坐标 系 或 单 有 移 甩 
St 《5-38) di (a, b, e) ERT La, Reiz, ABARRE R obt ng 


"]19 e 


北 . 坐 标 、 倒 易 点 阵 矢 量 的 坐标 ( 即 点 阵 平面 指数 ) . 单 胞 和 倒 吻 单 乃 的 体积 .度量 张 半 和 全 
P We qg sk St. 以 及 对 称 操作 矩阵 等 等 是 如 何 变化 的 。 
^E br RR BS) S — RR BU 2E d EH, (5-38) 所 示 基 矢 变 换 (线性 变换 ) P 和 原点 位 移 p 两 部 
分 级 成 ,* 记 为 《已 ， P)， 称 为 仿 射 变换 ， 见 图 5-6, 这 里 p ERER a,b, e 的 原点 O fü 
TEER a, b,c 的 原点 0 的 位 黎 ，p EZ% 
标 系 中 的 分 量 是 Pis Dia Pa: 
P = pa + pbt pe 
EREHE CP p) BJ Eze E CQ. q), 
即 
(a,b,c = (a, b ,e')Q (5-39) 
| mS 且 苛 矢 a ;6，e 的 原点 DO 相对 于 基 矢 gq， A, e 
DEE EEN RUA O RIMBA qrg FE a's mp 
DEAM. SAREREA Hg DEA qi 9 0: | 
Eur ZESE y q = qa + ob +t ge 
ER (5-38) AR 号 “并 与 式 (5-39) prets W W. 
Q= P^ (5-40a) 
和 位 矢量 gq 应 为 矢量 p 的 负 矢量 。 由 5-4-2 PHA (5-44a) UA, kapa, b, e $ 
标 系 中 的 分 量 应 为 pic a, b, c 坐标 系 中 的 分 量 po 05 p BE Q= P^ 变换 而 得 ， 
PEE] | 


q= — P 'p (5-40b) 
ER 
(Q, q) = (P, py ! = (P^, — Pp) (5-40c) 
类 似 于 对 称 操作 (W , w) 可 表示 为 (4 x 4) HIT" Xa BE M. COE A (5-36)), AA $r #E Bh 
(P, p) ERREK (Q, q) 也 可 表示 为 《4 x OAR HERE P a, HL Spam 
SE: 


p^ — P" 
a e 
SI eet Dr e 


EC EE Se Wil a E E RI Fa Pr. 
第 胞 体积 和 度量 张 量 , 但 会 影响 坐标 和 对 称 操 作 和 矩阵 ,这些 是 5-4-3 节 中 讨论 的 重点 。 
Re Ja fE 5-4-4 53 3-4-5 市 各 举 一 个 例 于 痪 明 华 标 变换 在 量 体 学 中 的 应 用 ， 


5-4-2 线性 变换 
IWER oe, pe 和 ae 之 癌 的 关系 是 
(a sb, c) = (z, b, eP (5-38) 
和 
(a, b,c) — (a,b ,c)Q (5-39) 


把 式 (5-39) RAA (5-38) 可 知 这 里 的 单 胞 变换 矩阵 P 与 Q H.> 3 be, El 
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Q= P` (5-40a) 
现在 探索 这 两 套 坐 标 系 中 下 列 各 项 之 间 的 关系 。 


1. 4] 9, C E 
两 套 坐 标 系 中 例 易 点 阵 基 矢 a^, An, et 和 a* ,Bb* ,e* 分 别 都 按 式 (5-19》 由 正 空 
[E] E X a, b, c a, b, e 求 出 ,出 
a 
SE e) = Ë (5-19b) 


Y ei 


* 


c" | 


a" 
Ü je eiss? (5-194) 


A CG 19b) ER @, AR P= Q'', HERA (5-38) 可 得 


!g* 
d di bc)7—1 


c? 


a* a" 
b 上 d 4 (5-432) 
ef c* 
把 这 式 了 于 堪 乘 P = Q" BLR 
Ch a" 
| b* | — d | (5-43b) 
c* c* 


DEA, (5-43) 5A (5-38) 和 《5-39) 可 知 ， 若 正 空 间 基 矢 用 (1 X 3) 向 矩阵 表示 ， 
倒 空 间 基 舌 用 (3 x 1) TERET MAANSA ARLAN. 


这 等 式 与 式 (5-19d) 对 比 可 知 


2. E Z JH] 63,35 X AE MS x, y, z 和 正 室 间 方 向 指数 [ese] 
对 于 式 (5-38) 5 (5-39) 表示 的 线性 变换 ,坐标 原点 没有 移动 , 23 [B] AER X B fi Ar 
EAE, 只 不 过 在 两 套 举 标 系 中 的 分 量 不 一 样 , 即 


x x 
coal 小 b, dë 
E g 


把 式 (5-39) 代 人 等 号 左边 立即 得 到 
= d y | (5-442) 
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EmA 


| Le ] cem) 
Up r AER AUN ,其 分 量 就 是 方向 指数 [wvw] ,因而 有 


| j d e | (5-45a) 
| e | d (5.-45b) 
"m mw 


Sut (5-45) 与 式 (5-43) 对 比 可 知 ， 正 点 阵 方向 指数 wel] 5588 ABER at. b", 
er 点 换 的 方式 一 样 ， 


3. SEF gA (Miller 指数 ) (5, k, D 


£3 "BEA EE 六 本身 不 因 基 矢 变 换 而 变 , 但 r* 在 两 套 坐 标 系 中 的 分 量 ,基点 阵 平 面 
Tas (ARD) 和 (AT) 不 一 样 : 


(h, k, D /a* (Fg E, r) a” 
c^ ef 


DEËS WC Ee | | 

(h,K iss (h, k, DP (5-463) 
EmA 

(hs 4, D — (K, K, CO0 (5-46b) 


把 式 (5-46) 与 式 (5-38) 和 (5-39) 对 比 可 知 ， 点 阵 平面 指数 (和 左 1) 与 正 空间 基 矢 a. b.c 
SE SR EZ aX — Géi 


4. ES 45 DE 
án S: spe P HT Pu 满足 条 件 
M P; Pp == 51 (5-47a) 
k 
JAREM P Arz. 3X (5-474) 等 价 于 
PP — į (5-47b) 
(CAH P: 表示 忆 的 转 置 矩阵 ,即将 盾 阵 P 的 行列 互 换 所 得 十 阵 ) 或 
D Sieg P: = Q (5-47c) 
Oh = P= Q` (3-474) 


«pA (5 46) 转 置 可 得 


ut 


+ LIZ 


OH 


xxr ACTISIX 《5-44) beu HEB IES ABE AEE E E A A EE 
BJ de DAF, 

如 5-4-1 4 RETIR ,点 对 称 操 作 也 是 一 种 线性 变换 。 观 察 附录 1 可 知 , 除 六 凶 坐标 条 
中 的 一 部 分 点 对 称 操 作 外 ,其 它 点 对 称 操 作 和 拖 阵 都 是 正 交 些 阵 ,因而 在 点 群 图 表 中 把 一 组 
等 效 面 指数 中 的 B, koi ODER r, y, z 就 得 到 一 组 等 效 点 的 坐标 《4-8-3 市 )。 对 于 六 
HERMA. MERA RNE (Chi FRH RRR HS EDU BEBE EIER E 
4-9 所 列 等 效 面 指数 与 等 效 点 坐标 的 对 应 关系 ， 


5. 3 yo 4 din 


ERa, b, e HRR a,b. 梅 成 的 单 胞 的 体积 分 别 为 
V = a. bx e 
V-—ma.-bxe 
E E Bn FREAR SE ESOTAUISRRREEBUSIE. m RS TAS. Déci RUE 
失 构 成 的 两 单 胞 的 体积 之 间 的 关系 ， 
itx (5-38) 代入 V' 的 表达 式 : 
V =a -b Xe = (P,a + Pab + Bue 
' (Poa + Fub + Pac) 
x (Pya + Pab + Pre) 


al! 
V — det( PV (5-482) 


类 似 地 可 证 明 倒 易 晶 胞 体积 V" 与 Vt 的 关系 
ra — dert QV* (5-48b) 
plam delP) zB P HTAR. 
还 有 一 种 证 明 式 (5-48) 的 方法 ， 由 5-3-2 节 可 知 : 


aa ab ac ay (a, b, e) 
| 
c 


Ri = (be bb bej = 


ca có eel 


21235 


V SS 


| a(a,b,c) 
s) 
E 

| a (a, b, c) 
re P 


e 
a (a,b, c)! 
Ü rr 


e 
= [det ( P> - V 


= dert P") 


6. RE IK do 5S X E 


E mukmEGH RADIX: 
a (a b, e) a (a, b, e) 
G = d 一 p ü P 
e e 
= PGP (5-493) 
同 更, 倒 易 点 阵 的 度量 张 量 G* 则 按 下 式 变 换 : 


G” = QG*Q' (5-49b) 
注意 : 式 《5-49a) PR EER P 在 左边 ;而 式 (57495) HR EEE Or 则 在 右边 。 


7. 点 对 称 操作 
在 以 a, gse 为 基 矢 的 乞 标 系 中 ， 点 对 称 操作 W 把 坐标 为 * y, z 的 成 XX 变换 成 坐 


Ex 2g ts y» z 的 后 X; 
Y NE: 
z z 


EUa, b, e 为 基 估 的 坐标 系 中 ,点 关 与 入 的 坐标 分 别 按 式 (5-44a) ERT 


| A =æ d y | (5-44a) 
> z 
f x 
5-45) (5-44c) 
z z 


与 W 相同 的 点 对 称 操 作 在 a ,如 ,es yma TAERE BARW, W ia A, e d 
标 系 中 点 站 的 坐标 变换 成 点 X 358: 


21229: 


x r 
z z 


Tr HE QG-44a) 5 (5-44c) 代 人 这 式 子 的 右边 与 堪 边 立 即 得 


QW = W Q 
ap 

W = QWP = P'WP (5-553) 
和 

W = PW' Q= Q 'W `Q (5-50b) 


X (3-504) gb E S — 3E FRU (1-14. Æ 8 1-4 和 1-7-3 节 中 已 经 分 别 由 式 (5-502). E 
发 证 明了 : 对 称 操 作 和 矩阵 的 迹 u(W) RÓBÜEEBSIISIA, dert W) 不 随 坐 标 变换 改变 , 即 
cc W^) — (W) | (1-15) 
和 
det( WO = det( W) (1-18) 


5-4-3 ”一般 仿 射 变换 

一 般 仿 射 变换 (P, p) 可 用 (4 x 4) 赠 广 矩阵 P [ 见 式 (5-42)] oro HAREM 
SERE 了 和 举 标 原点 的 平移 p 两 部 分 组 成 。 在 5-4-2 节 中 讨论 过 的 各 项 中 ,仅仅 空间 中 点 
X 的 举 标 z, y, z 和 对 称 操作 (三 ，u) 的 矩阵 Gr [ 见 式 (5-36)] 还 受到 坐标 原点 平移 
的 影响 。 

如 5-4-1 节 所 述 [ 见 式 GA), HRR a”, b, c 的 原点 相对 于 坐标 系 a, b, e 的 
头 点 的 位 移 矢 量 在 坐标 系 o D ve 中 的 分 最 是 P p. 因而 在 原点 位 移 了 p 的 坐标 系 a'， 
Eco AXIS XX (5-44a) 比较 ;应 该 加 上 qm —P''p, RU 


OLUR (5-51a) 


x 
y 
z 
1 


KAR BERI 


|= 2 (5-51b) 


" 

] 

坐标 变换 增 广 矩阵 d 及 其 逆 矩 阵 GE 的 表达 式 分 别 见 式 C5-41) $0 5-42). 用 《4 X 1) 

SEDES o 对 坐标 依次 进行 若干 仿 射 变换 (Qs q), (Qu ei, (Q,, ga)» ili 

其 总 的 效果 可 用 相应 的 和 矩阵 的 乘积 表示 : 

9 —32,--2,9, (5-52) 

用 式 (5-51b) 代替 式 (5-44a), 用 (4 x 4) 矩阵 997 表示 非 点 式 对 称 操作 [ 见 式 (5- 
35b)], (RR 5-4-2 节 中 第 (7) 项 的 方法 可 得 

W m QUE P gw P (5-53a) 


M 


— —— — mmm. sm 


x 
x 
| 


£ E £ 
D E T T Y 
BESE A: a 
(D HER HE = + EE D ú I— t i- + V EE 
CET 
£ £ £ 
I t O ME i 
g EIE EE E 
bes EE RE; 
SE «yi BENE 
SES ct 一 1+3+4- | Feer | rt Tt- t. + T E A Eq 
CH cr 
Em Q £ t$ É 
D T z 
T 0 Ü 
(5) z-s FH I + 87 = y + $ 0 1 T (0) ONS 
6 1— í 
2 E Do: “Z 
I : ME NE EE GE 
TE Terry +y 1 Foo 1 IT iT GES 
z t t 
kk d 5p we 
sz 一 站 十 ti— 1 í 0 M T 
uz =j +y r z 
(Dy YH Sug = y + v DM SBS ‘yy Do ie" T Ü + (g) Org 
EET ¿ey 他 Ru “ws B S 
Sa nr RA Wi oe SL Kë d SS EE 


CARE IJ CES 


+ 125 a 


w^ 一 P A = SS A (5-53b) 
A (5-53) 0-50) EHE)", ee IE GAUGE RREN ERAD 38 de IS T E 


5-4-4 Eau ARF 19D AO 

f£ 25 3s e d e Sh kE pr Rz JR — 1 PIE. ACE bhi ERU AE Et SEU 8 
FUSES SEA BEI DER DR 

由 表 5-6 可 以 看 出 , 倒 易 点 阵 与 相应 的 正点 阵 属 于 局 一 Bravais 系 。 因 此 ,对 初 基 的 
简单 点 阵 而 言 , 倒 易 点 阵 与 相应 的 正点 阵 属 于 同一 Bravais 点 阵 类 型 ， 对 于 非 初 基点 阵 ， 
它们 的 倒 易 点 阵 则 并 不 一 定 与 正点 阵 属 于 同一 类 型 . 

Xx 5-8 第 2 栏 列举 了 由 惯用 晶 胞 基 矢 a, b. o 到 面体 物理 初 基 胞 基 a, b, c 的 
Zemmer P, WA 5-2-2 与 5-2-3 h, S sERPüugsttQ-—P^, (xS 
E: X $f H 2 AU d F kBBE. FU (5-46b), IX b Eb RE EUR a hi A BE E (E 8 e 
(WI) SUR DEI EES CAD 的 变换 矩阵 ， HFK RK MARES, 
就 导致 B. k, I 不 可 能 是 任意 整数 (第 4 栏 ), 而 只 能 取 某 些 值 (第 5 栏 )。 例 如 ,人 在 面 心 立 
方正 点 阵 的 情况 下 , 按 J 

— 1- 1 1 
an Ed j 


1 1 —1 

则 有 

h= k HR AF, kek ktr 

l— A AË 
ap 

h+ k= 2, k ++ imk, I+ h= 2k 
都 应 为 偶数 ， 即 h,k, ! 应 全 为 奇数 或 全 为 偶数 ，。 若 把 例 易 点 阵 中 ,大 ，! 奇偶 混合 的 阵 
点 5 即 不 存在 的 阵 点 ) 去 掉 , 就 得 到 一 个 体 心 的 个 易 点 阵 , 其 晶 胞 按 长 为 按 式 (5-16) 作出 
的 en, 3, c* 的 两 倍 ， 见 图 5-7(a), 同 理 可 以 证 明正 空间 中 的 体 心 点 阵 的 例 易 点 阵 是 面 
心 点 阵 [B 5-7 Cb)], 但 c 心 点 阵 的 倒 易 点 阵 仍 为 C 心 点 阵 [图 5-7 Gel, 

LÀ tjs 研 ! 阵 点 不 出 现 的 现象 与 XX 射线 和 电子 衍射 中 由 点 陈 类 型 引起 的 系统 消光 
现象 一 致 , 详 见 $ 8-5， 在 这 里 我 们 从 坐标 变换 的 角度 说 明 , 这 些 所 谓 “ 消 光 * 的 倒 易 阵 点 ， 
原来 在 初 基 倒 易 点 涟 中 本 来 就 不 存在 ， 仅 仅 由 于 在 正 空间 选用 了 每 个 单 移 中 有 多 个 (s 
个 ) 阵 点 的 体积 较 大 的 惯用 岛 胞 , 才 使 得 由 此 正点 阵 基 矢 得 出 的 便 易 点 阵 基 矢 偏 小 ， 以 至 


每 个 这 样 的 倒 易 点 阵 晶 胞 内 只 应 有 二 个 阵 点 . lan, AEA a, ó, c 的 面 心 正点 竹中 
4 一 4， 坊 其 个 易 点 阵 中 每 个 边 长 为 a*, 6*, en 的 晶 胞 内 只 应 有 L= 个 阵 点 ， 即 边 
长 为 2o*， 20", 22" 的 倒 易 晶 胞 内 只 应 有 2:* L 一 2 AER RAER 5-8 中 所 列 的 体 


心 倒 易 点 味 中 的 情况 . 
姜 面 体 点 阵 民 的 倒 易 点 阵 仍 然 是 鞭 面 体 点 阵 , 但 如 用 正 放置 的 六 前 举 标 系 描述 ( 抑 图 
5-3)， 则 倒 易 点 阵 指 数 出 现 的 规律 是 


D 
4 
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5-7 HABRA (a) 面 心 点 阵 的 倒 易 点 阵 是 体 心 点 阵 ; (b) 体 心 点 阵 的 倒 易 点 阵 是 面 
心 点 阵 ; (€) C 心 点 阵 的 个 易 点 阵 仍 为 C t RM: 
af —h ^ KI (5-54a) 
ee 坐标 系 a. o be, CRT aas 5, e, e IRE REESE T 
gg 5-3, E 
EZ + [= 3n (5-54b) 


由 式 《5-54) u pl, RA 一 É) CARD 指数 处 才 有 合 易 点 ,这 恰 与 下 列 事实 相符 合 : 对 IE 


IEE AB Aa BEES EA 3 TEA CLE 5-3). 

当 采 用 人 惯 町 晶 胞 时 有 心 氮 阵 5 起 的 系统 消光 的 规律 可 以 用 衍射 的 方法 铀 定 ， 从 而 也 
就 测定 了 俩 易 点 阵 的 类 型 。 由 本 节 的 讨论 可 知 ， 每 种 倒 曙 点 阵 对 应 于 一 种 Bravais 正点 
险 > 从 而 也 就 测定 了 晶体 所 属 的 平移 群 的 类 型 ， 


5- 4-5 低温 与 高 温 方 石英 的 站 格 的 联系 


作为 坐标 变换 在 位 移 型 相 变 研究 中 的 应 用 的 一 个 例子 ， 本 小 节 对 比 观 察 低温 方 石英 
与 高 滥 方 石英 中 硅 原 子 的 位 置 。 低 
温 方 石英 属 简单 四 方 点 阵 、 空 间 群 
为 P422 (92), FARSIN 
原子 ,它们 的 坐标 是 : rrd; 一 +， 


fld 5-8. 高 温 方 石英 属 面 心 立方 
点 阵 , 空 间 群 为 Fd3 加 (227)， 每 个 
TRA 8 个 建 原子 ， 它 们 的 位 置 坐 
o 1 1 1 
标 分 别 为 0, 0, 0; Pu FS P 和 经 
面 心平 称 后 的 其 它 位 置 坐标 ， 换 名 
图 5-8 IKEA XE Tto ëm [oI] 的 投影 (3,6 心 ” 话 说 、 高 温 方 石英 中 硅 原 子 怡 占 气 
rie, b. c' 的 原点 全 wasu asas b e RA V mRNA. 

din Gs 初 看 起 来 。 方 石英 的 这 两 种 结 
习 差 别 私 太 。， 为 了 比较 两 者 的 联系 ， 把 低 涯 方 石英 从 惯用 初 基 胞 a, b, eg 
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C s Dë t, b, c: 
a = a + b, b = —a + b, e = c 
且 后 者 的 原点 O 较 之 前 者 的 原点 0 有 一 位 移 
DEE EH 
4 4 


HLE 5-8, ETEA CP, p) PRE P, p, 因而 S8 分 别 为 


1 
1 一 1 0 
A 4 
1 一 1 0 4 | 
P=| 1 1 , p^libh i1 1 0 + (5-53) 
P 
T M 0 0 10 
0 
0 0 0 1 


ZE (Q. q) = (P ', —P' p) PRAEH Q, a 因而 2 Wa hE 5-8 直接 但 出 ， 也 
可 出 式 《5-55) 计算 出 ; 


l 1 
ES, ==. "U | 
2 2 E 
4 
Q—-P'-— 1 1 q= —-P'p= Ü 
US 2 
Ü 
0 0 1 
SE ES 
2 2 4 
9-g^-|—. $0 o (5-56) 
2 2 
0 1 0 
Ü 0 O 1 


PER C5-51), 硅 原 子 在 C 心 单 胞 中 的 坐标 x ，y , z 与 在 慌 用 初 基底 中 的 坐标 x. y, z 的 


d 1 
PEN rcr EES 
> Á y) : 


x x 
: y| |1 

g SITE: (5-57) 

z z 

l 1 


j = 

抬 低 温 方 石英 的 奈 原 于 在 惯用 初 基 胞 中 的 坐标 0.300，0.300，0; — 0.300, —0.300, L, 
0.200, 0.800, E 0.800, 0.200, 5 分 别 代 入 式 (5-57)( 必 要 时 加 上 整数 ) 即 得 这 四 个 
娃 项 子 在 C 心 单 胞 中 的 坐标 为 0.050。0，0; 0.450, 0, >: 0.250, 0.300, z 0.250, 
0.700, e € 心 单 胞 中 另 四 个 娃 原 子 的 坐标 由 上 述 四 组 坐标 分 别 加 上 Ł, L 0 而 得 ， 


æ [29 >» 


BU 35 0.550, > 0; 0.950, e Së 0.750, 0.800, " 0.750, 0.200, ^ 把 这 八 个 原 


子 的 坐标 与 高 温 方 石英 中 八 个 硅 原 子 的 坐标 0; 0, 0; L, o, Ll; i, l 1, 上 ,二 
| 2 2 4 4 4 4 4 
3. 1 i pgo d d. $ 3 1.3 1 3 uie 
q e Ee p 3 对 比 可 知 , 只 要 把 低温 方 石英 单 
Jaa gud die, REITER TEE: mt, MEZ 0.050a' 或 0.0508 ， 
ETC EE Ee 

SO, 在 大 气压 之 下 有 三 种 变态 ， 各 在 一 定 的 温度 范围 内 稳定 , 它们 是 : 石英 《 低 于 
8700), KSE (870— 147090) 和 方 石英 (高 于 1470s3， 每 一 种 变态 又 分 别 有 人 低温 结 构 
和 毅 温 结构 两 种 。 这 三 种 变态 的 结构 差别 很 大 , 互 根 转变 的 速率 很 慢 , 以 至 在 室温 仍 能 保 
存 乓 石英 和 方 石英 ,但 每 种 变态 的 高 温 相 与 刁 温 相 的 结 梅 差别 不 大 ,因而 极 易 可 逆 地 互相 
转变 ， mE 


Ej 


3 H 
4.(1) 证 明 : SE A RE Th ip DE AA E BB RE a RERE rh AR RBE e PER RT ER R ts; 
(2) 给 一 透 当 的 图 说 明 : AALA ECK 
(3) WEJ: 当 = 关 2 时 * 唱 体 中 的 任何 * 次 轴 必 平行 于 某 一 列 阵 点 并 垂直 于 其 一 点 隆平 面 ; 
(4) 试 证 明 : 晶体 中 的 对 称 面 必 和 性 直 于 某 一 列 阵 点 并 平行 于 某 一 点 阵 平 面 ， 


.用 六 角 举 标 系 找 述 其 面体 点 阵 R 时 ,在 每 个 量 胞 的 长 体 对 角 线 中 顶点 为 q 与 + 处 各 有 一 阵 点 " 见 
3-3、 能 否 设想 woe 中 也 具有 与 此 类 做 的 有 心 点 阵 。 DATE REES ARNE + DS, 
TEMA Lo + + 处 各 有 一 阵 点 ， 为 什么 ? 


MEIN s EO A5 Bi GE c 为 唯一 性 轴 时 ) 三 种 点 阵 实 际 上 一 样 。 当 取 台 为 唯一 
PESE, YR ERE PREX? 
CO 说 明 册 立方 最 系 中 的 下 列 三 个 操作 : 1, 400010 和 3<1112 可 得 到 总 共 48 个 操作 ; 
(1) 说 明 本 章 s-i-2 节 中 推导 立方 晶 系 的 三 种 晶体 点 阵 的 方法 是 正确 的 ， 
(1) 给 出 并 仿照 5-3-2 节 的 方法 证 明 售 易 点 隆 晶 胞 体积 了 * 的 计算 公式 
(2) 试用 球面 三 角形 的 边 的 余弦 定理 证 朋 式 5-24). 
控 : 球面 三 角形 的 边 的 余 救 定理 ( 套 大 图 4-2) 可 表述 为 : Gem CA 的 余弦 等 于 其 余 两 这 CELA 
A ub SEU. E PEEL IESE H RER BU SERI ERR: 
coss = cos COEM j sin p 3in w cos U (5-58) 

Ci) 观察 图 5-3， 给 出 au Bu, c, TERT SS e, NE EHE 60 的 aL. Ke c, 这 两 讲 基 矢 同 的 变 
TREE; 
(2) 据 此 分 别 由 式 (3-12) fü (5-22) 求 出 式 5-15) fü (5-25); 
(3) 由 式 (5-1) 和 (5-2) uË w, 5,3 G, 5,, DEE, de He, 
 HiBE (5-16) fe gut H IE A P RUE e CECI EIE RI fe IST, C57 50). 
提示 : 利用 基 重 代数 中 的 下 列 公式 : | 

(AxB)- (CxD) - C. [Dx(AxB)] 

= C. [A(B . D) — B(A- D) | 


-ic 21 (5-59) 
C B. 
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HACS- RAA REZ ARAZA Bravais Xi EG PESE SS OREA. 

(3) 试 推导 出 计算 正点 阵 矢量 长 度 和 计算 正点 阵 矢量 间 夹 角 # 9585-33 ) RIO -34); 
(2) 将 策 阵 葬 法 形式 的 式 (5-33) 和 (5-34) 分 别 写成 展开 的 形式 ; 

(3) 对 单 笠 , 正 变 和 六 角 坐 昧 系 ; 以 上 商 公 式 各 简化 为 何 种 形式 ? 


“ 试 证 明 点 降 矢 量 rane, 5 "vsw， 末 端的 两 点 之 闻 的 距离 是 : 


(n, — nta? + (e, ob + (m, — ye 
+ Sta — Wi) — v,jabcosT 
+ 2(w, pe Cw, — ww be cosa 
p O20, — o, (u, Reien cos B 


:对唱 胞 参数 为 的 立方 晶 系 的 三 种 点 阵 《P, 1, F) 制作 一 个 表 、 表 中 列 出 每 个 阵 点 的 最 近邻 阵 点 


数 ,至 最 近邻 阵 点 的 丐 离 , 次 近邻 阵 点 数 ,以 及 至 次 近邻 阵 点 的 电离 。 


JAER: 当 刚 球 的 妹 心 位 于 阵 点 处 时 ;对 于 立方 P, 7 与 F 三 种 点 阵 ， 刚 球 所 占 最 大 体积 分 别 基 空间 


中 总 体积 的 5296, 68% 537496 GX Ej 2 ga k R Y 


CL) UHR ER SE SSTAS BL BE iii 3 fi p USB DESEE R55, (3-31) Fi (5-32) 分 别 写 成 展开 的 W 


CR | 
f2》 对 单 斜 , 正 交 和 六 角 坐 标 系 ,以 上 两 公式 各 简化 为 何 种 形式 ? 


CL) REA 5-4 所 示 二 维 药 化 胞 基 矢 ss; b, IS3EP CEA a,, 8: 之 间 的 变换 关系 


(2) 求 约 化 前 后 的 点 阵 平面 指数 《3W41) 之 间 的 关系 ; 

(3) 求 约 化 前 后 的 最 还 名 指数 [wvw ] 之 加 的 关系 . MEE 

(1) 由 附录 查 出 六 角 坐 标 系 中 对 称 损 作 6* [001] 的 和 矩阵 W, HHAH EAER, 

(2) 该 对 称 操 作 把 坐标 为 z, y, = 的 点 变 至 何 处 ? WERA G 的 点 阵 平面 变 成 指数 为 什么 振 
的 点 年 平面 ? 

(3) 试 举例 说 明 作 出 表 4-9 的 方法 。 


.(1) 试 绘 出 简单 六 角 点 阵 的 倒 易 点 阵 的 阵 点 在 (001)* 面 上 的 垂直 投 党 ,着 标 出 a s 5"; 


(2) 波 维 出 用 六 角 上 坐标 系 撕 述 敖 面体 点 阵 了 时 其 例 易 点 阵 的 阵 点 在 六 角 举 标 系 中 《001 准 面 上 的 委 
直 摧 影 , 标 出 每 一 阵 点 在 【001 性 方向 的 高 度 , 握 此 说 明 它 的 确 也 构成 一 个 获 莉 体 坡 阵 . 


. 冰 证 同一 矢量 + 分 别 用 正点 阵 基 矢 a, b, c 与 例 易 点 阵 基 矢 a*。 bt, ct 表达 村 ,两 种 指数 【wew | 与 


(4) 《它们 可 以 不 是 整数 ) 之 间 的 关系 是 : 


n 
"LU (5-604) 
i I 
5 a 
ai (5-60b) 
i i 
式 中 G EW ER. G* RBASEGUE. 
提示 : är ol Sege BARON 


r = (a, b, c) (^ 
Á 
= (a*, b*, c") H 
I 


18.01) FIER EAGCE RE A 卷 中 的 对 称 操作 符号 和 0, 0, r; 0, 0,0 RR IF EROH? EE 


s igi * 


(4x 4) HJ" BE ov ; . 
(2) IRE ASK ALEE p = 一 i a + E b, SE Zeie o REREH 2; 
(3) cKiB s] —ÀEEE RR EE EAE REEF IC (ax 4) 矩阵 C, 
13 ,进一步 讨论 5-4-5 Sb BREISGAU ERO ALT: 
(1) EUR SÉ BUR AE HC (AL) 55 coo Bn C OA) 之 间 有 何 关 系 ? 
(2) 求 出 两 种 单 乃 中 的 度量 张 量 G 和 G 以 及 倒 易 度量 张 量 G* 和 G* 的 表达 式 并 指出 6 与 pr 
及 G* 5 G*' 相生 之 间 的 关系 ; 
(3) 把 惯用 单 隆 中 坐标 为 z, y, = 的 点 关 变 成 坐标 为 一 “一 》， E ET ES HR IE OW, 
v) 是 什么 操作 ? "Site m TC x4) 增 广 矩阵 Y; 
(3) 求 出 这 操作 在 ¢ 心 单 胞 中 的 增 广 算 阵 n. 


ZE) 
[2] 


[3] 
[5] 
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第 六 章 ”晶体 的 宏观 对 称 与 物理 性 能 


内 为 晶体 中 的 原子 不 是 无 规则 而 是 规则 排列 的 ， 故 沿 晶体 不 同方 向 的 物理 性 能 革 一 
般 情 况 下 是 不 一 样 的 , 我 们 称 这 样 的 晶体 为 各 向 异性 .气体 .液体 .玻璃 .多 昌国 体 和 某 些 
单 品 体 的 物理 性 能 则 与 方向 无 关 , 这 样 的 物质 称 为 各 疝 同 性 。 在 许多 情况 下 , 若 钼 于 某 状 
态 的 某 物质 的 某 一 物理 性 能 可 用 仪 仅 一 个 系数 描述 ， 则 称 处 于 此 状态 的 这 种 物 页 对 该 性 
能 是 各 回 同性 的 ; 若 需 要 几 个 系数 持 述 , 谣 是 各 回 哎 性 的 ， 

品 体 的 大 多 数 宏观 性 能 都 可 用 张 量 描述 。 因 此 ， 本 章 首先 介绍 张 量 的 最 基本 的 知识 
及 如 何 用 张 量 描述 晶体 的 物理 狂 能 ， 然 再 介绍 晶体 的 宏观 对 称 ( 点 对 称 操 作 ) 对 描述 品 体 
的 物理 性 能 张 量 的 制约 ,再 以 石英 晶体 的 切割 为 例 说 明 这 些 知识 的 实际 应 用 :, 荫 后 在世 基 
ün Jr SRL XE i GT BS E EE S. 


$6-1 张 量 与 晶体 的 畅 理 性 能 1 


6-1-1 坐标 变换 时 矢量 的 分 量 的 变换 


t£ $5-4 中 已 详细 讨论 过 线性 变换 。 为 了 书写 简单 ,本 章 以 a= a, a= b, a,— 
e, a] = a*, af = b*, a; c* (X IEZS[B]I A AS 22 BHIJ38 AS r AE x, y, z 作为 
坐标 (位 矢 ? ERR a; 确定 的 坐标 系 中 的 分 量 )， Da? RE AT 作为 矢量 r 在 倒 易 空 
间 基 矢 a 确定 的 坐标 系 中 的 分 量 。 于 是 基 矢 变换 关系 式 《5-38) A 0-39) 可 写成 下 列 


Ex. 
a; = 2; Piaj, d," >: Qia; (6- 1a) 
点 阵 平面 指数 变换 关系 式 (5-746) 可 写成 
zF = Ea d 21 Qi zF (6-1b) 
倒 易 基 矢 变换 关系 式 (5-435 可 写成 
at = KEN 站 站 a = 2 Pi a? (6-1c) 
坐标 变换 关系 式 (5-440 可 写成 
ri 一 2; Oir pos > P; x; (6-1d) 
D F & k rH POS äm 
PQ-—I (6- 2a) 


(iB B he BE), BD 
Kä Puiu 一 2, Q Pri 7 8j (6-2b) 
á n | 


-= ]ł}3 h 


anke P EERIE, EI 


PP' = | (6-3a) 
《 式 中 P Aog P og AHE), 即 
2; PaPa — (6 3b) 
则 与 式 《6-2a7 对 比 可 知 | 
P-0-P- (6-3c) 
BJ | 
Pj; 7 Or (6-34) 
HMA | | 
Q-P-Q^ (6-3e) 
: | 
QQ 一 了 CETA 


Sim @ 也 是 正 交 拭 阵 ， 反 之 ,由 Q RGESEABEE UR, aas (6-32) —C6- 3e). 

对 称 操 作 是 一 种 坐标 变换 ， 由 附录 1 se, Z85243. IE 4 jy ES Hk. b Stie 
系 中 的 晶体 学 点 对 称 操作 的 矩阵 W, 也 就 是 本 节 所 法 坐标 的 变换 和 阵 Q, WEEZE 
阵 。 如 果 六 角 晶 族 的 晶体 不 采用 六 角 坐 标 系 而 采用 直角 坐标 系 描 述 ， 即 让 轴 平行 于 主 
5l. 让 z 轴 平 行 于 点 群 或 晶 类 的 Hermann-Mauguin 符号 中 第 二 位 符号 代表 的 轴 , 让 7 fà 
Ir, z E SR y, GRIS. 那么 ,相应 于 这 样 的 正 交 坐 标 系 的 对 称 操 作 乍 阵 Q 
就 全 部 是 正 交 和 矩阵 了 。 例 如 ,在 这 种 直角 坐标 系 中 , 3t [001] 的 矩阵 是 


L V3 
es (207 sin120° 0 一 p o 

Q= | —5in120? cos120? 0 | 一 | V3 1 
0 0 l weg mg Ñ 


E 0 1 


DERE, | 
在 变换 矩阵 为 正 交 年 阵 的 条 件 下 ， 式 6-1) 所 示 一 切 从 不 带 撒 的 坐标 系 中 的 量变 换 


成 带 撒 坐标 系 中 的 量 的 变换 公式 都 是 一 样 的 , 即 , 
a; 一 A, Qa; 
af = 2, Quat 
x; > Han |. 
sy 一 2; Qua? 


(6-4a) 


而 且 记 有 这 些 量 的 逆 变 换 的 公式 也 十 一 样 的 , 即 


-134e 


q; == >; Pg a; = > O; a. 

q+ 一 25 Pjap 一 2, Qua? 
1 

x; = 2 Pj x; M Qux 
; 

x 一 » Pix] = Kä Quar 
; ; 


Mi ez IE AR DUBEA r 的 分 量 (坐标 #1 或 x) 要 按 式 (6-1) R (6-4) 变换 ,而且 
一 团 和 天 最 的 分 量 都 应 同 样 地 变换 ， 

下 列 物 理 量 都 是 和 撩 最 ， 电 场 强度 E = (E,, E E), 电极 化 矢量 P= (PPP), 
wer UAE D = CD, D DdD, Et J = (hs 19 13)， 物质 流量 wy = (P+: J; h? 
(ES (rci ajus pi të por s BE MORET RO RED R EEN, Ae he (ño h^) AK 
各 种 标量 的 梯度 ,例如 浓度 梯度 Vc， BERE VT 等 等 ， 


(6-4b) 


6-1-2 二 秩 张 量 描述 的 物理 量 和 物理 性 能 


某 些 物理 量 之 油 是 有 联系 的 。 例 如 ， 在 各 向 同性 介质 中 ， 上 电流 密度 了 与 电场 强度 E 
的 方向 相同 ,数值 上 成 正比; 
了 一 gE (6-5) 
这 就 是 众所周知 的 欧姆 定律 , o es, | 
芒 导 体 是 晶体 ,了 和 E 的 关系 就 不 象 式 (6-5) 那 么 简单 。 例 如 四 方 局 系 的 锡 , "Gei 
A CRU A 次 轴 方 向 ) 的 电导 率 最 小 , 沿 垂 直 于 e 的 方向 电导 率 最 大 ， 显 示 各 问 异 性 的 特 
性 .在 这 种 情况 下 , 式 (6-5) 应 改 为 


j € > g Ë; (6-5a) 
git Zeg JODE i b ARE E 的 分 量 E; 的 线性 组 合 。 
xq AA bg S EH Xp. 25 E: pug E £i x; 时 ， 矢量 J 5 E 均 应 按 式 (6-1d) ab. Bi. 
J Eb k KE BER En o5 也 应 该 相应 地 变换 成 n, 使 得 
jc 2; gj E; (6-5b) 
HERR oi; 与 oii 之 间 的 关系 , 
由 式 (6-1d) 与 (6-6a) 我 们 有 
ji = Kä Qui, T > Quei Er M > Q azu Pa E; 
n k. ER 
Ey C6-6b) x Eo nd An 
gi KS Qib iii (6-7) 
k,i 
SS (6-7) 很 重要 ， 六 了 深刻 理解 其 意义, 我们 先 考 虑 坐标 x; 与 和合 易 坐 标 x? RRR 
变换 规律 ; 
sieft sn D Gan Do Pa xf => A, QuPuxaxt (6-8) 
n I T 


WE Kb 


对 比 式 (6-7) 与 466-8) 可 知 , 晶体 中 电导 率 的 分 量 or 象 学 标 z, 05 (10 SAI DER, 
一 样 地 变换 。 对 应 于 wi 的 变换 矩 泗 是 Q, MOT r7 EER P', BUI QIEES. 
Dia H (6-6) 至 《6-7) 的 方法 容易 证 明 


g; == A Buer (6-95 
i.d 


一 息 的 ,我 们 说 , 若 在 三 维 空间 中 某 一 物 埋 福 能 有 九 个 分 晤 T (i= 12,3 (= i; 
2,3). 当 举 标 变 换 时 这 九 个 分 量 按 式 (6-7) 与 (6-9) 变换 ， 也 就 是 象 晨 个 坐标 的 乘积 一 
样 地 变换 ， 我 们 就 称 这 物理 性 能 Tu 是 一 个 二 秩 张 量 。 这 里 "坐标" 既 可 以 是 相对 于 正 基 
K Gi YEER se, WT DAE GL IS SER xt, 

矢量 的 三 个 分 量 是 象 坐标 一 样 地 变换 , 我 们 称 矢量 为 一 秩 张 量 ， 标 量 则 是 零 秩 张 量 . 

按 上 述 定 义 ， 电 导 率 c; 是 个 二 秩 张 量 。 除 电导 率 外 ， 还 有 些 物理 性 能 也 是 二 茯 瑟 
量 。 例 如 : 联系 电极 化 矢量 P Isi p Emm x: 


P, — AT RE, (6-10) 
联系 电位 移 撩 量 D = E + 4P 与 电场 强度 E 的 介 电 请 数 tij: 

D; > LH: E; (6- ] la? 
REŽIE AA gr 

E; 一 È, ĉn D. (6-11b) 


tf ILS ES RYE Ph dcn fo bio e 1 与 磁场 强度 HARRE pa: 
L= 21 dal — (6-12) 


It ZZ Ng ud ES hk E bb B H+ td 与 磁场 强度 HRS a 
B, 一 >) sjh (6-13) 


联系 热流 密度 有 与 温度 梯度 VT AC 
h — D ka > | (6-14) 
AURRE /与 该 种 物质 的 浓度 梯度 ve 的 扩散 系数 Ds: 
pss og (6-13) 
i Oe - 


记 有 上 述 描 述 两 个 一 秩 张 量 (矢量 ) 的 物理 量 之 间 的 关系 的 物理 常数 (物理 系数 ， 物 理性 
SOEUR, 因为， 仿照 从 式 (6-6) 到 (6-7) 的 方式 可 以 证 明 上 述 这 些 量 的 分 量 均 
按 式 (677) 5 (6-9) 变换 。 | 
Eat, 描述 介质 中 某 一 点 的 应 力 状态 的 思 个 分 量 gi CELO 03180, TEHITESE A 
于 ;的 面 上 的 力 ) 是 二 秩 张 量 ,还 有 应 变 gi 也 是 二 秩 张 量 . Ekm SA 
AT , 则 此 品 体会 产生 一 均匀 应 变 eus | 
£;j = Ou AT (6-16) 


* ] 46 °` 


HAME ea (二 秩 张 量 ) 与 温 升 AT (Se ok E DÉI SÉ ai; E EEKE, QUEE SE 


KEE 555 ERE 


以 上 结果 说 明了 ,如 式 (6-6) 那样 联系 两 个 一 秩 张 最 ( iB R3 HL T p EC O2 
性 能 , A RAA (6-16) 那样 联系 一 个 二 秩 张 量 与 一 个 竹 秩 张 量 (标量 ) 的 含有 九 个 分 量 的 
物理 性 能 ,都 是 二 秩 张 量 . 这 一 规律 ,还 存 张 量 的 定义 ,都 可 以 推广 . 一 般 说 来 ,在 三 维 空 
团 中 任 一 个 舍 有 入 个 分 量 的 物理 量 Tar FIO: 当 坐 标 象 式 (6-1) 变 换 时 , 若 该 物 
理 量 的 分 昌 象 r 个 坐标 的 乘积 那样 变换 , 即 


了 TES > O. P, Pu: SCH 1 d f 17) 


则 称 此 时 为 秩 张 量 . 式 (6-17) 中 了 与 的 足 标 各 有 rA. 
必须 指出 ,并非 任 意 有 3 个 分 量 的 数组 都 是 + 秩 张 量 , 例如， 设 p — (po po pO 33 
g= (45459) ERB M p/o Pin psi 9; 组 成 的 数组 也 有 三 个 分 量 ， £z f 183 Et H: BË 
坐标 系 的 变换 而 变换 ,但 变换 方式 不 象 式 (6717) 那样 ,因而 这 数组 不 构成 一 个 天 量 . 
仿照 担 到 式 《6-7) 的 方法 ,可 以 很 容易 证 明 : ZEE r 秩 张 量 的 分 量 M uus s S r, EX 
张 明 的 分 量 入 1.… 之 闻 有 如 下 的 线性 关系 : 


Mii, T 2 Zëss naue (6- l 8) 


Lal... 
Hl 378 的 系数 Turenne 构成 一 个 Cr + rn 秩 张 量 。 为 证 明 这 一 结论 , Pë së K 
qx (6-17) 的 道 变 换 式 子 。 AAEH P 5 Qu OBERE BU C6-2b) af 
得 | 
T in... mes Kä P; ,O. O eh" ^ "T saos (6-19) 


XXE. Ze (6-17) 5 (6-19) 中 ， 鞭 一 个 式 子 用 的 是 矩阵 QC 0 — z T BË W. E: R; AC 
von PO ZTE de gangs (6-17) th, Qin EAEI : D T i 中 的 足 标 相同 ,第 
c^RERmi T. 由 的 足 标 相同 ; PARURE. TERRA (6719) 中 , 情况 从 
以 式 (6-172—(6-19) 出 发 ,我们 有 
Mig. $3 (uPuss Mas 


kpr 


= (Qik Pran v 了 了 
$hg ui äs ag" 


= Š 的 Ou Pa rr 


mi) Hi Hunni batir auge es 
(Pim Omi eh" d Trt ih um m^ 
m bp Tor cai e UR (6-20) 


m ma must 


ERAS 


T 


` " `+ £ a 
VIE WG Të 


= >: ia Pus I `P, a Oan Unas > T (ahhh " (6-215 


Esker lä 
PREX (6- TESTEN 且 这 样 的 分 量 有 3” :tr 个 Cr, T n 是 Ti DT NS 的 ir 
TE, Am Cn + r,) ER. 

在 式 (6-21) 中 ,第 几 位 变换 系数 是 矩阵 好 的 元 ,第 用 位 系数 是 征 阵 上 的 元 ,决定 于 式 
《6-~18) 中 用 工 联系 着 的 两 张 量 M 和 六 的 变换 系数 各 是 什么 持 阵 元 。 但 作为 张 量 的 定义 ， 
HER QORP BIA m5 P5 EERE, A (6-21) 中 所 有 的 P. 者 可 换 成 
Quis 两 者 就 没有 区 别 了 ， 

IB 6-35) 8 Ag, 对 称 操作 W 把 两 个 矢量 F — (xi Z, Sal 和 了 一 《zt ënn ri) X 
性 地 联系 次 ,如 


ec A, Dar 
因此 ,对 称 操作 是 二 秩 张 量 , 当 坐标 按 式 (6-1) 变 换 时 ,对 称 澡 作 张 党 的 分 量 W ; 按 下 式 变 
fa: | 
一 $i GPa 
"e 
这 正好 是 式 《5-50a)。 
由 第 五 章 习 题 17 可 知 * 度 量 张 量 G TI 5 BEES Et GQ” 分 别 联 系 着 两 个 矢量 : 
x; 一 2 Gii xi 
zi 一 Ghz] 
因此 , 它们 确实 都 是 二 秩 张 量 , 且 其 分 最 按 下 式 变 换 ; 
Gar 23 P, P, Gi, 
EI : 


G= > Qa Qi Gu 
ei 
"ET REX (5-49). 


6-1-4 ”三 秩 与 四 秩 张 量 描述 的 物理 性 能 

措 述 晶体 的 物理 性 能 的 三 秩 张 量 的 典型 例子 乱 压 电 系 数 张 量 dn, 在 某 些 晶体 上 加 
ERJ on, 就 会 使 这 些 晶 体 极 化 ， 即 使 电场 强度 E 为 零 也 如 此 。 这 效应 叫 ( 正 ) 压 电 效 
S. POR KES VAS EB kE R P Ah iki D 都 是 一 秩 张 量 ， 应 力 是 二 秩 张 
=, Ter hkut Eh Sk W PJ A EI di | 

P,— >) disi (6-22) 
' 

是 三 秩 张 是 。 


与 上 述 ( 正 ) 压 电 孝 应 相反 的 现象 , 称 为 逆 压 电 效应 , 邑 : 加 在 晶体 上 的 电压 使 晶体 内 
PEB d E, RUH E 会 使 品 体 产生 形变 : 


"1387s 


€ — > don (6-23) 


我 们 在 式 《6-235) 中 收 意 仍 采用 du, 表示 道 压 电 效应 的 系数 ,因为 由 热力 学 可 以 证 明 ， 当 
现在 式 《6-22) £9 (6-23) 中 的 正 与 逆 压 电 效 应 的 系数 的 确 相 和 寺 ， 对 此 证 明 感 兴 才 的 读者 
可 参看 文献 [1, 21, 
由 秩 张 量 的 典型 例子 是 晶体 的 弹性 系数 。 在 各 向 同性 介质 中 应 力 ¢ 3 dE e HR # 

(Hooke 定律 ) 很 简单 , 是 

E = sg (5-24) 
和 

g = CR (6-25) 
ix: os 但 弹 件 顺 度 系 数 ， 其 倒数 < MEERA. dëi, MH cz uw sg 部 是 
二 秩 张 类; 故 蜡 体 中 的 Hooke JE EMSA 


£i; = KA Ski kl (6-26) 
是 过 
各 
do = SS CiikiE ki (6-277 
n 


这 里 的 弹性 顺 度 系数 su; 与 弹性 劲 度 系数 cuni MENKE E. 
由 有 关 弹 性 力学 的 节 籍 证 可 知 ， 措 述 介质 的 应 变 ( 而 不 是 平移 或 旋转 ) 的 二 秩 张 量 ei 

是 对 称 张 量 : | 

Eu "7 8;i (6-28) 
故 应 变 张 量 eu 的 九 仿 分量 中 仅 六 个 是 独立 的 。 工程 上 人 们 习惯 村 用 e su, 5; 一 82» 
£4 Ban 8, 77 Zënn — Eny 65 "7 26u — Ey, B; = lEn = 264. 等 六 个 分 量 玉 描述 介质 内 
的 弹性 应 变 ,， 其 中 er, e, 和 8s 4 U E e, xz, x 三 个 方向 的 仲 长 率 ， ea ss 各 6, 则 分 
别 表 示 切 应 变 , 例 如 8 表示 形变 之 前 平行 于 % 5 e PN SHBUJEN EL ER ZAKA CES 2 a 
减少 了 多 少 。 这样 一 来 ， 式 (6-16) 中 的 热 脱 了 胀 系数 au 也 就 只 有 六 个 独 这 分 县 : a = an> 
o = (443 0; ™ Ggs Ou — 20, = lans gu = Jon = laus mm 一 zc 一 za 男 一 方面 , 在 
忽略 体内 力 卡 的 条 件 下 ,应 力 张 量 也 起 对 称 张 量 : 

Tij ^ dii (6-29) 
也 只 有 六 个 分 量 是 独立 的 ， 我 们 记 Z 29: 0 = us 01795, 7 05» 077 05 7 das 


de = Qu = is, dy ~ dy ™ Ga, 


这 样 , 表 述 正 压 电 效应 的 27 个 系数 du 就 可 减少 为 18 个 , 它们 可 列 成 一 个 三 行 六 列 


DÉI Ze | 
d 1 d p di du dis dy 
d 一 Ë dy da d, d, ` (6-30) 
d d 32 dy du dy dy 
其 中 des dms do = dms da diys du = Zus 2d, dp 2d sa Juan dx = 
ldu 一 2din， 等 等 。 不 难 证 明 , 式 (6-22) 可 表 鸭 窍 阵 葬 苇 的 形式 : 
P-—d.a (6-31) 


(RER 


P, 一 bi Tig (6-32) 
P, : 
AEP REG x Due ^) g 代表 (6 x 1) 的 矩阵 ^ . JA HS PILAE H, 
P, I 
Ge 
Fa 


玉 电 效应 式 (6-23) 可 写成 矩阵 乘法 的 形式 : 
eu Š) dorbi (6733) 


Hooke 1E È (6-26) 5 (6-27) 也 可 分 别 写 成 
E; "7 > Diu (6-34) 


RI 
f; apr > ries (6-35) 
| J 


这 种 第 阵 乘 法 的 形式 。 以 上 各 式 中 的 z, Pe, 各 是 《6 X 1) BERI A SR, sa 与 ca 则 各 是 
一 个 (6 x 人 矩阵 的 分 量 , 它 们 与 四 秩 张 量 s 和 eun 中 的 分 量 的 关系 如 下 : 

首先 ， 按 下 列 规则 分 别 把 set 与 ¿aa 的 前 两 个 足 标 和 后 两 个 足 标 各 缩写 成 一 个 足 
R: | 

张 量 和 分 量 的 足 标 ID 22 33 23,32 31,13 12,21 

柴 阵 元 素 的 足 标 1 2 3 4 5 #6 | 
这 样 就 直接 得 到 了 弹性 劲 度 系 数 的 36 个 分 量 eu G, i= 1 260 60. 然后， 为 j 得 到 
AERA sa B 36 个 分 量 ,还 必须 如 下 引信 因子 2 和 4: 

M mand 1,295 38: Dutt T Ze 

mun Ee 5,596 Bj: Ze 一 Tee 

do Län ik, 5 或 56 时; ^u) 

热力 学 上 还 可 以 进一步 证 明 ””: 


Cu 77 EN (6-36) 


íg 77 Sji (6-37) 


ENEE EE 31 T. 
le HORE mU SERA, HIER DEn AANER, MEM 力 ou Etat 
sj 其 它 绝 天 多 数 描 述 晶体 性 能 的 二 秩 张 量 电 都 是 对 称 的 ,名 
Tas Ti 
对 赴 磁 性 物质 而 言 ， 逆 介 电 常 数 85 oE Y HUM, 即 决定 了 晶体 的 光学 性 质 ， 为 了 
考 窗 在 电场 强度 E 和 应 力 za (或 应 变 ea) 作用 下 晶体 的 光学 性 质 的 变化 ， H] 85 Ri E, 
Don (È Er ) RA: 


i 1 YU š 


et Ad. = = 


ET ! 


85 = (Bu), 十 ri Es + giaEgEip rir e nig ders 

= Lët T ri Eg + gu EE, + o + Puku + - °° 
CU C9, 为 静电 场 强 度 E 2938 EUN S297] X FOUR rir af EH ru] E, 所 示 的 变化 
称 沟 Pockels 3EM, ro 为 三 秩 张 量 ; 由 Soa, PrREJASAKE22 Kerr Si, Su 为 
HE Sé mie WERA, Piu 为 弹 东 系数 ,它们 者 是 四 秩 张 量 。Pockels 效应 和 Kerr 
效应 都 表示 静电 场 引 起 的 晶体 折射 率 的 变化 ， 称 为 电光 效应 ; mi 和 pua 219 f Bu 
应 力 和 应 变 引 起 的 折射 诗 的 变化 则 称 为 光 弹 效应 。 对 村 光 弹 性 系数 和 Kerr 效应 系数 而 
言 ， 可 以 证 朋 zur mia” nuu. uas 等 等 ， 因 厕 可 用 两 个 是 标 表示 它们 : sQ, = 

"ji. 但 zen 天 os， 它们 各 有 36 个 独立 分 量 ， 

X 6-1 总 结 了 等 秩 到 四 秩 张 最 描述 的 某 些 物理 量 与 物质 常数 (物理 性 能 )， 这 里 物 
理性 能 "表示 两 个 物理 量 之 间 的 关系 ,是 物质 常数 ， 但 当 某 种 物质 常数 "本 身 又 随 其 它 一 
些 参 莉 而 变化 时 ,这 种 物质 常数 又 可 看 作 是 一 种 物理 量 。 例如 ， 闭 介 电 常数 扩 ; 描述 电场 


表 6-1 用 张 量 描述 的 物理 量 与 牺 理 性 能 


"RSS 5» m Ë | 物理 性 能 (物质 常数 》 
温度 T. RAV, GE o= m/V 

(eg? WE m, W 5, RE c, BEE 
KREU, Gibbs BE paT 
GHATE, uit, 热电 系数 p: AP —pAT 


ERE D, BREE 
d eng H. BEREI 
(RE) 磁感应 强度 B, 
热流 密度 h，。 湿度 梯度 VT, 
HERES ZER 


EJH Ois WE ërr REKAM e: B4 a; AT 
Ny (esi Xi Pi = Xu Ei ($) 
Eu gi ABAN xii: D, = x Ë; 
W jr k t 84: E; = 8:iDi 
EE EE TRETEN 
2 | Sid: h= duih; 
FAE Hij: B, = HH 
DS Eu: Au = oj 3n 
a 
FERR D; h= 一 Dil án 
——— 一 | z 
ERAN din: P; = dru 
3 & Bjk = dij Es 
Pockels erger: Aë = rk Ë 
| WME SR rh Bei = tijk at 
QA E SUBE AE ciii: Ui = Ciji 
4 B Kerr XARRA gue AB; = Fu ELE, 
| EXE milk: AB; = Seil 


| RERE sh Aë: = IITIETY 


1) 《要 》 赤 未 这 里 及 以 下 需 菇 对 重点 的 下 标 求 和 . 
dE 


BE E, 与 电位 称 矢 量 Dj 的 关系 ,是 表示 电学 性 能 和 光学 性 能 ( 当 电 场 是 光学 频率 的 交 变 
电场 时 ) 的 物质 常数 ,但 逆 介 电 常 数 Bu 本 身 又 可 能 随 外 加 的 静电 场 E, 而 变 ( 电 光 效 应 )， 
还 可 能 随 应 力 cs 或 应 变 eu 而 变 〔《 光 弹 效 应 )。 这 时 逆 介 电 常 数 就 是 一 种 物理 量 , 而 表示 
电 交 性 的 电光 系数 nun 和 giirt， 表 示 光 弹性 的 压 光 系 数 mis 或 弹 光 系数 pau 就 是 物 
HERT. 

现 将 表 6-1 中 用 一 秩 张 量 表示 的 热电 系数 p AHB F. RER, 当 
HETRE AT 时 ， 该 蜡 体 会 产生 电极 化 矢量 P; 或 者 若 蝇 体内 已 存在 自发 的 电极 化 矢 
唱 ( 当 正 电 荷 的 质心 与 负电 荷 的 质心 位 置 不 同时 , 晶体 内 就 存在 电 侦 极 算 ， 而 单位 体积 内 
ou BE Roi Rn, 温度 的 变化 AT. 会 引起 晶体 的 电极 化 矢量 P 改变 AP. 

AP, = AT 或 AP= DAT (6-38) 
这 种 现象 叫 热电 效应 ,系数 p 就 叫 热 电 系数 ， 


JN k HE EL PE RE RS RC CU 


在 $ 6-1 中 我 们 已 指出 ,用 一 秩 张 量 描述 的 物理 性 能 ,例如 热电 系数 户 ， 有 三 个 独立 
分 量 ;用 对 称 二 秩 张 量 描 述 的 物理 性 能 ,例如 热膨胀 系数 a1; 和 介 电 常数 ver 等 等 ， 有 5 个 
独立 分 盟 ; 用 三 秩 张 量 描述 的 物理 福 能 , DATES ER AI di， 有 18 个 独立 分 量 ; 用 四 秩 张 
其 描述 的 物理 性 能 中 ,弹性 县 广 系 数 sm 和 弹性 刻度 系数 ce 各 有 21 个 独立 分 量 ,而 压 光 
系数 nus 和 弹 光 系数 pws 则 各 有 36 个 独立 分 量 ， 这 一 节 我 们 将 要 指出 , 晶体 的 宏观 对 称 
性 (点 群 的 对 称 狂 ) 要 求 晶体 的 物理 性能 也 具有 相应 的 对 称 铂 , 从 而 使 得 物理 性 能 的 张 量 
的 某 些 分 量 为 零 , 另 一 些 分 量 互 相 相 等 或 互相 有 一 定 的 联系 。 


6-2-1 Neumann 原理 


研究 晶体 的 对 称 性 对 晶体 性 能 的 影响 的 关键 是 下 述 叫 艇 Neumann 原理 的 基本 E 
设 ， 昂 体 的 任何 物理 性 能 的 对 称 元 素 必 须 包 括 该 唱 体 的 点 群 的 对 称 元 素 。 或 者 说 ,晶体 
的 任何 物理 性 能 必须 具有 该 量 体 的 点 群 的 对 称 竹 ， 

首先 解释 “物理 性 能 具有 某 对 称 任 "这 句 话 的 含意 .晶体 的 物理 性 能 就 是 晶体 中 某 些 
可 测 是 的 量 之 间 的 关系 ， 例如 晶体 的 介 电 性 能 就 是 晶体 内 的 电场 强度 下 与 电极 化 天 量 
P 之 间 的 关系 , 晶体 的 强 性 就 是 晶体 中 的 询 匀 应力 与 均匀 应 变 之 间 的 关系 等 等 ， 如 条 我 
们 首先 相对 于 某 一 在 空间 中 国定 的 坐标 系 测量 晶体 的 某 一 性 能 [图 6-1 4a)1， 然 后 对 该 
晶体 施 以 某 一 操作 W, Däer 2r/4 角 等 等 。 再 次 测量 该 性 能 ， 测 量 应 沿 相 对 
二 上 述 在 空间 中 国定 的 坐标 系 中 与 上 次 测量 时 相同 的 方向 进行 {图 6-1 (b)]。 如 果 丙 次 
测量 的 结果 是 一 样 的 , 我 们 就 说 该 晶体 的 该 种 物理 性 能 具有 与 这 操作 W Cc LR E 
e SIE 22/4 角 ) 相应 的 对 称 性 。 ， 

我 科 还 可 以 用 另 一 种 方法 检验 晶体 的 某 物理 性 能 是 否 具有 某 种 对 称 性 , 例如 ,检验 是 
所 具有 四 次 疙 转轴 。 这 方法 是 :让 晶体 固定 不 动 , 而 对 测量 系统 施 以 某 种 操作 放风 
40， 先 测 沿 空间 中 为 方向 的 电场 副 度 E, 和 沿 二 方向 的 航 化 矢量 户 ， 殉 贸 6-1 Ga), RA 
(6-10) 可 得 到 极 化 率 的 一 个 分 量 罗 ,。 然 后 对 测量 系统 施 以 一 个 对 称 操 作 W (Dn 
pe Aiga a Se bn: ae), BNUILES ei Runn E Br z RE W Ik, K E P. 


+ 1532 = 


| 图 6-1 说 明 Neumann Page, 
着 晶体 有 具有 对 称 性 W, JM X. = Xa, (a) HE, 57.8904 BE (UT 1B Xas (by 对 试 样 施 以 操作 W IX , (H 
E, 与 PLI) AL E 8 P| Xa (s) HAERERAA W 后 :由 E, = P: ANEHE, 


之 间 的 关系 , 见 图 6-1《c)， 据 此 得 到 极 化 率 的 分 量 入 ， 按 式 (6-17) 
| X. We > Qiu PX. 
And X, X4, BDIEAUELD AGRO pERIRÜAE W 前 后 记得 的 极 化 率 一 样 ， RA AA 
蝇 体 的 极 北 率 这 一 物理 性 能 具有 操作 W Bot BEER EE CUIU 2n e 7; mia 4 238), 
必须 指出 ，Neumann 下 理 只 是 说 晶体 的 物理 桂 能 的 对 称 性 必须 包括 该 蜗 体 的 点 群 
的 对 称 人 性 ,并 不 是 说 两 者 的 对 称 性 相同 。 在 很 多 情况 下 ,晶体 的 物理 性 能 具有 上 比 它 的 点 何 
葛 高 的 对 称 性 。 例 如 ， 唱 体 的 介 电 性 能 .和 导 遇 性 能 等 等 十 联系 两 个 矢量 p; 与 q; ËJ kA 
E 了; 农 示 的 物理 性 能 
pi = A, T uqi (6-39) 
总 是 具有 对 称 中 心 , 而 不 论 该 晶体 的 点 群 是 否 中 心 对 称 的 。 这 是 因为 ,如 果 我 们 对 两 小 待 
20 EH Jë kk mp Lil Pe rE; RI Pi 变换 成 Pis fi 变换 成 — Qi: RH 
— p = 24 Tat — gi) 
即 联系 这 两 个 待 测量 的 系数 T 不 变 , 按 上 一 段 的 叙述 ， 用 二 秩 张 量 T ; 描述 的 物理 性 能 
就 及 有 对 称 中 心 。 
6-2-2 一 秩 张 量 


X, (6-38) 中 的 热电 系数 p; 是 一 秩 张 量 的 代表 。 按 Neumann RS. p; ORO 56 £ 
的 点 群 的 对 称 性 。 由 此 可 立即 得 出 结论 : 和 任何 具有 对 称 中 心 的 晶体 都 不 可 能 有 热电 歼 


Í 


~ esch) 0 Ü 

Ri. REAS j 52 #B fE déi 0 — i j| p Lëns pup) 变换 成 p 
0 Ü 一 1 

(— po 一 如， —p) = -P RBRB HRP WARK p= p = —p, ik p= 0, 其 


"143° 


OX. nS IBS PI 81 热电 效应 引起 的 电 棚 化 矢量 只 能 沿 晶 体 中 带 极 性 的 唯一 性 方向 , 也 
就 是 这 翌 的 方向 , 汝 我 们 对 此 晶体 施 以 它 的 点 群 中 的 任 一 个 对 称 操 作 时 , 这 方向 的 位 置 不 
变 , 而 且 指 向 也 不 变 。 重 如 ,点 群 CC) 5000, ACC), 6(C,) 中 的 旋转 轴 就 是 带 极 性 的 
唯一 性 方向 。 又 如 :点 群 mC 中 平行 于 镜 和 曾 的 任何 方向 都 是 带 极 性 的 唯一 性 方向 ， 

MERA y 4-4 所 列 21 个 不 售 对 称 中 心 的 党 类 中 的 热 虽 矢量 p= 《p13 pi, p14) 
Ry 2 I8] E ty E Sx 6-2 BR. 


# 42 不 售 对 称 中 心 的 晶 类 中 的 热电 矢量 


Ai ZS PA 类 AREE p = (np, Pis Px) 
GES l (Pis Pis Pla BEZÉIE PRS 
EE (9, p; 0), p 平行 于 2 次 轴 
Gu THTT 2 og) m GG 0; P) P FIFRE 
E emm 2 (0, 0, p), PETT? 次 轴 
E% recen — k — —— Ru ——— 
222 (04 0, D), p 不 可 能 在 在 
4, Amm. (0404 2), 三 平行 于 主轴 
3, 3m, 
pd 23. b. Amen 
EH — EEN 
六 角 4, 32m, 422, (040, 0), pp 不 可 能 存在 
32, 
5; GH 622 
立方 23, 432, iim | (0,0, 00, 办 不 可 能 存在 


由 表 6-2 可 知 , 仅 下 烈 10 个 晶 类 可 能 具有 热电 性 ， 

l, 2m, mm2, 3,3m, 4, 4mm, 6, 6mm, 习惯 上 称 它 们 为 极 性 晶 类 ， 

以 上 讨论 也 适用 于 流体 静 压 力 导致 的 压 电 效 应 ， 因 为 流体 静 压 力也 是 堆 秩 张 BL (PP 
B. 
铁 电 体 与 热电 品 体 有 某 些 关系 ,也 可 能 自发 极 化 。 铁 电 体 与 热电 晶体 不 同 之 处 是 ,在 
足够 大 的 电场 作用 下 ,其 自发 极 化 和 闫 量 可 以 反 向 。 因 此 , 铁 电 体 的 极 化 强度 与 外 电场 的 关 
系 曲 线 是 一 个 有 满 后 现象 的 电 清 凶 线 。 这 一 特性 类 似 于 铁 磁 性 材料 中 的 磁 汪 通 线 .“ 铁 
中 体 * 的 名 称 即 由 此 而 来 ,虽然 铁 电 体 中 并 不 含 铁 。 铁 电 体 也 必须 属于 上 述 十 种 极 性 晶 炎 
uc 
6-2-3 Sek | 

MEARS ER £ SS IER T PRSE ipp RERU SES. SS 
检查 法 是 利用 $ 6-1 中 关于 张 量 的 定义 , 即 : 当 坐 标 变 痪 时 , SKS ROUES 
pir 一 样 地 变换 ， 二 秩 张 量 的 分 县 象 相应 的 两 个 坐标 的 乳 积 一 样 地 变换 ， 三 特 张 量 的 分 
Bau TARRE- TES. EE Ee AA 


E it, DIS Neumann AA, TREENER SERENA- ARIS. 
AGE EE EE CHE EE hia 


TETE 


一 1 Ò Ü 

^n, 2[516] 揉 作 的 变换 韦 阵 是 | 0 1 ] 这 就 是 式 (6-1d) 中 的 O; Park Bu EE, 
0 ú 一 上 

BU Qu Qs —!, Qn 一 1， 其 余 Qi 一 4。 因此， 坐标 变换 公式 (6-1d) w B K IE 


X; x, (6 10) 


z, = o—i 

MMA RSC e SÉ T 的 分 量 的 变换 公式 《6-17) 则 县 体 化 为 

T, = Tu 

Ta = T 

Ty = Ty 

Ta m —T, 

Ta = Ty 

Fam —T 
实际 上 没有 必要 按 式 (6-17) 计 算出 式 C(6-41), 而 可 直接 由 式 (6-40) 得 到 


Zi "TT Ent 


(6-41) 


ror) Uo XMQX, 
s sss WW 
xx, — mr, 
. r r, w — EE 
然后 按照 "二 秩 张 量 的 分 量 象 相应 的 两 个 坐标 的 乘积 一 样 地 变换 "的 原理 ,由 式 (6-42) 可 
AERA SE (6-41). | 
SUD Neumann 原理 ,应 该 有 
Ta = Tü (6-43) 
ALEA Cp-A13baCë-A310 Rol (RF 
Tia = Tu == Ü (6-44) 
Ba CD BO CERE — ERSE RL Va EIE Be HH br d ir 8, 

Sep 222 (D,) = 11, 2[100], 210101, 2[001]). EKhiE2[010] 的 结果 
UA EXE. 2[100] 的 变换 效果 是 x — a ox; — ën x 777 xm. D. r0. n5 
d, dn sl nrn rn, 这 意 昧 着 Tu = Tus Ta Tan T, = Tns Ta = — T, 
8 Ti 一 0， 在 此 没有 必要 考虑 点 群 222(D)) 中 的 操作 25001]， 因 为 2[001] = (2. 
[100] 2[010] 》 是 前 面 已 考虑 过 的 两 个 操作 组 合成 的 复合 操作 ,不 会 再 对 物理 性 能 的 对 
称 性 有 什么 新 的 影响 (参看 本 章 习 题 49)。 因此 , 唱 类 222 (D.) 的 任 次 二 秩 张 是 物 理性 能 
H= Aih R T ns Tn sd Tao, 

E 3-1-3 和 4-2-4 节 中 我 们 已 介绍 了 生成 对 称 操 作 ( 生 成 元 ) 的 概念 ， 基 对 称 群 的 生 
和 苞 对 了 称 操 作 是 这 样 的 一 组 对 称 操作 : 重复 施 凡 这 些 宫 作 束 可 得 到 该 对 称 登 的 全 部 对 称 操 
(E. Ban, 点 群 6 中 的 操作 6^ ge 就 是 该 点 群 的 生成 对 称 操 作 , 点 群 222 c FEDT HR 
作 2 就 是 它 的 一 组 生成 对 称 操作 ， 点 群 32(D,) 中 的 操作 [001] 与 操作 2[100] 是 它 的 


WIER 


一 组 生成 对 称 操 作 , 点 群 33《7) 中 的 任 一 个 3 1117 与 任 一 个 25100) 750) — 2H AE DR, 891 
称 撑 作 , 等 等 ， 一 般 说 来 , 4-2-4 节 中 谈 到 的 某 点 群 的 全 部 生成 对 称 元 紊 的 基本 操作 就 购 
成 该 点 撩 的 一 组 生成 对 称 操作 . 当 我 们 检查 基点 群 的 对 称 操作 对 物理 性 能 张 量 的 影 蒋 村 ， 
只 裔 荡 伐 该 点 群 的 一 组 生成 对 称 操作 的 影响 。 这 是 因为 ,我 们 可 以 证 明 ， 若 以 张 量 Ta, 
表示 的 某 物 理性 能 具有 对 称 操作 Wr" 和 W 表示 的 对 称 性 , 则 必 基 有 复合 操作 多 "全 E 
ASH S] PRE SE K 3E 24508 8). 

DFZ BUAR CT) 如 上 所 述 ， 这 点 群 员 有 12 个 对 称 操作 ， 我 们 却 只 需 检 查 3 
[111] 和 2{001] 对 物理 竹 能 张 县 各 分 量 的 影响 。 3+[111] GER 3946 PO EE DX PE GE e: 
TT Ta = Ta, Tem Tam Ta. 
2[001] ER Æ Se Wy 3É Pd SH RAE RES i—i, Est xit ris Dër Yay, nic 
一 各 3 xui — xix. 因此 Ta 一 了 Ty 一 0, 由 此 可 得 出 结论 :点 群 23(T ) 的 二 秩 张 
最 物理 性 能 具有 一 个 独立 分 量 , 这 张 最 为 下 列 形式 ， 

T. 0 0 
Bi 
D 0 Tu: 
立方 晶 系 中 其 它 四 个 点 群 含有 更 多 的 对 称 操 作 ， 但 它们 对 二 秩 张 量 物理 性 能 没有 新 的 影 
Dal. | 

Ti GEGET = fn EON sa # BS) Pa Pt IER OC E RES LEO s ECT EE 
BJ xi BË rika 6 Desi e f RE Fi 3F AS 1m ER eI EE SE Ee pk 3€ 393 —]- A& bh, i JE 
变换 成 若干 个 坐标 的 线性 组 合 ， 这 样 ,就 不 能 用 简单 的 直接 检查 法 ,而 必须 求助 于 更 有 效 
agi pr. SQUARE 3*[001] 为 网 说 明 如 下 ， 操 作 3* 1001] PJ EK aF E: 


u E 9 

Q=] v3 i | | (6-45) 
HD y X Ü 
0 0 1 


往 意 , 式 (6-45) 不 同村 附录 1 rH £t aen EBE, 因为 那里 采用 的 是 六 角 尝 标 系 ,这 里 采用 
的 是 正 交 坐标 系 ， 按 式 《6-45), 并 注意 到 Néumann KE, 我们 有 
4 了 ， 一 了， 一 Za 3 Tn 十 Zéi 
EE EE E $T (6-46) 
4T, = 3Tu + 2W 3 Ta + To 


AT, — —Tu + Z 3 T4 (6—47) 
2T, = za 3 Ty Ta 
Ty Ts (6-48) 


张 量 有 及 个 分 量 , 我 们 就 可 以 得 到 几 个 方程 , 从 而 解 出 张 量 的 各 分 量 。 例 如 , 式 (6-46) 是 
EF Ta Ta 和 Ta 的 齐 次 线性 方程 组 ;其 系数 行列 式 等 于 零 , 故 有 非 零 解 为 : Tu" Ta, 
Tw 0, 35 (6-47) 是 关于 Tu 5 Ts 的 齐 次 线性 方程 组 , URBES TS "CX. 
EFE: T 一 Ta 一 0。 这 样 , 点 群 (O) 的 二 秩 张 量 为 下 列 形 式 : 


s Län: 


Ta 0 0 

0 T, 0 

0 0 Tg 
EERTE, 


32 个 晶 类 的 物理 性 能 的 分 量 以 矩阵 形式 列 于 附录 6， 其 中 对 应 和 于 万 与 已 的 关系 的 
含有 妃 个 分 量 的 a 矩阵 就 是 对 称 二 秩 张 量 的 代表 。 就 对 称 二 秩 张 量 而 言 ，32 个 晶体 学 点 
梯 可 分 成 五 大 类 , 即 ，(1)》 三 斜 量 系 ,有 六 个 独立 分 量 ;《〈2) 单 斜 晶 系 , 有 四 个 独立 分 量 ， 
即 三 个 对 角 元 素 和 Yu; (3) 正 交 晶 系 ,有 三 个 独立 分 量 , 即 三 个 对 角 元 素 ; CO mU. 
角 和 六 和 角 晶 系 , 有 两 个 独立 分 量 , 即 对 角 线 上 的 Tn = T, 和 Ta; (5) dd HH 
一 个 独立 分 量 , 即 对 角 线 上 的 互相 相等 的 三 个 分 最 ， 


6-2-4 三 秩 张 量 

= FS EUMD BE PE BE BJ Ji 8) p| T- ETE RL 02 dua. 见 式 【6-22)。 为 找 出 此 张 最 分 是 之 
闻 的 关系 ,我 们 应 考虑 在 点 群 的 一 组 生成 对 称 操作 的 作用 下 三 个 坐标 的 乘积 zxjxt dni 
Ze TAARE xix, ZER xix. = (ari ar) A Ti = fo: 
S—3Jpnglg ese BN ERE Neumann 原理 ,就 应 该 Tuc Ta, 比较 这 两 式 可 
AD T a Í = 0. Wik, D 21 个 不 售 对 称 中 心 的 晶 类 本 能 显示 压 电 效应 。 TARA LA A 
本 


1. 点 群 ACO), 4 次 轴 平 村 于 各 h 


TL X44 X; -> — X], X; — Y; 


LR] dE duu — dm — dus Sod zs du = 0 
dicc dy dh = d, = 2, = 0 
dia d, > — diss < dy = dy = Ü 
dia > d — dy, < dua —dy 
di — das —> dins Jody dy 


di;— an — dm, C dun re —dy = 0 


dau — dy — dms . dy = dg 

dasa — den 

da, duy ane -5 ds —d = 0 
ds; — dy; — dn 0 


GEERT E ARE 


' e bet | (6-49) 
ee e@- - < 
式 (6-49) 中 细 点 表示 该 分 量 为 零 MAAAR FENE LENDER a Z TRIBU XE CROIRE PA Sy SL RU 


(4p, ES B urge aS SL RK K PJ RE L FPA UPS t y SEIS BERE Sq. CL 
WS MUSEI O 表示 其 值 为 与 之 相连 的 粗 点 所 代表 的 值 的 一 2 信 ， 


2. 5 ££ 432(0) 


点 陪 432(0) 的 生成 对 称 操 作 是 任 一 个 42， 例如 4 [001], 与 尾 一 个 LC, D 
áp 3*[(111], 4*[001] 操作 的 结果 即 式 (6-49)，3[111] 操作 引起 的 变换 是 x — x, — 
rj; xr, dX 

du — dms 0 dy = d, = 0; 

da > ds 7 da = d. = Ù; 

da > dms 0 d. = dy, E35X (6-49) BRI R d. = 一 dy 对 比 可 并 du = da = 0; 

da — dus — 72 dy = d, = Ú, 
这 样 ,点 群 43200) 的 压 电 系数 全 部 为 零 , 可 能 具有 压 电 效应 的 晶 类 只 有 20 个 ， 

3. =. 8 5 = EE 

如 在 6-2-3 节 中 所 述 ,此 时 不 能 用 简单 的 直接 检查 法 ,而 需 用 解析 法 并 解 齐 次 线性 方 
TH, "Staren. IH F AE, | 

附录 6 中 描述 DD 与 o 的 关系 的 (3 x Od/BIEBLE TEIG e 5 E 的 关系 


的 (6 x 3) 中 矩阵 则 是 道 压 电 系数 ,两 者 互 成 转 置 关系 ， 值 得 注意 的 是 ， 对 压 电 效应 而 
言 ,20 个 可 能 具有 昧 电 效应 的 晶 类 的 压 电 系数 各 有 其 互 不 相同 的 特点 ， 


6-2-5 miki 

除了 属于 三 角 和 六 角 晶 系 的 晶 类 需 用 解析 法 解 齐 次 线性 方程 组 外 ， Rp mS ls: 
Sie, 32k mr, — 

1. AS m(Cu ), dd ET nm | 

洗 标 的 足 标 的 变 黎 方式 如 下 ; 1—1,2 > —2,3— 3. DÉI Ond E Bt rH SE 
一 对 足 标 如 下 变换 ; 10 11,22 22,33 — 33,238 = —23,31 = 31,12 — — 12, 相应 的 
— mii BEL d Un FEE: 09 1,2 2,3 03,5 7$ 7 3,6 — —6, 
这 样 , 罕 成 矩阵 形式 的 弹性 系数 


Cu Co Cu Gun Ch Cu 


£y Con Cp fp En 


Cu Cu Cu (6 30) 
Ca Ca 
Ca 
就 变换 成 了 en Cu Eu “En £ 77608 
Cn Ba u. ën "Ca 
3 z (6-51) 
Ca Cu C5 Cu 
Eu 7698 € 6 
€= — 65 


. 148 " 


这 主 我 们 没 背 号 出 算 阵 的 左下 部 分 ;因为 这 短 阵 是 对 称 的 ， 按 Neumann 原理 ,这 两 下 也 
ZTA S, St mQCQ) 的 弹性 系数 虽 下 列 形式 : 


(à 32) 


*0- 0008 
e A oe 500 
+ 
 @ * @ = e a 
2-000 
o = @ = c: 


2. 点 群 1(5,5 ok 4] R E HET x, 转 
坐标 的 足 标 的 变换 :1 一 一 2，2 一 1, 3 ~> 一 3。 四 秩 张 量 的 分 景 的 每 一 对 足 标的 变 
ph. B 
1]— 22,22 — 11,33 — 33, 23 — — 13, 31 — 32,12 > — 21, mHE oc 3E HJ Ed BS 
jit. | egi 1423 9 3,4 — —5,8 — 4,6 — —6, 因此 436-50) Un lb b 2 fc) E BR SE 
$i p: 
22 24 23 --25 24  -—26 
ll 13 一 15 l4 —16 


33 —35  J 34 一 36 (6-33) 
5 —54 56 
44 —46 
66 


让 式 (6-50)5(6-53) 相 等 ,立即 可 得 点 群 4(S,) aga E ED TEX: 
Aë e ` 
$1524 
@— 6 +` c 


-G Li » + $ 


(6-54) 


f k 6 dHSR € I3 a 关系 的 (6 x 6) s 矩阵 就 是 弹性 顺 度 与 动 度 系数 ， 其 中 符号 D 

Ud siis sj 等 于 与 之 相连 的 粗 点 的 点 值 的 两 倍 ， 但 O FOB AR ca Q| $ 
干 与 之 相连 的 粗 点 的 c f; 符号 x 代表 的 s 一 2 Lon s), 但 符号 XX 代 表 的 cú = 
(en — en)/2, 

x] PUREE, 32 个 晶 类 可 以 分 成 九 种 类 型 : 三 斜 . 单 斜 . 正 区 ,六 角 ,立方 
互 个 语系 各 为 一 种 类 型 ， 三 角 晶 系 中 蝇 类 3 和 3 为 一 种 类 型 , 晶 类 32, 3m 和 3m $5 — 
神 类 型 ， 由 方 品系 中 晶 类 4, 4 和 4/w 为 一 种 类 型 晶 类 422, imm, 42m 和 A mmm 为 男 
一 种 类 型， 

Lid TED EE Smi = Zem HORRE, 对 称 任 对 于 不 满足 条 件 mas 一 Ran ËJ 
等 唱 省 系数 的 影响 则 与 之 不 同 , 详 见 文献 2], 197 页 ， 


6-3 石英 晶体 切割 方式 的 选择 原则 239] 


前 商 玉 介绍 了 坐标 变换 时 晶体 物理 性 能 的 分 量 如 何 变 ， 还 介绍 了 关于 晶体 物理 亿 能 
的 对 称 性 的 基本 知识 ， 现 以 石英 晶体 为 例 说 明 其 应 用 , 


6-3-1 < 石英 的 物理 性 能 


石英 的 把 群 是 32， 分 右 旋 和 左旋 两 种 ， 按照 $ 6-2 和 附录 5， 它 的 物理 性 能 的 特 
后 是 : 

(1) 零 秩 张 其 : 零 秩 张 量 的 物理 常数 可 不 等 于 零 ， 例 如 石英 的 密度 o — 2650.7 kg/ 
m'(0*C). 
(1) 一 秩 张 量 : S 32 不 是 极 性 晶 类 , 故 石英 的 热电 系数 p; 一 0. 
\32 二 秩 张 量 ; 只 有 两 个 独立 分 量 Tum Tw 和 ss。 例如， 相对 介 电 常数 


| 4.52 ü Ü 
|." Zl o 452 O | 
"* | " 

Ü 0 1464 


CHH 50 x 10' 一 5 x 10 Bai? 


磁化 率 | | 
4173151 0 Ü 
di 0 一 15l1 0 Jon 
o o 一 152 
# he HÉ 78 28 | 
1371 .0 0 ` ` 
-| 0 1371 0 jE 10™ /0 
0 0. - 7.48 
I (25% 时 》 
导热 系数 


65 0 Ü 
Et 6.5 0 IL p) 
| 0 Ü 11.3 | | 
GO CRI) 
(4) 三 秩 张 量 : 压 电 系数 只 有 两 个 独立 分 量 du - —d, 和 d, = —da, 其 它 不 为 
"EBUA EE da 一 —2du, AEO 石英 的 压 电 系数 du 的 测量 值 如 下 : 


一 23 23 D 一 0.67 Ü 0 
d=] ù o 0 0 -067 46 |x 107" C/N 


0 0 o 0 0 0 
JE YE E SLE RJ da të W| 5S m = .按照 压 电 系 狐 du 的 定义 ,上 述 dy 值 说 明 , 若 沿 着 右 
旋 上 石英 的 2 次 轴 ( 即 [100] 方 向, FÑ x II IR o, 一 Ikg/cm'(—9.81 x 10'N/m') 
B X Say JJ AE x 方向 的 极 化 天 量 ; 


* 150 š 


P, = dag, = (—2.3 X 1077) x (—9.81 x 109) 
-—-23*xl07C/m . 
反之 , 设 沿 2 次 轴 (* 轴 ) 方向 加 上 场 强 为 10V/m = (NIC $9525 3r S| ST x 
儿 方 而 的 收缩 ,收缩 应 变 为 
g, 77 d E, = —2.3 X [072 x 10* as —2.3 X IO" 
此 外 ,还 会 引起 治 y 方向 的 同样 值 的 伸 长 
(^5 B8,T dE, = —dQE, = 2.3 X 10 
和 x EHE SEGEEHT x 8581E75 JEU] 3E pR SEA. 
E, = d E, = —0.67 X IO" 
另 一 方面 , y 方向 的 电场 E, 则 可 通过 d fib y 面 的 切 变 ， 并 通过 da 产生 z 面 的 切 
(D 四 秩 张 量 ; KARTAMI S Ta = Tos Ts. Ta = Tss Tn, T = Ins 
Tu, — —T,, 其 它 不 为 零 的 分 量 则 由 以 上 六 个 分 量 决 定 。 HA PL M EF AE Su dnm, 
fg = 25a, $a 77 2 n — su); 对 弹性 劲 度 3& ER cu UE, cs 64» co = (en 一 €n)i 4s 
o BRRR ERE RN 1 和 弹性 劲 度 系数 cy 的 测量 值 如 下 ; 


12.79 —1.54 —110 -一 446 ù 0 
—154 1279 一 LI10 +445 0 0 
—i10 -—i10 9.56 Ü 0 Ü 
O 1 —446 — 446 0 019.78 o 0 
| 0 0 0 0 19.78 | —8.92 

0 0 0 0 — —892 2865 


x 107! mt/N (ZE 259C 测量 ) 


86.05 — 485 1045 1825 o 0 
485 8605 wa —1825 0 0 
1045 — 10.45 — 1071 0 0 0 
CU [1825 —1825 0 5865 0 0 
0 0 0 0 58.65 18.25 
0 0 0 0 18.25 40.5 
x LO7N Io 


以 下 坐标 系 的 选取 都 按照 附录 6 所 述 规则 ， 即 x 轴 平 行 于 2 Wü. 轴 平 行 于 3 次 
in, y H5 EEH ALR) 6-2, 


6-3-2 振动 模式 与 压 电 活性 


在 总 声波 探伤 仪 和 超声 让 诊断 设备 中 , 常 采用 石英 晶体 制 成 的 压 电 元 件 , 抒 电报 荡 转 
en Ee, om, SERIES Dr (MEEF 2 次 轴 ) 的 8 H 
(0° z 切 石英 ), 薄片 两 面 数 以 电极 ， 见 图 6-2。 在 这 两 极 施加 交 变 电场 EL AH RES 
向 (z 方向 ) 产生 交 变 的 伸缩 弹性 振动 (e= 4aB,)。 当 压 电 元 件 制 成 的 探头 与 被 探伤 的 
工件 或 人 体 待 诊 部 位 重合 良好 时 ， 就 能 在 工件 或 人 体内 产生 相应 的 振动 一 -超声波 . 由 


r LINE 


T dy 和 ea 部 为 零 ， 若 把 石英 晶体 切割 成 悉 直 于 ”或 = 方 向 的 荐 片 并 沿 y 或 = 方向 如 上 
电场 ， 净 不 会 产生 商 厚 度 方向 的 伸缩 弹性 皖 动 。 但 由 于 di 0, 4,250, y Ui X n] 
P^: y 面 的 切 变 摄 动 和 党 = 面 的 厚度 切 变 控 
D. ARREDARE, HARAN 
RUEDA. É Ce T Pu ll MJ 
RA. 

如 果 我 们 引信 一 套 固定 在 石英 切片 上 的 
Béis Sg vre, WE 56-2, E e 寺 沿 石英 片 长 
RHE. y 轴 沿 宽度 方 铅 ,zx" 轴 沿 厚 度 方 
Ris 知 这 一 套 唱 睛 坐标 系 相对 于 石英 晶体 的 
坐标 系 +yz 的 关系 是 


ut | x Qu Qu Qu E 
30100) | 六 | 一 | Qa Qn O, Í v (6-53) 
Wei 石英 片 的 坐标 系 z Os Us Qu/Vz 


我 们 就 可 利用 式 (6-17) 计 算出 相对 于 晶片 学 标 系 的 压 电 系数 da, 例如 ， 设 晶片 厚度 方向 
z' PITT z 轴 即 [100] 方向 ,长 度 方向 从 ?方向 (好 [010] 方向 ) 绕 z 轴 顺 时 针 旋 转 o 外 
(以 下 简称 为 = 角 z 切 石英 ) 则 坐标 变换 矩阵 


Qu Qu Ou 0 cosa -—sina 
" Ou Qn | = | Ü sina | (6-56) 
Os On Qn 1 0 0 


此 时 最 片 坐标 系 中 的 压 电 系数 di 可 按 下 式 计算 ; 
d, = di = 2, QsiQuOi di, 


= cosd — cosa sin ol ës + din) + sin'ad,a 
一 —djucosa — dícosa sina | (6-57) 
dil 表示 沿 ef xd SEEmG 4m) 的 电场 引起 的 党 晶片 长 度 方向 (x 
方向 ) 的 应 变 , 图 6-3 表示 dy EBE o 角 的 变化 .由 
Em L.S e — 5? 时 的 du 值 最 大 : 远 远 大 于 = 一 


3 


一 18.5° 时 的 星 值 ， 为 了 获得 较 大 的 压 电 效应 ， m. 
应 该 采用 压 电 系数 较 大 的 切 角 ， 即 压 电 活力 较 大 $ 
的 切 角 。 但 有 时 还 必须 兼顾 其 它 性 能 ， 如 振动 模 S, 
式 要 单纯 ( 见 6-3-3 节 ) 和 频率 温度 特 狂 ( 见 6-3- — 7 
vt 等 。 | 


-90° -45° p^ 45" EN 

6-3-3 纯 纵 振动 的 获得 — 18 x ER 图 6-3 für VEORGSARPOHUIEROR EE da 
设 石 英 片 的 厚度 极 薄 ， 宽 度 也 比较 小 ， 但 很 akl tdi i ` 

发， 若 采 四 图 6-2 所 示 石 英 片 坐标 系 ,并 在 垂直 于 厚度 方向 的 两 面 数 上 电极 ,就 可 加 上 电 

ETER x 方向 的 电场 ,， 由 于 晶片 极 薄 ， 电场 E, 可 以 认为 是 与 了 ,7，z 无 关 的 常 


"152% 


BE, _ ap, OE, 

Ox Oy Oz 

"m E Gr HZD o; 了 出 不 应 说 厚度 方向 (z) image. YEndEsREPMEBHFIBJERERE 
无 应 力 的 : 


= D 


gj = gj = 9377 Ü 
AMETAN 
gu = Our G = Ü 
Fi — T E ERI AI x EA ERRA 
g; = g; = g = Ü 
AUR , 试 样 的 宽 攻 也 远 小 于 其 长 意 ,所 以 有 
Fn = gx == gu = Ü 
zt 
g, = z, = g, == Ü 
次 样 ,在 一 级 近似 条 件 下 KE Fr PLZ AJ RAKE G KED IG" 方 司 ) 
HE 
如 果 和 石英 晶片 的 压 电 系数 du #0, MA z 方向 (厚度 方向 )》 的 电场 将 产生 沿 
方向 (长 度 方向 ) 的 应 变 6i: 
81 一 dE, 
就 可 用 加 在 旱 片 电极 上 的 交 变 电 正 激 现 沿 晶 片 长 度 方 向 的 级 振动 ,这 种 沿 长 朝方 浊 (x D 
向 ) 的 促 缩 振动 模式 的 频率 为 
n 1 
Kette 
式 中 1 Aj BJ KEE, p 2 ES EECHER CTT EE rz Ë 
MUE . DK, ; 
内 长 度 方 向 沿 着 石英 ?了 23 F8 D° x 切 石英 晶片 ， 到 dis, x3. y /z. LE 6-2, 
就 可 得 到 沿 石 英 晶片 长 度 方 向 的 纵 振动 ,因为 按 式 《6-577) 我 们 有 
di = d, —d,-2.3 x i0 " C/N 
但 用 09x 切 石 黄片 得 不 到 较 纯 的 纵 振动 。 由 于 弹性 顺 度 系数 
fg = f 254g = 2 + $I = dn => 4.46 X ]07Um!/N 
不 为 怜 ; 沿 * 方向 的 应 力 可 以 引起 沿 z 面 的 切 变 , 也 就 是 使 唱片 表面 (z 面 ) HE Ep aE 
REPARE. AA m TEFAL AMARE RAIRA. 
为 了 得 到 较 纯 的 纵 扰 动 , 让 我 们 探讨 弹性 顺 庶 系数 su $8 G 如 何 变化 ， 从 而 可 知道 当 
a 上 肥 何 从 时 石英 切片 的 弹性 系数 ru 的 值 为 零 。 为 此 先 把 si 变换 成 四 个 足 标 的 张 量 分 需 
的 上 形式: 


25—1,3,95,:-- . 6-58) 


F F 
fe 77 2 S12 


SZ (6-17) 可 得 
sun = > Qu Qi unsi 
Ira k, 


== cosla( sina * syp 十 cosa * fagi) 


— consin a( sina - 53232 + cosa * sna) 


— cosa sin a( sina * sym 十 cosa + s;ms) 


+ cosesin'a( sin a * fag; T cosa * 5455) 


— cosa sin ol sina * fgg + cosa * igi) 


+ cosusin'a( siu e * Zus 十 cosa * 53134) 


十 cosasin'a( sin a * 545; + cosa * sm) 


一 sinPa( sin a * syy 十 cosa * $535) 


一 jnn(cos'a * sina) + s>xs( costa — 3cos'a * sinta) 


— Snai costa s 


sina — cosa sin a) 


— saul 2(cos'a sin a — cosusin*a)] 


== fans. coSs * sina) 


把 四 中 标的 TY 变 成 两 足 标的 PT 注意 到 Sié = Jsu fu 7 f 77 fimus fu 7 Lous 


f Í| U^ fan SR — fans $11 = $23 7 Por AH fu m fy FT $sin 得 


fü = —2ra cosa * sins + 2sycosa * sina — su(cos'a 


— Annie cofa — (ss 十 251) (cosa — sinta) cosa sin a (6-59) 
图 6-4 isi (6-59) p CEA BU e £8 z DI HRS A CG RSA br ES 
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图 6-4 d HERE a RE 


向 的 级 振荡 引 息 的 绕 晶 片 厚 度 方 向 的 剪 切 振 荡 ， 
由 面 切 变 模 式 的 援 荡 的 强 弱 ) 随 4 角 的 变化 曲线 . 
由 图 可 见 , 当 e 宕 一 18.55 和 ao 一 432 时 点 一 0， 
这 表明 ,在 这 两 个 角 放 附近 ，y>* 方向 的 伸缩 与 * 
平面 的 切 变 之 间 的 看 合 很 小 或 等 了 于 零 , 718.5? x 
切 型 就 是 根据 这 个 结果 而 设计 的 ， 此 时 压 电 系 数 
d^ [Fr AK NR WE 6-3, 


6-3-4 石英 谐振 器 的 频率 温度 特性 
五 英 晶体 是 弹性 体 ， 有 其 固有 频率 ， 当 强 这 


，_ 力 的 频率 等 于 其 固有 频率 时 , 它 就 产生 机 械 谐 振 ， 


另 一 方面 ,石英 晶体 又 是 压 电 体 , 可 用 输入 交 变 电 
讯号 的 方法 通过 逆 压 电 效应 使 之 产生 机械 TB RC. 


机 械 谐 振 又 可 通过 正 压 电 效应 而 输出 电讯 号 ， CARMA 上 上 敷 以 电极 并 装 上 支架 , PME 
后 就 构成 石英 谐振 器 .石英 谐振 器 广泛 用 于 军事 遂 讯 设备 、 彩色 电视 机 的 同步 电路 各 电 
子 钟 状 中 。 这 些 应 用 都 要 求 石英 谱 振 器 的 谓 振 频 率 非 常 稳定 :基本 上 不 随 温度 而 变化 。 
由 式 (6-58) 可 知 ， 谐振 频率 f 与 石英 晶体 的 密度 ps GRASS ET 
关 ， 这 些 参 数 又 都 是 随 温度 工 变化 的 ， 石英 晶体 的 线 脱 胀 系数 4 见 6-3-14. HEA 
Hk (6-17) 计算 晶 最 片 的 猎 意 方向 的 尺寸 随 温 度 的 变化 ， 例如 ,与 石英 [0001] pit RU 


z 组 ) 成 6 角 的 方向 上 的 线 膨胀 系数 (见习 题 12) 


(6 -60) 


由 十 密度 p= mV, 密度 温度 系数 (密度 随 温 度 的 相对 变化 ) 
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一 一 “一 一 一 ` ven en u s —(2a, + za) (6-61) 


RI tB £x 12 E g LUE. H is Fr Diet AE. 
459-3 mXB)XHEBUE X NEUE ERBEN BERE CSEuE T. = 15v) 
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& 6-3 列举 了 25% 时 石英 的 弹性 县 度 系 数 1 与 弹性 劲 度 系数 ci 的 温度 系数 二 
O95 = L. Zeg 
OT ej OT. 
BUE E GR — P 和 弹性 劲 度 系数 温度 系数 + "2. Plan STU SR (6-59) 可 以 扒 
Gul FAS (Bl 3488 15): 

du = sucosa + sysintg + Csu + 2s5)cos'asin'a 十 25,cos'a sina (6-62) 
现 仍 以 a f x DEEA PHA BNI GER D RUD 538109 HE SE. 
由 式 《6-58) 可 知 频率 温度 系数 
] 9j 1 8 ( 1 1 ) 


mr win WË mmm, — — m 


f oT ] TMI AJ ni. 
— _ LL än _ 1129e 181 
25 OT 2 p T i OT 


ER (6-60) Æ (6-62) fA, ERRA (6-60) 中 的 0 = 90? 十 a， 并 利用 6-3-1 Til 


Ex S5 x, TRAG- ELE US IESS ERU S Pr E9386 0 LE # 


X 6-3 中 的 数据 ， 可 计算 出 < fS x 切 石英 晶片 沿 

其 长 度 方向 的 纵 振动 频率 的 温度 系数 随 o: 角 的 变 NT 

(XX, BG. HEG-SHIUL a= 5° 时 的 ”5 -2 

5° z 切 石 英 昆 片 的 频率 温度 系数 毛 近 于 零 , 而 Do» 

—18.5° x 切 石英 的 频率 温度 系数 等 于 —27 x vh Sis 

(uni, ERETI- MA, ARARA EE 

igu —18.5?. 切 型 的 压 电 活力 较 高 ,长 度 k 

最 动 模式 较 多 采用 5°x ERI. am 
EE Re 

P RE EI ER. AS DUHR DUR R. mos we EIER EIERE E 5 5 EJ 

Cp Ras QR EFESRETSE, DÀ EGRÁTR AED EE 2500) 


GRUT Eë EE 0 ek, CES Ltr SE, wm LEES RHR 
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$ 6-4 晶体 的 物理 性 能 在 点 群 测定 中 的 应 用 5 


点 群 的 测定 没有 园 定 的 程式 。 如 何 测定 点 群 决定 于 ， 关于 待 研究 的 物质 已 查 些 什么 

寺 芭 ,我 们 的 任务 乱 测 定 该 物质 的 晶体 结 梅 还 是 只 要 对 该 种 物质 有 个 初步 描述 就 够 >. 

fs 遇 全 是 透明 的 而 且 不 太 小 , 则 光学 观察 可 以 很 迅速 判断 它 是 各 疝 同性 《立方 品系 ) 
或 是 单 轴 晶 《 属 于 三 角 .U 8E ZZ Be AR 2L ) RENAR C RE EIE XE BÀ AR Z —). 
观察 光学 性 能 相对 于 最 体外 形 的 方向 使 我 们 可 以 猜测 该 晶体 属于 什么 晶 系 ， 

下 一 步 通常 是 进行 单 晶 体 和 射线 衍射 研究 . 由 倒 易 点 的 对 称 性 可 以 而 定 晶 体 帝 于 何 
Laue 类 ;外 衍射 次 点 的 系统 消光 ， 可 以 判断 晶体 属于 什么 点 阵 ， 县 有 什么 平移 对 称 蕊 奏 
(《 螺 度 轴 和 请 移 面 )。 但 这 些 工 作 和 通常 不 能 辨别 晶体 是 和 藻 具有 对 称 中 心 ， 

3) f HX 射线 衍射 方法 判断 曼 体 是 否 具有 对 称 中 心 , 可 以 用 强度 统计 的 方法 ;在 适当 
的 条 件 下 还 可 以 利用 反常 散射 的 效应 。 但 本 节 不 打算 深入 讨论 这 些 间 题 ， 而 着 重 讨 论 晶 
体 物 理性 能 在 点 群 测定 中 的 应 用 ， 

在 6-2-4 节 中 已 经 指出 ,若菜 晶体 显示 压 电 效应 , 则 它 不 可 能 是 中 心 对 称 的 , 也 不 可 
能 是 432 品类 ,而 只 可 能 是 表 4-5 左 起 第 4 栏 中 除 432 MESZ 20-8425. (HiWürELA 
成 立 , 某 晶体 不 显示 压 电 效应 ， 我 们 不 能 说 它 的 点 群 就 是 表 4-5 中 第 3 栏 所 列 的 ul 个 中 
心 对 称 点 隘 ( 扣 上 432 点 群 ) 之 一 ,因为 可 能 该 晶体 的 压 电 效应 太 微 弱 而 未 被 探测 出 . 

在 6-2-2 节 中 我 们 证 明了 ,仅仅 十 个 机 性 晶 类 可 能 有 热电 效应 、 铁 电 性 以 及 流体 者 压 
方 导致 的 压 电 效应 。 因 此 ， 铁 电 体 以 及 在 流体 静 压 力 下 有 压 电 效应 的 晶体 必 为 这 十 个 量 
类 之 一 ， 回 理 , 道 命题 不 成 立 ， 

车 基 唱 体 的 漫 庆 的 均匀 变化 会 引起 电极 化 矢量 改变 ,就 称 此 晶体 是 热电 名 体 , 且 必 朋 
干 -| 个 极 福 品类 之 一 。 但 在 实 鸣 上 很 难保 证 晶体 内 的 温度 绝对 均匀 ， 而 晶体 内 的 温度 析 
ur Ze (b au Pet e ,然后 由 于 压 电 效应 而 产生 电极 化 矢量 。 因 此 , 当 改 变 品 体 的 温度 时 
所 观察 到 的 电极 化 矢量 的 变化 , 既 可 能 是 由 于 热电 效应 ,也 可 能 是 由 于 压 电 效应 ， 例如 石 
JE nd T 32( D) DE ES RE/1 370 $3425 S TEES LED 但 却 极 易 显 示 上 
述 * 候 ?热电 性 。 因 此 ， 比较 可 靠 的 是 把 显示 热电 效应 的 晶体 解释 为 可 显示 压 电 效应 的 20 
个 品类 之 一 ;而 不 说 它 一 定 属于 可 显示 热电 效应 的 十 个 航 狂 品类 之 一 。 | 

m ogQHib ea ARARE DERE Etik. SERIES 
dn ghe st T, SIB RER, URmIRT 32CD3) 晶 类 的 石英 品 体 ， 
有些 体 偏 振 面 沿 顺 时 针 方向 旋转 , 另 一 些 则 使 偏振 面 送 时 针 旋 转 ， 可 以 证 明 :仅仅 没有 全 
反 中 心 的 晶体 才 可 能 有 旋光 性 ， 在 没有 对 称 中 心 的 2 个 晶 类 中 也 只 有 15 个 晶 类 ， ud 
4-3 所 列 11 4-28 —38 ERE (up mpm Eh, DUE bte Re TERIO 的 晶体 ， a" m( Col: 
amaca), IS) 和 im Qs ZI SEE OE. KEE LE ETRE 
志 体 的 旋光 性 都 很 弱 , 而 且 观 察 旋 光 性 也 不 容 多 ， 除非 光束 是 平行 于 单 轴 量 的 主轴 传 报 , 
SE 定点 群 的 工作 中 用 得 不 普遍 。 

— HX egt M IER STELLT Laue 5 sie 
EE 3k S 5828 h) 3 DES ELLE EL 见 表 4-5, RREA 
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散 针 的 方法 外 ， 术 节 的 方法 有 助 于 判断 晶 体 有 无 对 称 中 心 ， 从 醒 部 分 补充 和 届 线 和合 射 实 
验 . 现 将 有 关 情 况 汇 于 表 6-4. 


w 6-4 点 群 按 某 些 物理 性 能 的 分 类 


| 按 X 射线 衍射 花 有 上 压 电 效 | 
样 的 对 称 性 分 类 GE: IPE ns 


LI € 3 
as 


Pë >£ H: SX 


下 面 骨 顺便 介绍 两 人 小 有 助 于 测定 氮 群 的 方法 。 一 是 最 体 天 然 外 形 的 观测 ， 在 六 射 政 
应 射 方法 发 展 之 前 ,这 是 测定 点 群 的 最 重 训 的 方法 。 如果 茶 晶 体 显 示 出 发 育 元 好 的 曲直 ， 
就 可 能 由 晶体 的 外 形 得 出 关于 它 的 点 对 称 性 的 倍 息 。 用 光学 测 角 计 可 以 调 定 耳 径 远 小 于 
Imm 的 晶体 的 由 对 称 性 联系 着 的 一 组 面 , 将 这 些 面 的 极点 标 在 极 赤 投影 图 上 . 尽 可 能 多 
泛 些 发 育 情况 不 同 的 局 一 种 晶体 ， 测 出 它们 的 尽 可 能 多 的 晶 面 。 在 某 些 情况 下 ， 艾 育 元 
过 的 明 体 的 外 形 的 对 称 性 怡 对 应 于 一 个 晶体 学 点 群 。 情 如 ， 当 有 八 个 蝇 面 构成 双 站 楼 锥 
村 ,就 哈 一 地 对 应 于 一 个 点 群 4mm. 在 另 一 些 倩 况 下 ， 一 种 晶 形 对 应 于 匠 于 个 蜡 体 季 点 
oi 例如 , 当 有 四 个 晶 面 构成 四 棱锥 时 ,可 能 对 应 于 点 群 4 或 4mm， 在 后 -- 种 情况 下 ,如 

一 个 品 体 显示 几 种 晶 形 ， 即 有 几 组 对 称 性 联系 着 的 面 。 也 有 可 能 唯一 地 确定 点 群 ， 列 
— a 四 个 面 为 一 组 , 呈 四 楼 锥 形 ， 两 组 之 问 的 转角 不 等 村 45 ， 
划 可 肯定 点 群 为 4。 如果 晶体 的 基 晶 形 的 面 发 育 得 不 完好 ， 则 它 显 示 的 对 称 性 就 过 低 于 
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实际 的 点 对 称 性 ,这 是 本 方法 的 缺 所 ， 

另 - :个 是 蚀 坑 法 。 把 晶体 在 真空 中 加 热 使 之 挥发 ， 或 用 运 党 的 腐蚀 剂 而 得 到 的 腐蚀 
所 由 著 十 平面 组 成 ， 这 些 平面 民有 映 了 受 对 称 性 控制 的 溶解 速率 。 在 某 一 上 般 面 上 的 蚀 坑 的 
形状 和 方向 对 应 于 该 晶体 的 后 群 的 对 称 性 在 这 昂 面 上 的 投影 ， 内 向 必 与 十 个 二 维 扩 群 之 
D, 国际 晶体 学 表 A 卷 ”中 每 个 点 群 的 图 表 (参看 本 书 图 4-9) 的 第 三 栏 列 出 rg 
种 晶 形 的 面 的 对 称 性 ， 也 就 是 蚀 坑 显示 的 晶 面 的 对 称 性 。 当 外 形 观 测 法 得 不 出 唯一 的 结 
录 时 , 蚀 坑 法 往往 可 作为 其 补充 判断 手段 。 例 如 , 四 楼 锥 外 形 可 能 对 应 于 氮 群 4 或 Amm. 
如 果 蚀 坑 上 反映 出 四 棱锥 的 每 一 面 的 对 称 性 为 m, 则 晶体 的 点 群 为 4mm; in LA EE d 
由 楼 锥 的 每 一 男 移 对 称 性 为 1, 则 后 群 为 4+， 但 必须 注意 , 某 些 互相 没有 对 称 头 系 的 时 面 
的 咨 解 速率 可 能 偶然 地 相同 , 使 独 坑 显示 比 该 晶体 的 点 群 更 高 的 对 称 性 。 因 此 ,由 蚀 抗 研 
究 只 说 该 晶体 最 局 可 能 具有 什么 后 对 称 性 较为 稳妥 ， 


习 题 
.已 知 应 力 0) RR, dh de BEP JE PX BL, oS 03 RUS EU (6-7) 的 方法 证 明 式 (6-22) 中 
HERRE dua IL PAK RE. 
2.34 üuE BH: 
(1) 标量 的 梯度 的 分 量 技 式 (6-16) 变 换 : 因 而 是 矢量; 
(2) n kok SEX n EE Root (r + r.) PASE RE: 
(3) rfks BOSE AR ER MAAE (r + 2) Ak, 
DAE 88.59 rb) Ee UC STR RUE — fede RE CA MOERS I EYE RC. 
HERRE ACC 与 165.) BS — TRUE IE Eos EE BER S. REES 
, 斌 推导 品类 6(C0,) RBC) BU— EE RENE RERS TER. 
— 2(€,) 当 2 次 轴 平 行 于 *a dH, ¿u SS S ae 2 次 轴 平 行 
fts e fr AS 
bias m(C,) MABIEHSE ECT. z, RITE He CB EE AL. 
Hugh DER T, 描述 的 某 物理 性 能 具有 对 称 操作 W 和 W 表示 的 对 称 性 ， 则 必 具 有 复合 
sip W*W* 表示 的 对 称 性 . 
HEB mE (ADP, JFR NHIHQPOQ) DARE el Dal, $ z, 办 平行 于 2 次 旋转 轴 * 
z, 轴 平 行 于 + 次 倒 反 轴 时 其 于 0 时 的 压 电 系 数 的 撼 阵 形式 是 
0 0 0 ou ü Ü 
Ü 0 0 D 9017 0 | x 10 "C/N 
0:0 0 Db 0 5.17 
Sit OH SE 42m(D;a) to Eh E E EE 
10. aa EUN 3(€,) 的 压 电 系数 的 矩阵 形式 为 


人 
,1 _ 试 推导 出品 交 4 的 光 弹性 系 数 的 短 阵 的 形式 。 它 与 弹性 系数 的 矩阵 有 何不 同 ? 


17 CU 让 明 式 (56-60); 
(2) APLR —18.57,07, 5^, 437 3 GREEN de 宽度 与 厚度 方向 的 线 柜 账 系 效 。 
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13.1) iA TEE IB A 6-3-1 OS B ec X a by E, 29 x, | VEL 2 fB z UE BU Jr 9 
i NS ERRAR; 
(2) 这 计算 —18,5%°, 07, 5" z UJ XS fr Ea T EC RR x; 0). 

13.(1). 试 证 明 式 (6-57); 
(2) Wit —18.5*, 5° 与 43 z Ug X Hen A uu dg ls. 

15.C1) dr XC 6-62); 
(2) 试 计算 - L9, s" rs 切 石英 的 弹性 系数 温度 系数 L 2 的 值 和 频率 温度 系数 十， 
= s. 

16, 试 扣 抬 动 模式 .振动 宰 式 的 印 晓 . 压 电 医 力 和 频率 温度 特性 四 方面 比较 — 18.57, 07, 5" H143 s EI 
R Xx. 
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第 七 章 空间 群 的 推导 


从 本 章 起 我 们 将 以 三 章 的 篇 旺 讨 论 空 间 群 . 本 章 先 介绍 230 种 空间 群 是 如 何 推导 出 
来 的 ;下 一 章 再 介绍 国际 晶体 学 表 所 载 230 种 空间 群 的 图 表 能 给 我 们 什么 信息 ;这些 信 息 
是 怎 翌 得 到 的 。 在 第 九 章 则 介绍 空间 群 的 实验 测定 ， 空 间 群 在 晶体 结构 调 定 中 的 应 用 以 
ARENAEN, 


5 7-1 含有 平移 的 操作 构成 的 群 [2] 


7-1-1 实 仿 射 群 
实 仿 射 群星 所 有 由 点 操作 (包括 纯 旋 转 与 非 纯 旋转 ) 与 平移 操作 组 成 的 复合 操作 的 集 
台 。 实 仿 射 群 中 的 某 一 操作 〈W，z) 作用 在 坐标 为 x 的 点 X 上 就 得 到 坐标 为 £ 的 点 
X. 
£ = (W, w)x = Wx + w (7-1) 
这 里 W SR ES BL J fE, w 是 任意 量 的 平移 。 如 第 一 章 所 述 ， Seitz 符号 
(W, w) 的 合意 就 是 先 施 以 点 操作 W， 再 平移 四， 它 是 描述 点 操作 与 平移 操作 组 成 的 
揽 合 控 作 的 一 种 较 方便 的 符号 ， | | 
现在 我 们 证 明 , 式 (7-1) 表示 的 对 称 操 作 的 混合 构成 一 个 群 。 首 先 证 明 封 闭 性 , 即 两 
个 形 如 式 (7-1) SE (Va, w) 5 (W,, w) 的 组 合 (乘积 ) 仍 为 式 (7-1) KERR 
fF BI | 
(QW, oi (WA, w) = (W, oi (Wix + w) 
= W, Wix + w) + W, 
— (W,W.)= + Ww, + w, 
= (W,W,, Wiu, + wx (7-2) 
其 中 Han 是 某 一 平移 。 因 此 ， 式 〈?7-2) 表明 形 如 式 《7-1) RIRE (Wa w) 5 
(W, w) HÆR 
(W,, w,) CW w) = (W,W,, We + wi) (7-3) 
仍 具 有 式 (7-1) EE SR w EE BEER TUO ns (7-1) 的 襄 作 的 集合 吴 备 封闭 性 ， 
虽然 此 集合 的 单位 元 (CARE) E d, 00, 22 是 以 单位 矩阵 表示 的 全 同 操 
作 , 0 fca EOS SERUSE EE. (W, w) xme (Wo, Wi, icfe (W, weit, 
因为 按 乘法 规则 式 (7-3) 我 们 有 
(W,w) (W^, —W i'w) = C, 0) (7-4) 
BJA.AHXeEGS (7-3) TERA A: 
(Wi, w) [(W,, w) (W, wl 
= (W.(W,W ), WOW, + w) + wil 
ES [ (W.W,)W,, (WW, jw, + Ww, + w] 
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= (RM, Ww, + wW, w) 
= [Ws, =u) (Wa, w)1 (W, w) (7-3) 
这 样 , 式 (7-1) TES PERDE FR fE B SR Gr RO UB J RC PE > DX EE 9 SK 25 SC DS EER 
实 仿 射 群 有 一 个 由 纯 平移 《1 t> 组 成 的 子 群 ， 可 以 证 明 这 是 个 不 变 子 群 ， 因 为 由 
实 仿 射 群 中 的 任 一 操作 《这 ，w》 对 纯 平 移 群 中 的 任 一 操作 (F E) 进 行 变换 ; 
(W, w) (I, t) (QW, wy' = (I Wt) (7-6) 
作为 一 纯 平 黎 ， 纯 平移 子 群 是 实 仿 射 群 的 一 个 不 变 于 群 这 一 事实 在 空间 群 的 研究 过 程 中 
(x RT. 


7-1-2 空间 群 及 其 与 点 阵 平移 群 和 晶体 学 点 群 的 关系 


为 了 描述 晶体 中 电子 密度 的 分 布 , 即 原子 的 分 布 的 对 称 狂 ,不 但 要 考 虚 相对 于 晶体 中 
某 一 固定 点 的 对 称 操作 (点 对 称 操作 ) 和 空间 点 阵 (Bravais 点 阵 ) 的 对 称 操作 (平移 )， 还 
Vx kO hs C-D 的 由 点 对 称 操 作 W 与 平移 w 组 成 的 复合 操作 , MERKE 
证 群 就 是 使 菜 个 三 维 周期 性 的 客体 (晶体 ) 慨 换 成 它 自己 (复原 ) 的 儿 何 对 称 操作 (平移 ,点 
对 称 操作 以 及 这 也 者 的 组 合 ) 的 集合 ， 

宅 间 群 是 实 仿 射 群 的 子 群 。 因 为 ,一 方面 ,如 $ 1-4 所 述 , 最 体 的 平移 周期 性 决定 了 
RARI RE (W, w) 中 的 W 不 能 是 任意 辣 的 旋转 操作 , 而 只 可 能 是 1, 2, 3, 
4, 6 次 轴 的 旋转 或 旋转 倒 反 (旋转 反映 ) 操 作 ， 另 一 方面 ,对称 操 作 CH, w) REE 
Ew 也 不 能 是 任意 的 ， 它 可 分 解 成 决定 对 称 元 素 位 置 的 分 量 w, RIDE E w, WA 
分 。 其 中 位 置 分 是 w 决定 于 华 标 原点 的 选取 , 而 对 称 操作 的 内 襄 平 移 分 量 w, 则 与 坐 
标 冻 点 选 正 无 关 , 表 示 沿 螺旋 轴 的 平移 或 沿 滑 移 应 的 滑 称 : 如 31-3 和 5§1-6 FR, w, H 
fic jk — ERNE. 

& 81-1 GEI, ANTARA RRR TARE LIRE, ent TU RE 
[2 3525 2 a, b 5 ela, b 与 e 也 就 是 点 阵 的 初 基 元 胞 的 三 个 楼 边 ), 则 经 平 
HB : 
t; = uja + vib + wie (wi, vi, wi 整数 ) (7-7) 
作用 后 该 晶体 不 变 ， 

若 规 定形 如 式 (7-7) 的 平移 操作 的 结合 规则 为 矢量 加 法 ,规定 零 矢量 为 全 同 操作 , 则 
mus (7-7) 的 平移 操作 的 党 人 台 T = I (4, ty 构成 一 个 无 限 群 , 被 称 为 点 阵 平 移 群 . 
用 Seitz 符号 可 把 点 阵 平移 操作 式 《7-7) 记 为 《了 旺 )， 由 于 矢 草 册 法 遵从 交换 律 , F 
移 群 去 交换 群 ， 亚 然 ， 平 移 群 是 空间 群 的 一 个 子 群 ， 下 面 我 们 证 明 空 间 群 的 平移 群 是 空 
器 群 的 一 个 不 变 子 群 ; 

用 空间 群 中 任意 一 个 操作 (W, wi 变 痪 平移 群 中 任意 一 个 操作 (L 0,8, 《7- 
6) 可 得 

(W, w) d, t) (W, wy' — (I, Wt) (7-8) 
XB (Z Wt) 仍 是 一 个 纯 平 移 操 作 , 由 群 的 封闭 性 知 它 仍 为 该 空间 群 中 的 -一 个 对 称 操 
IE 2 U, Wi) 属于 这 空间 群 的 平移 操作 。 至 此 已 证 明了 空间 群 的 点 阵 平移 若是 该 空 
间 群 的 一 个 不 变 子 群 ， 
接 3-3-2 节 中 的 方法 ,可 将 空间 群 G 展开 成 它 的 子 群 T 的 右 陪 集 如 下 : 
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G = T + T(W,, w) + T(W,, w) 十 … + T(W;, w,) (7-92) 

当然 也 可 将 空间 群 G 展开 成 它 的 平移 群 子 群 T NIE: 

| G = T +W, wT + (W, if + -- + OW,, wT (7-9b) 
由 寺 了 是 的 不 变 子 群 , 按 3-3-4 HA (7-9) ra zr p EEN 

T(W;, w;) — (W;, if 

当然 上 述 等 号 仅 意 味 症 这 两 个 集合 相同 ,而 集合 内 的 对 称 操作 的 顺序 可 能 不 同 ， 此 外 ,如 
3-3-2 WATR Nr TW w) 中 的 任 一 元 (GI, t) (Wiw) = (W, wi 0T 6) 都 可 代 
SS (W, w) 作为 该 陪 集 的 代表 元 ， 

H+ T É G 的 不 变 子 群 ; 按 3-3-5 节 式 (7-9a) 中 每 个 陪 集 T, T(W,, eis, 
T(W,, w,) 都 可 看 作 一 个 元 ,它们 构成 一 个 天 阶 的 群 , 称 为 群 G fn gs BI 


G/T — IT, T(W,, wj), +t, TOW, wii (7-10) 
下 面 我 们 证 明 : 商 群 G/T Es - 
P = 11, W, W., s.e, Wi (7-11) 


向 构 。 这 里 P 是 商 群 G/T 中 每 个 陪 集 的 点 操作 构成 的 集合 。 这 就 是 要 证 明 集 合 《7- 
10) 与 集合 《7-11》 两 者 中 的 个 元 一 一 对 应 ， 

-J EE TW, w) 中 的 所 有 操作 的 点 操作 部 分 都 是 Wi, BU 

(L tj) (Wa w) = UN, w: + ti) 

Bu. TW, w) 对 应 于 集合 P 中 的 W.. T 

另 一 方面 ,我们 下 面 证 明 ,空间 群 G 中 点 操作 部 分 为 Wi 的 一 切 操 作 都 包括 在 陪 集 
T(Wi;, w;) rn, i (W;, t) 是 空间 群 G 中 任 一 个 这 样 的 操作 ,让 我 们 作出 复合 操作 

(Wi w) (Wa t')'—- (Ll, ~E rw) 
这 复合 操作 当然 应 是 空间 群 如 中 的 一 个 操作 ， 而 且 其 点 操作 部 分 为 全 同 操作 L Sd 
REES. Di, t 与 w 的 差别 仅 是 某 一 点 阵 平移 ; f — w tin GE, E 
Wir (FW. ff) RETIER: | 
(W, t) = (W;, w; t) = (J, t) (Wi; w;) 

邮 它 包括 在 陪 集 TOW, w) dh. xe Pop W, 就 对 应 于 陪 集 TW, w). 

x, HE G 对 其 点 阵 平移 群 T(T 是 G 的 不 变 子 群 ) 的 商 群 G/T 中 的 元 
TOM. w) 与 集合 P= (1, Wi Ws c, Wa) PRII W, 一 一 对 应 GR i 一 
1; 2 weeg À, . 

此 外 , 按 式 (7-3), 2E fB) BERE 两 个 对 称 操作 的 雏 积 的 点 操作 部 分 就 是 这 两 个 对 称 操作 
中 点 操作 部 分 的 乘积 ,因而 | 

TCW., w) [IT(W;i, ai) = T(W,W;i, Wiwi + wi) 

设 两 个 陪 案 T(W,, w) 与 TOW; wi) 的 和 欧 积 正好 与 WW; 对 应 。 可 见 集 合 P 与 
sr GIT Qu. RA CGT RR, P 也 必然 是 个 群 ， 我 们 称 P Ain G 的 点 
TF. 乓 请 空间 群 的 点 群 就 是 让 空间 群 对 称 操作 中 的 所 有 平移 ， 包括 点 阵 平移 t 与 小 于 
JAPEN w, AFF 0 之 后 剩 下 的 点 对 称 操作 的 集合 .显然 ,空间 群 的 点 群 必 为 32 个 
DX Nos AB, P 中 的 每 个 点 操作 都 是 轴 次 为 1,2，3。4，6 的 纯 旋转 和 非 
地 作 转 所 作 之 一 ， 师 便 说 一 名 ,在 证 明 P 与 G/T 之 间 的 同 构 关系 时 ， 实际 上 我 们 也 识 
证 明了 : 嵌 旋 轴 的 贺 次 与 旋转 轴 的 铀 次 是 一 样 的 ， 
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用 群 论 的 述 语 ( 见 3-3-6 节 ) 可 以 说 ,空间 群 G ema G/T Eo. GT 5 
空间 群 的 点 群 P 同 构 ,所 以 空间 群 G 与 它 的 点 群 P AS. Steg 
晶 休学 点 群 同 术 的 ,但 与 一 个 晶体 学 点 群 同 态 的 空间 群 可 以 不 只 一 个 ,而 且 往 往 也 不 只 一 
个 这 样 的 空间 群 相互 之 问 也 同 坟 . | 

显然 ,一 般 说 来 ,空间 群 的 点 群 P 中 的 操作 不 一 定 是 该 空间 群 的 对 称 操作 . Plin và 
SR G 中 有 个 化 e 轴 的 紧 邦 操作 A RI (4[0011,00 二 ), 则 G 的 点 群 P damu 


的 操作 是 《〈4t0011，0007 ， 它 不 一 定 是 空间 群 G 中 的 对 称 课 作 . 

空间 群 可 羽 分 成 点 式 空间 群 与 非 点 式 空间 群 两 太 类 。 空 间 群 G 按 其 点 阵 平 移 群 T 
展开 得 到 的 陪 洁 , 在 适当 选择 坐标 原点 时 ,如 果 可 表 为 

G= T + T(W,, 0) + --- + TOW, 0) 

ES, MU I zs BTE Ak s AR RRR RARR E 《4 0), (Wa, 0), -.-, (W, 
Ü) TEAR A EBERT A PMAR COE G 的 点 群 P) AASA G 而 
Bs. CERAR P 的 对 称 操作 也 正好 是 空间 群 本 身 的 对 称 操 作 。 若 无 论 如 何 选 择 坐 标 项 
态 ， 泡 论 选 择 陪 集 中 的 哪个 操作 作为 它 的 代表 操作 《 歼 ;，w,;)， 其 中 总 有 些 w 不 等 于 
零 ,这 样 的 空间 群 就 叫做 非 点 式 空 间 群 ,其 点 群 的 各 作 中 总 会 有 一 些 不 是 空间 群 本 身 有 的 过 
称 操作 。 和 但 是 必须 注意 ,如 同 $7-2 与 $7-4 将 要 讲 到 的 ， 点 式 空 间 群 也 可 能 有 螺旋 或 将 
处 操 人 :它们 是 外 所 操作 与 所 阵 平 移 宫 作 两 者 适当 地 组 合 而 得 到 的 . 
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如 7-1-2 "HER, RE XESRS MD SEE SS bn e ub n i a k sia G 表示 为 
G= T + T(W,, 0) + T(W,, DA, + TCW,, 0) (7-11) 
Cape T 是 空间 群 G 的 不 变 子 群 ， 而 式 〈7-12) 中 的 W, Wo, --., W, 部 是 
ZAR G 的 对 称 操作 ,因此 ， 在 空间 群 G 的 点 群 P—ii We Wu OD 
的 变换 之 下 ; 群 T 也 是 不 变 的 ， 根据 3-42 P, G 是 T 与 P PARR, BD 
G-—TAP | (7-13) 
点 阵 平移 群 T SUE 14 种 ,晶体 学 点 群 P 共有 32 种 ,它们 已 分 别 于 第 五 章 与 第 四 
章 详细 桔 论 过 。 因 此 ,可 以 被 照 式 (7-12) 或 《7-13) 推导 出 所 有 的 版 式 空间 群 。 当然, 地 
不 是 对 任何 一 个 平移 群 了 ， 就 可 以 任 选 一 个 晶体 学 点 群 P A (7-13》 构成 一 个 空间 
群 ,而 只 能 选 这 样 的 点 群 P. E P 中 的 点 操作 W, 的 作用 下 ,用 平移 群 T 摘 述 的 落体 
APAA MUSS T 具有 点 群 P 所 描述 的 对 称 性 。 实 际 上 ，14 个 晶体 字 Bravas OG 
Frak Keen 32 个 晶体 学 点 群 推导 出 来 的 , 见 第 五 章 表 5-1. 例如 ,对 任 一 个 正 溢 
点 阵 的 平移 群 T (Wa FS 5-1. P 只 可 能 是 222, mm2 或 mmm. BIN, E 
个 Bravais 点 阵 中 的 任 一 个 点 阵 出 发 ,在 表 5-1 中 同一 横行 找 出 与 此 点 阵 相 协调 的 所 准 ， 
则 此 点 阵 的 平移 群 T og Schott CPI 相 乘 就 得 到 一 个 点 式 空 间 群 ， 
作为 推导 点 式 空间 群 的 一 个 例子 ， 我 们 考虑 简单 正 交 点 阵 。 简 单 正 交 点 阵 具 有 点 群 
222, mm2 与 mmm 的 对 称 性 :因此 ;我 们 可 以 依次 把 具 有 这 三 种 点 对 称 性 的 客 外 《人 销 嫩 
GESCHEET ph BER D , ik B ij A LEA EE CU CES T HEAR ek Lm fa) = 
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正 交点 际 的 对 称 元 素 重合 .例如 , 当 放置 点 群 为 mm 的 客体 时 ,两 个 镜面 的 法 线 以 及 > 次 
轴 必 须 分 别 半 行 于 简单 正 交 点 阵 的 晶 胞 的 一 个 楼 边 。 下 于 点 阵 的 平移 周期 性 ， 实 际 上 必 
须 在 每 一 阵 点 处 都 要 这 样 放置 一 个 同样 的 原子 团 ， 这 样 得 到 的 晶体 结构 既 具 有 平移 对 称 
性 , 曾 绕 其 每 一 阵 点 还 具有 点 群 wm2 的 对 称 性 ， 

图 7-1 说 明 如 何 图 示 一 个 空间 群 。 图 中 绘 出 了 一 个 单 胞 ， 其 原点 位 于 左上 和 角 。 我 们 
采用 右手 坐标 系 ， 让 基 矢 a KAIT, b AA, o 从 纸 面 指向 读 老 。 左 边 的 图 用 圆 久 
的 配置 指出 在 每 一 阵 点 处 的 对 称 操作 的 效果 。 圆圈 的 含意 见 $ 1-2 所 述 。 在 图 7-1 所 
示 的 例子 中 我 们 可 以 看 到 , 圆 图 的 配置 具有 对 称 性 mm2, 是 下 列 四 个 对 称 操 作 的 结果 : 1， 
2001], m[100] 和 mf010]， 这 样 得 到 的 在 对 称 性 上 等 价 的 位 置 岂 做 一 般 等 效 位 置 .这 
引得 次 强调 指出 ,等 效 位 置 图 中 的 每 个 贺 轿 可 代表 一 个 原子 ,也 可 代表 一 组 原子 ,右边 航 
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giis 对 称 元 素 的 配置 ,各 符号 的 意义 已 于 $ 1-2 与 $1-3 3494. 我 们 可 看 到 在 原点 处 部 
沿 e 轴 的 2 次 轴 和 用 粗 线 标 出 的 两 张 镜面 .通过 平移 对 称 操作 (L ay, (Z, b) 和 I. 
a 十 下， 我 们 得 到 围绕 图 中 其 它 三 个 阵 点 的 局 样 的 圆圈 配置 和 同样 的 对 称 元 素 的 配置 ， 
此 外 ， 册 5 1-5 所 述 ， 点 操作 与 平移 组 合 的 结果 又 产生 了 一 些 新 对 称 元 素 ， 在 图 7-1 中 
就 是 位 于 a/2, bj2 和 (a b)/2 处 的 2 次 轴 和 较 之 不 镜面 分 别 平移 a/2 与 6/2 mi 
的 镜面 。 描 述 这 空间 败 的 对 称 性 的 Hermann-Mauguin 符号 (HM 符号 ) 是 Bomi, PE 
ARAA, mmz 描述 该 空间 群 的 基本 对 称 操作 ,也 就 是 说 , 由 符号 mm2 我 们 就 可 以 找 
c; HRA EEI ERE 1，2[001]，m[ 100] 和 m[010], 由 它们 与 平移 想 结 台 而 产生 
的 新 的 对 称 操 作 被 称 为 非 基 本 对 称 操 作 。 它 们 未 列 人 空间 群 的 HM 符号 中 .这 个 空间 群 
的 Schoenflies 符号 是 C4， 它 告诉 我 们 与 这 空间 群 同 态 的 点 群 是 C. 而 具有 同一 点 
十 的 到 同 空 间 群 由 用 右上 角 的 序号 标 出 。 

在 简单 正 交点 阵 的 每 个 陈 点 处 还 可 放置 适当 方向 的 具有 点 对 和 性 222(D,) 或 点 对 
HAE mmm(Da) 的 客体 ,这 样 得 到 的 两 个 空间 群 的 对 称 操作 可 分 别 用 空间 群 符号 P222 
uy Pmmm Ti. 

我 们 可 用 同一 方法 考虑 侧 心 正 交 点 阵 ， 往 C 心 正 交 点 阵 的 每 个 阵 点 加 上 适当 方向 的 
只 有 mmI(CQ) 点 对 称 性 的 客体 。， 于 是 围绕 任意 一 个 阵 点 ， 整 个 晶体 的 点 对 称 姓 都 是 
mm2(Caw)， 因 此 ,这 空间 群 记 为 Cmm2， 字 母 C 表示 点 阵 是 C 心 ,其余 符号 描写 其 余 基 
本 操作 .这 空间 群 的 等 效 点 条 与 对 称 元 素 系 图 示 于 图 7-2(a)。 与 空间 群 Pmm2 相 比 ,这 
里 多 了 一 个 平移 周期 (a + 妇 /2， 它 与 点 操作 组 合 的 结果 产生 了 更 多 的 2 次 轴 和 用 虚线 
标量 的 滑 移 面 。 但 对 于 空间 群 的 描述 ， 这 些 新 的 对 称 元 素 是 非 基 本 的 ， 用 类 似 的 方法 可 

3X 7-3 73 个 点 式 空 间 群 
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推导 出 空间 群 C222  Cmmm ELE Bi» STEUD IE SER PE 23 9| six = EARRAN 
侣 轴 得 的 其 它 6 修 至 妆 群 . 这 样 ， 正 交 晶 系 的 4 种 点 阵 与 3 种 点 群 组 合 的 结果 得 到 共 
3X4=12 FRZSTR]BE PEEL BEREDSUT Bravais 点 阵 的 取向 ,还 可 得 到 另外 的 空间 群 . 本 来 ， 
IE SE DOE A D B LE C a= Bh Bravais 点 阵 是 等 价 的 .但 当 我 们 把 这 些 点 阵 与 点 群 
"ml(Ci) 组 合 时 > 我们 斌 可 让 2 次 轴 ( 我 们 让 此 2 次 轴 滔 e 方向 ) 垂 直 于 带 心 的 面 , 也 可 
三 它 平 行 于 带 心 的 面 .前 一 种 情况 下 得 到 空间 群 Cmm2 ,后 一 种 情况 下 得 到 空间 群 Amm2 
或 Bmm2, Ml] 7-2(b)。 后 商 者 是 等 价 的 ;但 它们 与 Cmm2 在 物理 上 则 是 不 同 的 空间 
用 这 种 方 靳 推导 出 的 73 个 把 式 空间 群 用 其 HM 符号 列 于 表 7-1。 其 中 加 有 卡号 
洒 7 了 个 空间 群 是 考虑 到 点 群 的 对 称 元 素 相 对 于 晶 胞 和 的 取 调 后 得 到 的 。 


$7-3 ”由 点 式 空间 群 推导 非 点 式 空间 群 0 


由 点 式 空 间 群 推导 非 点 式 空间 群 的 方法 是 : 把 点 式 空间 群 中 的 扩 操 作 CW, 0) fk 
次 换 成 与 它 同 形 的 操作 (Wi, w), Din, 2 次 旋转 操作 2 换 成 2 次 絮 旋 旋转 操作 2,8 


| - 作 4 依次 换 为 4, Aa h T 11. P8 

A D | Rh ou S EP SRB o, b, c, n BE 
| 等 。 抛 弃 其 中 不 可 能 的 组 合 ， 把 其 中 相 
A : | 同 的 归并 到 一 起 ， 就 可 以 推导 出 全 部 空 
B E A 间 群 。 这 里 没有 篇 幅 ， 也 没有 必要 推导 
230 种 空间 群 ,而 只 举 几 个 例子 说 明 推导 
| 的 方法 . 关于 230 种 空间 群 的 详细 推导 

ñ Pa 可 参看 文献 (2). 
| 7-3-1 与 点 群 KC) 同 态 的 空间 群 的 

推导 

$ 4 + 表 7-1 中 所 载 与 点 群 (C) 同 态 
| | 的 点 式 空间 群 是 PA 与 14. 与 4 次 轴 辣 
$—4— 5 TEST 4,, 4, 5 4o 
i Pa “依次 用 它们 代替 4 次 旋转 轴 ， 可 得 下 列 
E F | AR HS.: P4, PA, P4, PA4,, I4, FA, 


14,, 174。 但 深信 研究 就 会 发 现 , 其 由 14 
E I4, ERAN, M 与 14， 也 是 重复 
的 。 图 7-3 示 出 了 与 点 群 4(C,) Kë 
的 六 个 空间 群 的 对 称 元 素 系 .请 注意 至 
[HER 14 的 对 称 元 素 . fk S 1-5 所 述 旋 
转 与 平移 组 合 的 定理 ， 体 心平 移 可 分 成 
两 部 分 : w—(a-crb)/2 与 weii, 


E] 2-3 Dë C) 司 态 的 空间 群 | I 
Ex RR jo RM PEE E ËJ 4x 2/5735 so, 组 
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合 的 结果 是 绕 过 {0， 小 ，0) 点 即 图 中 F ARRIER 2r/4 角 , 再 与 w 组 合 引 得 绕 dh 


= 


的 WEI 2</4 角 并 沿 转 灿 平移 Z e). 图 7-3 e 


地 用 基本 对 称 操 作 与 平移 周期 组 合 而 得 。 由 图 7-3 BAHA 14 PEES TATH 
dalk T4 = 14, DÉI 7-3 还 可 知 14 14. 
用 类 似 的 方法 容易 推导 出 与 点 群 b 6, 6, 3, 3 同 态 的 空间 群 。 


7-3-2 单 计 品系 空间 群 的 推导 

单 斜 晶 系 有 两 种 Bravais 点 阵 ， 简单 与 侧 心 。 如 果 按 多 数 晶体 学 工作 者 的 习惯 取 台 
平行 于 2 次 轴 ( 或 垂直 于 mw)， 侧 心 就 是 4 心 或 C 心 它们 是 等 价 的 . 简单 单 余 与 侧 心 单 
斜 这 丙种 点 阵 都 具有 下 列 三 种 点 群 的 对 称 性 ; 2(C), m(C, 或 Ca) 和 2/mCCu) É 
句 话说 ,用 这 三 种 点 群 的 对 称 操作 对 简单 单 笠 或 侧 心 单 斜 点 阵 代表 的 平移 群 进行 变换 , 仍 
得 原 有 的 平移 群 .因此 , 可 用 这 两 种 平移 群 分别 与 这 三 种 点 群 构成 半 直 积 而 得 到 2 x 3 一 
6 钟点 式 空间 群 , 它 们 是 P2, C2, Pm, Cm, P2/m 和 C2/ m, 见 表 7-1. 由 它们 推导 非 点 式 
宇 间 群 的 方法 是 依次 把 2 换 成 2 六 换 成 aec 或 s. 但 需 注 意 : GG 让 方向 的 2 次 卸 与 


CEPE 《a + b)/2 组 合 就 得 到 过 (1. 0, d 点 的 平行 于 8 的 2 HERE CI 


Cl; BEF b 的 水 平 镜面 m 与 C 心平 移 组 合 的 结果 为 位 于 pes 处 的 滑 移 面 a, Hr 


以 Cm = Ca; 同 理 Ce = Cn. AH., 与 点 群 2 同 态 的 全 部 空间 群 是 P2,P2,, C2 = C2, 
三 者 ;与 点 群 m 同 态 的 空间 群 是 Pm, Pc, Cm 和 Ce 四 种 (因为 Pa, Pc 与 Pn 和 的 差别 仅 
人 甘于 基 矢 的 选 法 不 同 ; 有 而 Ca = Cm, H Cn— Cc); E HER 2/m PARSER E Plim, 
P2 Im, C2/ m CS C2i/m, C2/a, C2,Ja), P2]e, P24/]c, C2/e (4E C2] n, Chile, 
C2i/n) 共 六 种 。 这 样 我 们 就 推导 出 了 单 斜 晶 系 的 全 部 (不 十 三 种 ) 空 间 群 ， 

FETERE 7-4 是 空间 群 PI: (No. 14) DA. = EE 
示 对 称 元 素 的 配置 , 右 下 图 表示 等 效 位 置 的 阳 置 其 它 两 幅 图 的 意义 留待 4$ 8-2 AU. = 
JEE P21fe 很 重要 。 六 十 年 代 有 人 统计 了 5600 种 无 机 晶体 利 3200 种 有 机 晶体 , 另外 还 
有 大 在 七 十 年 代 统 计 了 4432 种 单 分 子 有 机 品 体 ， 发 现 约 5 锡 的 无 机 最 体 , 约 "ep 
HLE 37.9 多 的 单 分 子 有 机 晶体 都 具有 空间 群 P2i/ c9, 

ZHR P21/c 的 完全 符号 是 Pl21/fc1， 由 这 符号 并 则 知道 它 有 平行 于 5 的 2, €x 
HAEST 5 BJ < 涡 移 面 .此 外 ,还 可 以 推 师 它 必然 有 对 称 中 心 。 这 一 判断 可 用 式 (7- 
3) 证 组 如 下 : 

2， 螺 施 族 转 操作 可 记 为 (2[010]，x， 坟 ，z), 其 平移 分 量 中 的 0，--，0 是 2 螺旋 
Set BEER ER, r d, e 是 位 置 分 量 , 表 示 螺 旋 轴 在 = 0, e gb, RETE 


ge tace dr rs og : m" 1 . = | .. 
bi Gu HE, d JS Sit ol id (mtoio1, Ü, y. V) EXE Er iha) 0, 0, 一 Ilt 


' (67 ° 


D. d, Ra 
T l: T 
图 7-4 空间 群 PI2,/ei 图 不 
滑 移 的 内 豪 平移 分 量 ，0，y，0 是 位 置 分 量 ,表示 滑 移 面 位 于 > 处 ,也 决定 于 坐标 原点 


的 选取 。 按 式 〈7-3)， 这 两 个 操作 的 乘积 产生 了 一 个 新 的 操作 : 


(2to101, x, I J Loic, 0, y, >) 


=(L s, TL +> — +) 
| 2 2 
即位 于 A. LoT, et 处 有 一 对 称 中 心 。 

一 般 地 ,只 要 某 空 间 群 的 点 群 是 11 个 中 心 对 称 的 点 群 之 一 , 则 当 此 空间 群 展 开 成 其 
PER T HERA (7-9) 时 , 必 有 一 个 陪 集 是 TO, w) OER. Ditz 的 定理 , 倒 
反 了 与 平移 o 十 ti 这 两 个 操作 组 合 后 仍 为 例 反 操作 ,只 不 过 倒 反 中 心 位 移 至 《ww + t) 
2 处 而 已 , 式 中 加 为 该 空间 群 的 任意 一 个 点 阵 平 移 矢 量 ,可 见 该 空间 群 有 许多 对 称 中 心 
国 此 ,其 点 群 有 对 称 中心 的 那些 空间 群 也 都 是 中 心 对 称 的 ,中 心 对 称 的 空间 群 共有 90 种 . 

对 于 中 心 对 称 的 空间 群 ,习惯 把 坐标 原点 这 在 对 称 中 心 处 。 如 图 7-4 中 的 坐标 原点 
就 选 在 对 称 中 心 处 ,这 时 上 述 表 示 2 螺旋 给 和“ 滑 移 面 的 位 午 的 参数 应 满足 条 忻 ; 


a FE z= > (以 t; 为 模 ) 


«168-* 


HEA t; breng, nomie H beet sqa + v.b-- 
uie。 可 见 2 SEE SER ët 0， BU vii, 0, wi/2 ub: 处 ， TPE H EN R T 


y= vii 处 。 这 些 结 论 均 已 反映 在 图 7-4 左上 图 中 。 


7-3-3 5 Pmm2 同 态 的 空间 群 的 推导 


中 存 从 点 式 空间 群 Pmml 出 发 推导 全 部 与 点 群 mml 同 态 的 六 于 简单 正 发 总 阵 的 
空间 群 。 用 同样 的 方法 读者 可 以 自己 推导 出 正 交 易 系 的 全 部 空间 群 . 
在 7-1-2 关中 证 明了 空间 群 G 对 共 平 移 群 T eme G/T 与 空间 群 G 的 点 群 P 
同 梅 。 国 此 ,两 者 具有 相同 的 乘法 表 。 ZHR G 对 其 平移 群 了 展开 所 得 的 每 一 个 陪 呈 
的 代表 操作 《 即 空间 的 基本 操作 ) (Wi, wo 的 点 操作 部 分 W, 就 是 空间 群 的 辟 群 的 尝 
作 ， 它 们 是 已 知 的 。 其 平移 部 分 w 也 不 是 互相 无 关 的 。 例 如， 点 大 mm 有 下 列 四 个 
对 称 操 作 : 
1, m[100], m[0101, 2[001] 
与 mm ARIZA A IARR: 
T, T(m[100], 125, T(m[010], wei, T(mI0011], =.) 
它们 各 对 应 于 点 群 mm2 中 的 一 个 点 操作 。 在 点 群 mm2 的 滋 靶 表 中 有 有 
(m[100]) (m[010]) = 2[001] 
rB 上 点 群 mm2 和 上 述 四 个 陪 集 组 成 的 商 群 同 构 ， 就 要 求 相应 的 陪 集 也 满足 下 列 关 系 : 
rT(m[100], zo,)] [T(m[010], wi)] = T(2[001], w,) 
但 
[T(m[100], «51 (T(m[010], w,)} 
== T(2[001], (m[100])m, + w) 


(m[100])u, + w, = w, CI t; 为 模 ) (7-11) 

w 可 能 是 he, bj2, e[2 或 它们 的 组 合 。 其 中 ka oHm x= k? 

a, b/2 和 ce/2 如 是 滑 移 量 ，tw 可 能 是 bb, a/2, e/2 或 它们 的 组 合 ， 其 中 Rb X 
FEW EET rz k/2 4b, oli 与 e/2 是 滑 移 量 ， 若 把 坐标 原点 取 在 2 次 轴 土 ， BU 
w, 只 可 能 取 0 或 <c/2， 这 分 别 对 应 于 2 次 旋转 轴 或 2, 螺旋 轴 。 这 样 一 来 , 以 照 式 (7- 
14), uw, 在 a 方向 的 分 量 ka 只 可 能 是 0 或 qj2, 3 w 在 a 方向 时 分 量 为 0 或 
apm HE, w E b 方向 的 分 量 kb 也 只 可 能 是 0 8/2, w, w, 与 w, Wo 
TO ,组合 后 得 到 什么 空间 群 以 及 哪些 空间 群 是 等 价 的 ,部 载 于 表 7-2. G 7-2 不 但 推导 
出 了 与 点 群 me2 同 态 的 属于 简单 正 交 点 阵 的 10 个 空间 群 ,还 推导 出 了 每 个 空间 群 中 基 
本 的 对 称 元 素 的 位 置 .例如 ,空间 群 Pma2 的 迪 一 a/2 ,说明 此 空间 群 的 镜面 m E100] 位 十 


m " bk; un » EE RIED a 的 渭 移 量 ,这 还 说 明 滑 移 面 e[010] 过 原点 ; w, 一 0 出 
表示 平行 于 e Ea 2 次 轴 ， 表 7-2 中 还 有 一 些 其 它 空间 群 有 不 过 原点 的 对 称 元 束 , 清 
渎 者 白 行 推断 ,并 与 国防 ;晶体 学 表 妨 卷 外 所 载 空间 群 图 表 对 比 ， 


-iof 


4& 1-2 与 mm2 同 太 的 简单 正 交 点 阵 的 空间 群 中 平移 量 的 推定 


we, 0 0 | aà | Oo | Ü Ü 6 r 0 
i b a c b c | a h " 
b i2 B e A oo LLL MEE E AL 
LL 0 af? i cil 2 ES m a = E dur 
| a b a c b c o b € 
2 bj? 2 | mu 二 条 过 de Ee 
ú. mh; a / E CE 2^ OE A a 
TE fmm? : — Pmal (Phim) Pet? Fha? ram Pne? | Pan 
| 
| | 
等 价 等 价 
AE, ei? cj? cj? c/2 c/2 ei? c/2 ei) 
W, ü aj? bj? ` ei? 8/2 rT bj2 | aj? c/2 | b[2--c[2 |a]2  b/2 c2 
w, | ef2 aj? + cj2 | b/2 - e[2 | O a/2 + bj2 ai? bj? ai? + bj2 
Tcj2 
exi]gR "mc, Pm ai, (Pécz2,) WPem2)| (Pbn2,) Pea2, (Pnm?,) Paraty 
等 价 | | | 等 价 
NEM 等 价 | | MEE 
等 üt 
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7-3-4 11 对 相互 对 喘 的 空间 群 


在 230 种 空间 群 中 ,有 11 对 空间 群 互 成 对 映 关 系 、 即 每 对 空间 群 中 的 一 个 是 另 一 个 
agg. 例如 ,空间 群 bi, 与 P3, (图 7-5) 就 是 这 样 的 一 对 ,它们 很 相似 ,差别 仅 在 于 空 
az P3, 中 眶 子 团 的 配置 是 绕 e 轴 成 右手 螺旋 K《 沙 十 e 向 道 时 针 螺 旋 旋 转 ) 关 系 , 而 空间 
群 P3; 中 原子 团 的 配置 则 是 绕 c 轴 成 左手 周旋 关系 、 这 两 空间 群 的 其 它 特征 完全 一 样 . 
这 伴 的 品 体 通常 具有 旋光 性 、 也 就 是 它们 可 以 使 偏振 光 的 仿 振 面 旋转 。 某 一 特定 的 郧 体 
很 可 能 以 神 等 的 几率 分 别 结晶 成 这 两 个 互相 对 贞 的 空间 群 ， 用 简单 的 和 射线 的 衍射 方 靶 
不 能 区 别 它们 ,但 它们 使 妨 转 面 旋转 的 方向 怡 相反 ，- 故 可 用 旋光 性 区 别 互 相对 鼎 的 两 空 
E 
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* 7-3 11 对 相 志 对 映 的 空间 群 
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1-5 互相 对 映 的 空间 群 P3, rä 
(a) 空间 群 PivVC (b) 空间 群 P3,(C3) 


das Ós 64, 人 或 全 这 类 非 中 性 螺旋 轴 。 纯 旋转 或 2, 4,, 6; 这些 螺旋 负 则 称 为 中 性 轴 ， 它 
们 所 联系 的 原子 绪 没 有 左右 手 关 系 上 的 区 别 ( 参 看 图 1-6)， 因此， 只 可 能 在 四 方 , 三 角 、 
六 角 或 立方 章 系 中 找到 互相 对 映 的 空间 群 。11 对 互相 对 映 的 空间 群 列 于 表 7-3. 


(7-4 由 与 简单 点 群 同 态 的 空间 群 推导 
SN Ae 


SLL EG REHEB. IH REIS F AATA Die 


7-4-1 简单 点 群 和 与 简单 点 群 同 杰 的 空间 群 


所 请 简单 点 群 就 是 32 个 点 群 中 只 含 有 一 个 对 称 元 素 的 下 列 八 个 点 群 ，1，1,， m, 2, 
4, 4, 3 和 6. 其 它 点 群 册 含 有 若干 个 对 称 元 素 ， 可 通过 往 对 称 元 素 2.4.4.3 和 6 上 
添加 对 称 元 素 而 得 ， 组 合 方案 网 图 7-6。 图 中 各 凡 群 符号 后 括 弧 内 的 数字 表示 与 该 点 焙 
辣 态 的 空间 群 的 个 数 . 用 群 论 语言 则 可 以 这 样 表述 : 由 八 个 简单 点 群 于 《它们 部 是 御 环 
BE) H, 按 3-4- 2 节 所 述 规 则 作出 阶 数 较 高 的 半 直 积 群 G 一 HA P， 如 此 继续 进行 下 
去 ,不可 得 到 全 部 32 个 点 群 。3-4-2 节 所 述 规则 最 重要 的 是 : 构成 半 直 积 群 的 两 个 于 群 


“ 171 ° 


TES 


IC 个 ) 
m4 ri 
si 001 | 
| iim (5 4 
| | m[100] m [001] 
203 43- - wml (22 4) —-5 mm (28 4) 
20100] 3[111] [110] m[00t] 
-222(9 4 )—— ——23(5 4^) | 432 (84 )——— — mim (10 不、 
m 0013 
—— m3 (1 ^r) 
m[110] 
— —si$m (6 +) 
m[ 001] 


—— m ($ 4) 


| 2[109] 1] 
4(6 个 2 一 | 一 0 个 2 一 一 一 fm 萝 m 《20 个 ) 
[10 
ps DN (12 小) 
21100] 
4(2 43—--———2-32m (12 ^) 
m[ 1001] 
| aroos im (f T) 


2[100] 
] 


—————-31(2 ^4)—-—————93mí(6 4-) 


m [001] m [100 
—- — 1 +)——— iml 个 ) 


m] 0011] 


32(7 +) 
34 个 ) 一 | 


Gfm(2 个 ) 
of 100] 
5(6 4-)—|]— —— —en6 mm(^ Ei 


2[1007 m[001] 
622(6 个 3 6jmmm(* 个 》 


HE 7-6 引伸 点 群 和 空间 群 的 方案 ， 点 发 往 号 后 面 的 括 绝 中 疆 出 与 此 点 群 同 杰 的 空间 群 的 个 数 

H 与 P RER: P 中 的 每 一 对 称 操 作 皆 把 群 H 变换 成 HAZ. H 3-2-1 节 关 于 
Zinnen, "Spe, MFE P 中 每 一 操作 作用 到 子 群 H 中 的 任意 对 称 
元 素 上 之 后 变 笑 而 得 的 对 称 元 素 , 仍 然 还 是 H 中 的 对 称 元 素 , 即 及 中 的 对 称 元 素 系 的 
AS BERGE Panik ti, Se G 由 点 群 Hom P 的 对 称 操作 不 变 引 伸 而 
得 ,因为 H 是 G 的 不 变 于 群 ， 

与 简单 点 群 同 态 的 空间 群 很 容易 推导 ,与 点 群 ! 同志 的 空间 群 就 是 PI, BAR 1 局 
去 的 空间 群 就 是 PI. SAR m Fl 2 同 态 的 空间 群 已 在 7-32 节 中 推导 出 。 与 点 备 + 同 

3€ 7-4 27 Rh ja ea EE f] E 22 (el gt 

ej d 点 B H5 fj g& m P hà xx By m Ig RE 


D E) 

1 ri 

di | Pm, Pc, Cm, Ce 

2 | P2, P2, C2 

4 | P4, P4,, PA, Pho 14, 74, 
4 | P4, {4 

3 P3, P3,, F3, R3 

ü PB, Däi: E55 D5,, P6,, Phs 
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态 的 六 个 空间 群 也 已 在 7-3-1 节 中 推导 出 。 用 类 似 的 方法 很 容易 推导 出 与 点 群 3 IESU 

5 个 空间 群 PS, P3, P3. 和 R3 以 及 与 点 群 6 同 态 的 六 个 空间 群 P6, P6, P6, Pó: 
P6, 和 P6;。 按 $1-5, 4 轴 与 平移 的 组 合 等 效 于 移动 4 轴 的 位 置 , 故 与 4 同形 的 换 作 仍 为 
4 操 放 ， 这 样 ,与 点 群 4 同 态 的 空间 群 都 是 简单 同 态 的 空间 群 , 即 表 7-1 中 所 列 P4 与 天 
黄种 。 这 样 ,我 们 已 经 有 了 总 共 27 种 与 上 述 八 个 简单 点 群 同 态 的 空间 群 ， 岂 坊 7-4. F 
面 再 介绍 如 何 出 它们 推导 贡 全 部 空间 群 . 


7-4-2 空间 群 同 形 不 变 引 伸 原 理 简介 


LAH G, 是 点 群 P 把 点 群 H 不 变 引 伸 而 得 , 即 G, = HAP. H s 7-25 373 
的 方法 ,我 们 应 按 下 列 步骤 推导 与 点 群 G, 同 态 的 空间 群 ; 《1) B 5-1 找 出 具有 点 群 
G， 所 盾 述 的 对 称 性 的 平移 群 T, BD Bb G, AHRR OMAR G, SEE 
P T 未 变 引 休 :推导 出 全 部 与 G, 同 态 的 点 式 空间 群 G— T A G,; G) 再 把 G 中 的 
点 操作 换 成 与 之 同形 的 操作 而 推导 出 与 G, 同 态 的 非 点 式 空间 群 G， 这 种 方法 见 图 7- 
7) 中 由 点 群 H 至 点 群 G HAP 进而 至 空间 群 G 的 路 线 . 

但 也 可 以 走 另 一 条 路 线 , 先 推导 出 与 较 简 单 的 点 群 H 同 态 的 全 部 空间 群 Ca, 4 H 
是 8 个 简单 点 群 之 一 时 ,推导 的 结果 已 列 于 表 7-4。 然 后 再 用 与 点 群 P={W,) 中 的 如 
BER Gp = HAP 


y 

当 点 群 ARS Gr ipi zx dy 
H Bi 用 (Wi, mm) 空间 大 
的 空间 不 变 3 [i 
H Gu 空间 群 c 
(a) 一 般 原 理 
用 om[001] 

3| 45 

-— HER 4/m 


EF 4 


与 点 群 4 同 态 的 用 (m[001], SAR 4/m gë 
eal: hai wi 不 变 引 伸 ”的 空间 群 : 
P4, Pi, Ph —— T Pilm, Pin, 
Phas Uš, 14, Phim Phin 
Etim, 7417 
(b) 5A 4/m 同 恋 的 空间 群 的 推导 
图 7-7 ”空间 群 同形 不 谈 引 健 的 方法 
pe W, BEBE (Wi, w) 来 引伸 这 些 空间 群 Ga. SR ir Cp a) p 
G'， 引 便 时 也 要 遵 播 不 变 引 伸 的 原则 B RR (Wi, wi, CINERE Ca 中 
的 任何 一 个 对 称 元 素 上 变换 而 得 的 对 称 元 素 仍 为 Gn 中 的 对 称 元 素 。 这 一 路 线 风 图 7- 
7(a) 由 由 点 群 H 至 空间 群 Gx 进而 至 空间 群 G 的 路 线 .可 以 证 明 “, 一 方面 ,GG 必 
5 G, 同 态 ; 故 G 包括 了 G; 另 一 方面 ，G 必 会 有 Gn SETS EB. G xm Gs 
E (W, w) tim. C 包括 G. 这 样 ,由 两 条 路 线 推导 出 的 空间 群 G 与 
CG， 汰 是 一 样 的 。 我 们 略 去 相当 师 琐 的 证 明 过 程 , 仅 以 推导 与 贞 群 4d/m SEI ei ER 


Jim HB PM 


按照 图 7-6, AP 4/m 的 对 称 元 素 是 往 点 群 4 的 沿 [001] 方向 的 4 次 轴 组 合 一 张 
水 平 镜 面 mf001] 而 得 ， 与 镜面 m[001] 和 机 联系 的 对 称 操 作 有 二 ,好 W,-13 W,= 
ma[001]。 如 上 所 述 , 按 $ 7-2 与 $7-3 的 方法 推导 与 点 群 4/m 同 态 的 空间 群 的 步 又 是 : 

(1) 按照 表 5-1， 找 出 与 点 群 4/m 相 协 调 的 平移 群 T 有 两 个, 即 对 应 于 简单 妆 方 
SE A0 E77 na EE BJ 82 Be, 
(2) 作 半 直 积 群 TA Am) 就 得 到 两 个 与 4/m ASAAZ E fäi RI Itim 


(3) 让 点 操作 41001] 依次 变换 成 与 之 同形 的 操作 ， 即 (40011, 00 i) Lal 01, 


00 1) 和 (410011, 00 =) 三 种 螺旋 旋转 ， 让 点 操作 m[001] 依次 变 成 与 之 间 形 的 操 


1 E 1 1 1 b s 
PE , Bl! (ato011, i 00), (&t0011, olo), (0011, E o Jæ (ato011, "ex 
四 种 请 移 操 作 ( 注 意 ,为 了 书写 方便 ， 羽 上 操作 篆 未 写 出 相应 于 对 称 元 素 位 息 集 离 坐 标 诛 
点 的 位 置 平移 分 量 ) , 抛 弈 其 中 不 可 能 的 组 合 ,归并 相同 的 组 合 , 如 同 在 $7-3 中 那样 做 下 
去 ， 就 可 推导 出 与 点 BÉ 4/m 同 态 的 非 点 式 空间 群 为 Pils, Phim, P4jn 和 lja, 
这 样 的 方法 如 图 7-7(b) 中 出 点 群 4 至 点 群 4/m 进而 至 与 tm 同 态 的 空间 群 的 
楼 未 节 所 述 原 理 ， 我 们 可 走 另 一 条 推导 的 略 线 ， 即 ， 先 推导 出 与 点 群 4 同 态 的 空间 
pt. l 7-3-1 省 ,得 到 P4, Ph, P4,, Ph, I4 和 14, 共 六 种 空间 群 ; 然后 用 所 有 可 能 的 
E CH J 1l D ll 
与 m[001] 同形 的 操作 , 即 DU Lo 0), (st001], o di (0011, Ll o), 


(aroi, 3 llo 0) 和 (mto01], 000) 共 五 种 反映 成 滑 移 反映 操作 对 这 六 个 空间 群 不 


——— ÁÉ € 
4 至 与 之 同 态 的 空间 群 进而 至 与 4/m 同 态 的 空间 群 的 路 线 。 具 体 推导 详 见 7-4-3 $5. 
根据 本 节 的 原理 ,可 按 图 7-6 所 示 方 案 ， 从 表 7-4 所 列 27 个 最 简单 的 空间 群 出发 ， 
逐步 引 舍 出 更 复杂 的 空间 群 
7-4-3 SAR 4/m 同 态 的 空间 群 的 推导 
如 上 记述 ,我们 可 以 从 与 点 群 4 同 态 的 六 个 空间 群 P4， Ps Pe, Ph, 14 和 {4 出 
用 与 此 四 次 加 蓝 直 的 镜面 反映 m[0011 及 与 之 同形 的 滑 移 反 蟾 《ef0011， 二 0 0 )， 


(+1001), oto), (nt001], ilo) 和 Loan, 2 2 0 o) 来 引伸 这 六 个 空间 群 ,就 


可 以 得 到 全 部 与 点 群 4/m 同 态 的 空间 群 ， 引 伸 时 要 求 m, a, b, n 和 4 能 把 上 述 空间 

群 分 别 变换 成 它们 自己 ， 即 要 求 上 述 六 个 空间 群 中 的 对 称 元 素 瑟 置 分 别 具 备 m, a, b, n 

Z 4 这 些 反 映 或 滑 移 反映 操作 的 对 称 性 。 不 满足 这 些 条 件 的 m, a, b, n 或 4 就 不 能 用， 
di BRE 7-3 与 点 群 4 同 杰 的 六 个 空间 群 中 对 称 元 素 的 配置 可 以 发 现 ; 


(geg p (aloo, Lo ) 不 可 能 组 合 进去 . 因为 4 滑 移 操作 使 "WEN 
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pt (IL, + L, o), UA P4 到 14 这 六 个 空间 群 篆 不 具备 这 种 对 称 性 ， 


(2) 任何 反映 或 滑 移 反 缺 面 都 不 能 组 合 到 空间 群 P4, 与 P4， 中 去 ;因为 它们 是 对 时 
SE. MAREBBE Ph 变换 成 Ph, E P4 变换 成 P4， 而 不 能 变换 成 各 
a 

(3) 空间 群 P4, P4, 与 14 的 对 称 元 素 及 其 配置 有 共同 处 : 一 方面 ,它们 都 只 含 刘 
性 坦 《:，4，2 或 2)， 反 了 瑞 操 作 作用 到 这 些 中 性 轴 上 将 它们 变换 成 各 自 自己 漳 不 玫 变 其 
问 指 关 系 。 因 此 ,它们 都 可 以 与 镜面 mf001] 组 合 ; 另 一 方面 ,每 平移 (@ 十 5/2 后 部 
香 色 同一 种 类 的 对 称 元 素 。 因 此 ,它们 都 可 与 请 移 面 组合 ， 例 如 , 若 把 s 组 合 进 空间 群 
P4, Wi] # 把 位 于 4 点 的 4 次 生变 换 成 位 于 C 点 的 4 次 输 ， 把 位 于 号 点 的 2 次 轴 变 痪 成 位 
于 PP 点 的 2 次 轴 , 等 等 。 这样 ， 滑 移 反 映 z 把 空间 群 P4 变换 成 PA 自己 ,除名 与 8 外， 
HERI H = 和 5 部 不 能 组 合 到 空间 群 P4, Ph 和 14 中 去 .注意 ,空间 群 /4 分 别 与 
m[0011 和 s[001] 组 合 所 得 空间 群 14/m 和 Mis 是 同一 空间 群 ， 

(4) 空间 群 14, 中 含有 非 中 人 性 螺旋 躺 4 与 4 mi n 都 不 能 组 合 到 I4 中 去 , 因 
为 它们 分 别 把 4 贺 变 换 成 原 位 置 外 和 平移 了 (a 十 b)/2 的 4 办, 不 能 使 空间 群 14 
PRECE RAE, MWEE a。 和 5 可 组 合 到 14, 中 去 。 例如, GRIS GA a 2 G PIU) 
^ 巍 旋 轴 变 换 成 吾 处 的 4, 螺旋 轴 , 等 等 .但 aa 与 P&/b 是 同一 空间 群 . 

这 涯 我 们 就 由 不 蛮 引 伸 的 方法 由 六 全 与 点 群 4 同 态 的 空间 群 推 导出 了 共 六 个 与 点 群 
Lian HEZE, 它们 是 P4/m, P4/m, PA,/m, PA,/n, I4| m(—I4in) 和 i4,/a(— 
14115)， 此 表 ?7-5。 表 中 打 X 的 是 不 可 能 的 组 合 . 

表 7-5 与 点 群 4/m 同 杰 的 空间 群 的 推导 
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57-5 ARA E 
扶 以 上 各 节 所 述 方 法 推导 出 的 230 种 空间 群 的 符号 列 于 本 蔬 附 录 7, 


7-5-1 Hermann-Mauguin 符号 
荆 问 群 的 符号 以 国际 晶体 学 天 中 采用 的 Hermann.Mauguin 符号 (以 下 简称 为 HM 


:175* 


特写 )? 甲 得 最 善 遍 ， 简 略 的 与 完全 的 HM 符号 都 由 两 部 分 组 成 ， 

(D 或 示 惯 用 晶 胞 有 心 类 型 的 天 窟 字母， 如 果 已 知 晶 系 ， 再 如 上 这 符号 就 可 知道 该 
AIST 14 Bravais 点 阵 中 的 哪 一 种 ， 忆 一 简单 ( 初 基 ) 点 阵 , [ Wu. FB, 
CHAR B = AD R= zBGGAEE , 既 可 用 每 个 品 胞 有 三 个 阵 点 的 六 和 角 举 标 , 也 可 用 
Ier E, H H a -- 和 a 十 26 为 基 矢 (这 里 a Mb 是 简单 六 角 坐 标 
的 大人 矢 ) 的 大 六 角 单 胞 ,每 个 单 胞 内 含 三 个 阵 后 。 

(2) 表示 空间 群 的 对 称 元 素 的 一 组 符号 ， 例 如 ， 空 间 群 P4/m 中 的 t/m 表示 4 次 
旋转 轴 及 与 它 垂直 的 和 镜面; Ain 表示 4 次 旋转 轴 及 与 它 重 直 的 >” 滑 移 面 ; P222 中 的 第 
一 个 2, ARET e Sp 2 螺旋 机, 第 二 个 2, 表示 平行 于 吉 的 2 轴 , 第 三 位 的 2 表示 
a c Sin 3 "ebe, vin, P42 中 的 于 表示 沿 e XA 4 d. FER a MU 
KH b, 2 表示 平分 土 q tb 的 夹攻 的 2 次 轴 ; P312 与 P321 中 的 3 表示 平行 于 e BH 
HJ 3rk&lh. 4H P312 中 的 1 W3832477T a s b EZ a+ b, 2 23852 e 轴 旋 转 了 
30?:5 248] , P321 的 2 次 轴 则 平行 于 a m? b m a + b, 对 于 立方 量 系 ， 规 则 又 稍 
ERE, An 13m 表示 沿 立 方 体 三 个 楼 按 a.b 与 e yA 45h, HA 
GLID 方向 是 四 支 三 次 烛 :垂直 于 《110》 JAMANA. Vin m3 表示 垂直 于 立方 轴 
是 镜面 , 洛 体 对 角 线 是 了 次 轴 , 第 三 位 没有 符号 ,因为 治 《I10》 方向 没有 对 称 元 素 。 空 间 
HASEB HM 符号 中 每 一 位 上 的 数字 或 字母 代表 的 对 称 元 素 的 方向 见 表 7-6。 表 中 
述 少 有 二 维 点 群 和 平面 群 的 HM 符号 中 每 一 位 符号 所 对 应 的 方 辣 。 

z 7-6 中 一 组 对 称 性 上 等 价 的 方向 用 天 括号 括 在 一 起 ,每 组 中 的 第 一 条 取 作 该 组 的 
E Auen HM 符号 的 第 二 位 代表 沿 [100]，[0101，[110] 这 三 个 互相 等 
价 的 方向 上 的 对 称 元 素 , 其 中 [100] 方向 作为 这 一 组 方向 的 代表 . 

二 诗 空 间 群 的 对 称 元 素 除 平移 外 最 多 只 可 能 有 对 称 中 心 ,因而 没有 对 称 方 同 ， 

单 斜 空间 群 只 有 一 个 对 称 方向 ,所 以 单 斜 空间 群 的 简略 HM 符号 在 表示 有 心 类 型 的 
大写 字母 之 后 只 需 一 个 位 置 ,例如 C2/c， 但 为 了 区 分 取 b 或 为 唯一 性 轴 这 了 丙种 情 
5 ,为 了 区 分 单 胞 的 不 同 选取 方法 ,完全 HM 符号 中 用 “1” 多 列 出 了 两 位 .例如 C12/e1， 
Ant, H2/al 和 4112/a, B112/n, 1112/5 都 表示 第 15 号 空间 群 Cz/c， 但 前 三 个 
iA HM 符号 对 应 于 唯一 性 轴 b 的 三 种 单 胞 取 法 ;因而 第 一 位 与 第 三 位 符号 为 1, 表示 
it a 与 c 方向 无 对 称 元 素 ; 后 三 个 完全 HM 符号 则 对 应 于 唯一 性 轴 e 的 三 种 单 胞 取 法 . 

类 面体 Bravais 系 的 空间 群 只 有 两 种 对 称 方向 ， 因 此 ， 七 个 著 面 体 空间 群 在 于 全 只 
白 最 多 只 有 了 泵 位 符号 ;如 R3, Rim SS, 
gg Bravais 系 的 空间 群 都 有 三 种 对 称 方向 ,相应 型， 其 HM ff 
吕 在 表示 有 心 类 型 的 大 写字 母 之 后 的 符号 有 三 位 ;如 P3ml, Péce 或 date | 

Us eR B| kz, F SA mmm, 4[mmm, 3m, GÍ mmm, m3 Ñ) m3m 的 空间 群 ， 
Hi HM 符号 也 与 完全 HM 符号 不 一 样 。 完 全 HM 符号 给 出 每 一 对 称 方向 上 的 和 
rg Eat EIS AS, GER HM 符号 则 尽 可 能 略 去 对 称 绸 .这 群 ,第 60 号 空间 群 的 完全 


6, 2 
3 22, 简略 符号 是 Picn。 第 194 号 空间 群 的 完全 HM 符号 是 “加 而 
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HM FFE "e 


gn 
. E dro. = 
2 qu HM 符号 是 P mme, 第 230 号 空间 知 的 完全 HM WEI QUU 简略 
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e Los 


xx 7-6 HM 符号 的 对 称 性 方向 
每 一 位 HM 符号 的 对 称 性 方 帘 


Bravals Æ EE EE 
第 一 位 第 二 位 | 直人 
PA | 
一 同形 [16] | ret; 
| " [19] | FER 
EH 平面 中 的 旋转 点 eng x [md 
ë gm Im 
A n [12] 
CIT] EAR 
ETT x x 
, [910] 《唯一 性 轴 5) 
Va [001]〈 吹 一 性 轴 e) | 
三 EX [104] [010] [001; 
Ee [110'. 
四 方 L001] SE Ers 
i n [100] uo 
A [001] je m 
cital r2101 
I (1901) Ë 
r110] 
_ c is ` 
Scho ik 了 
维 Tir. EH jen 
[1011 
[111] 
L199] bat "io 71101 
立方 [0101 | A aTr s 
[9011 [111 - 
| TIT ciota (1013 


| | 
* 单 们 空间 群 的 完全 符号 有 正文 


HM 符号 是 lald, 完全 HM 符号 给 出 的 信息 更 多 ,但 那 旦 多 的 对 称 元 素 部 可 以 从 简 器 


HM 符号 推导 出 来 , 现 以 第 60 号 空间 群 为 例 说 明 如 下 : 
iu HM 符号 bien 第 一 、 二 和 三 位 的 b, c Wa 表示 该 空间 群 有 分 别 沿 [1001， 
[010] $1 [001] 方向 的 下 询 对 称 操作 : 
1 1 k 


b = ( m[100], X, 3 0), C (mt010], 0, y, i 和 z (m[001]， z). 


Epig ERDHE x, 0, 0; 0, y, 0 和 0, 0, z ZEHBIRRIA "IEEE UL BE E. (UC 
作出 这 三 个 对 称 操作 的 下 列 乘积 ; 


be = (200011, x, y 十 二， 二) 2.0001] 


1 1 ] 
== 21100], —, EE + -一 = 2 160 
en = (20001, +, y — ep 1) = 20100] 


m (20101, r— > 0, z) = 2t010] 
MARERE [100], [010] 和 [0011 三 对 称 方向 分 别 有 2,,2 50 2, an. DI, Foen 的 
完全 HM que po LA. 
b oc m 


EI 


空间 群 的 HM 符号 与 基 矢 的 选取 有 关 。 例 如 空间 群 Pben, 当 把 基 矢 变 成 a = b, 
Ë 一 ae 一 一 c ZJ s SF o 方向 的 是 c ëm, SEI E 方 同 的 是 a irii, 
HM 符号 就 变 成 了 Peen。 又 如 第 85 号 空间 群 P4/w， 如 果 职 两 众 大 体积 的 新 单 胞 ， 其 
ERK a = a — 5, b' = a + 5 (Ed 7-8(a)), 那么 反 阵 类 型 就 变 成 了 CC 心 , 原 先 的 对 角 
HEE. 就 变 成 了 沿 a 与 b EIUS t; 5， 故 空间 群 的 HM 符号 变 成 了 C4/ 
a, FWA 88 号 空间 群 Me, RER e oa —b, b — a+ b (É Z-8(b)), X 
Pete D E F, RER Y (e) + b')/4, 故 空间 群 的 HM 符号 变 成 了 Fh 
d, zç Bravais 系 的 空间 群 除 采用 普通 的 以 em. b, c SS 5 P Hh S 


(a) (b) 


图 7-5 HARRIE a, b, e Ras b. c 为 基 天 的 丙种 单 胞 
(a) f Pda S Con hi; (b) kol RESEO F RE 


a] zb FH 88520 B= rB H bn, SSC sha 
法 (图 7-9): 
Hy a, > a — b, b, — a + 2b 
H,: z; = 2a + b, b, = —a + b 
Hy ama + 2b, b; = —2a —b 


HP RE CHUA PR EAE O, 0, 0; i 


i 0; s FL Ü A. 由 图 7-9 gu, P jE 


的 第 二 位 与 第 三 位 对 称 元 素 分 别 对 应 于 豆单 胞 的 
EDT 以 a, b cOSEGUSNAA —— 第 三 位 与 第 二 位 对 称 元 素 ， 故 空间 群 的 HM f 
各 以 a, Bic 基 拓 的 三 - 
did o i ” ”号 也 要 相应 改变 ,把 第 二 位 与 第 三 位 交换 。 例 如， 
156 号 与 187 SAER, 在 P 单 胞 中 的 HM 符号 分 别 是 Pml 与 Póm2, {E HA fah g 
liM 符号 就 分 别 变 成 了 8H31m 与 Hó2m. 
附录 了 列 出 了 单 鲜 \ 正 交 ,、 四 方 ,三 角 、, 六 角 唱 条 的 每 一 个 空间 烙 不 同 基 矢 选择 之 下 的 


a |7 


HM FF. 


7-5-2 扩展 HM 符号 


完全 HM "SIN E ARTE WEF HM 符号 多 ,但 往往 还 有 许多 对 称 元 素 
未 被 列举 ， 俩 如 ,图 7-2(a) 所 示 空 间 群 Cmm2 是 C 心 正 交 点 隆 ， 对 应 于 CC 心平 移 t 一 


(+, =, 0) 的 对 称 操作 (4, t£) 与 符号 Cmm2 中 第 一 位 各 民 表 的 操作 (m [100), 900) 
a e BU EUR ,得 到 新 的 涪 作 
(4, t€) (m[1001, 0, 0, 0) = (m[100], 十， "E 0) 


它 是 位 于 e L 处 的 滑 移 量 为 w, = (0, i, 0] 5 838. RE C 心平 移 G, On 


m[010] 组 合 得 到 位 于 y 一 — 的 。 滑 移 . 所 有 这 些 对 称 元 素 都 已 给 于 图 7-20) SAR 


Cmm2 的 对 称 元 素 配 置 图 中 ， 为 了 便于 研究 空间 群 的 同 晶 类 于 和 群 ( 详 气 8$8-8)， 有 时 采 
用 扩展 HM 符号 ， 把 这 些 派 生 的 对 称 元 素 也 列 出 来 。 例 如 Cmm2 的 扩展 HM Sx 


mm 
Cha? 


EEEO AAA BJ BECA RME 


图 7-10 空间 群 Pim 


洛 对 角 线 方向 总 是 几 种 内 喜平 移 分 量 不 同 的 对 称 元 素 同时 出 现 ， 例 如 图 7-10 Rm 
第 113 号 空间 群 P42,m 的 符号 说 明 算 直 于 [110] 方向 有 镜面 mft, HÆ 7-10 可 


妮 这 镜面 的 方程 是 :一 十 一 y， 祖 应 的 对 称 操作 是 【m[110]， 1,4, 0), Safe 


轴 的 平移 由 一 (一 1 00) 组 合 得 到 操作 (nti101,- +, L, o), xd s BC Lu) 


方向 过 原点 的 请 移 e, ales" [1101 方向 由 有 镜面 m, WARR H g. (EBD 7-10 
中 还 可 看 到 垂直 于 [110] 方向 的 镜面 与 洽 移 面 。 因此 ，PB2m ISS HM 符号 是 
DATS. 

ERPE HM 符号 都 已 列 于 附录 7 rh, 


7-5-3 Sehoenflies 符号 和 Shubnikov 符号 


ZX|E|WEHS Schoenflies 符号 也 是 以 点 群 符号 为 基础 ， 与 某 -~ 点 群 同 坊 的 不 同 空间 搓 
仅 以 该 符号 的 石上 和 角 的 不 同 序号 区 别 。、 所 有 序号 为 1 的 空间 群 都 是 点 式 空 间 群 ， 而 且 都 
是 简单 点 阵 。 和 附录 7 中 也 列 出 了 各 种 空间 群 的 Schoenflies 符号 。 

水 联 文 献 呆 有 了 肝 采 用 LUy6akog (Shubnikov) =, Shubnikov TEE HH 1,2,3,4, 
6 Moik jem, H m, 2, 3, 4, 6 分 知人 代表 各 次 旋转 反 腕 轴 ， 因 此 有 Lei, 3 = ó, 
3. BES ,点 ( ' ) 和 斜 线 (/) 分 别 表示 互相 瑟 直 ,平行 和 斜 交 的 对 称 元 素 ， 因 此 ， 


HM 符号 为 2/m, 222, mm2, 二 二 二 的 点 群 的 Shubnikov 符号 依次 为 2:m, 2:2, 


2- m,m - 2:m， 在 空间 群 的 Shubnikov Sch, 一 方面 ， 当 其 些 对 称 元 素 不 相交 时 , E 
直 , 平 行 和 斜 交 的 符号 分 别 为 四 ;加 和 几 : 另 一 方面 ;点 阵 类 型 不 用 P, 1, F 之 类 的 符号 ， 


一 D I — " / — 
TARR o b, e, H ICI 表示 体 心 , 以 MILI fA 表示 面 心 等 


等 ， 例 如 ,上 述 第 15 号 空间 群 《C2/e) 的 Shubuikov 符号 是 (53 / Glo) z: 


2， 其 中 “二 ”表示 C 心 平移 矢量 + (a + by, C5 b 之 间 的 桂 线 表示 这 C OFER 
abi b 132, ela) 之 问 的 冒号 则 表示 b 5 e 和 a BH, e 与 。 间 的 斜 线 则 表 
未 e 与 a 斜 交 ， 基 矢 的 长 度 互相 独 阐 , 故 用 互 不 相同 的 符号 a, b, c 表示 它们 。 Ce 
a) . Eemer ca 平面 ,2:2 则 表示 2 KARAT EIS, 

Shubnikoy 符号 图 际 上 、 国 内 用 得 都 很 少 ,这 里 不 再 深入 讨论 ， 其 详细 规则 和 每 个 点 
EE ARR Shubnikov 符号 见 国际 晶体 学 表 A E 12 节 ， 


$7-6 ”空间 群 的 分 类 [5 


am 230 种 空间 群 进一步 分 类 的 方法 很 多 。 可 以 根据 有 无 对 称 中 心 分 类 ,共有 90 种 中 
起 ,对 称 的 空间 群 ; 可 以 根据 当空 间 群 展开 成 其 平移 群 的 陪 集 时 能 否 使 所 有 陪 集 的 代表 操 
作 都 是 点 对 称 操作 而 分 成 点 式 空 间 群 (73 种 ) 和 非 点 式 空间 群 ， 本 节 讨 论 空间 群 男 一 坚 
分 类 方 靶 ; 见 图 7-11, | 

首先 ,如 7-3-4 节 所 述 ，11 对 互 租 对 且 的 空间 群 互 成 镜 象 关系 , 某 一 种 晶体 很 可 能 以 
礼 等 的 凡 率 分 别 结晶 成 两 种 (一 对 ) 互 相对 映 的 空间 群 ， 经 过 适当 的 学 标 变换 《 倒 反 或 反 
狐 ) 可 把 一 对 互相 对 了 映 的 空间 群 互相 变换 。 如 果 把 互相 对 映 的 空间 群 归 成 一 类 ,总 共 就 有 
219 种 , 称 为 219 种 仿 射 空间 群 ， 

jt 对 称 操作 的 平移 分 量 去 掉 之 后 ,和 镜 下 的 点 操作 部 分 相同 的 空间 群 属 于 同一 种 算术 
tok. 例如 空间 群 P2/m. Pim, Die RTARTA P2/mm， 而 空间 群 C2/m 
ki C2jc 则 属于 另 一 种 算术 日 类 C2/m, AZ» 把 HM pedum Mete RI EE F lk 
4) alm at RE Oe E RE EE RE T am, 所 有 这 样 替代 后 符号 相 
可 的 空间 群 属 于 同一 种 算术 晶 类 。 由 于 总 共有 ?73 种 点 式 空间 群 人 3$ 772), 就 有 73 种 算术 
她 类， 


e i180 7 


rl e "Ch 


73 和 算术 品类 进一步 归 类 的 方法 有 二 .一 是 不 管 空间 群 的 点 阵 类 型 ,只 芳 虚 二 所 焙 ， 
T RN ARZIR TALAR, 
二 总 共有 32 个 点 群 ; 就 有 32 TUR, | 


6 E ë 


个 几何 晶 类 进一步 归纳 成 7 个 晶 系 JMR 5-3, ^ 

二 种 把 73 种 算术 晶 美 进一步 归 类 的 方法 是 。 fees 系 | | "ps oC 
KEES HERDAR REBEKAN, S | 
类 型 相同 的 空间 群 属于 一 个 Bravais 群 。 EN ` bh nosa m] p veas 
Ep ;不 能 单 按 基 欠 a, b, c 的 长 度 的 相互 Ew 
关系 及 它们 之 间 的 夹 角 来 判断 Bravais 点 阵 类 pP 


d. Bin ,空间 群 DA 的 点 群 是 4。 它 应 属于 体 pe 
心 四 方 点 阵 QI, 即使 某 晶 体 的 点 阵 参 数 偶然 
也 有 一世 一 < 的 关系 ， 也 不 能 说 它 是 体 心 立 | 
HAR: (el), HFA 14 种 Bravais 点 阵 , 就 —— 
48 14 8 Bravais PE. 14 个 Bravais 群 进一步 EET Nora eM 
归纳 为 7 个 Bravais S.S 5-3, RI 空间 群 的 分 类 

除了 三 甸 和 六角 晶 系 与 茵 面体 和 六 角 Bravais 系 的 划分 ( 见 表 5-40 不 一 致 以 外 ,其 
多 5 个 品系 与 其 余 5 个 Bravais 系 的 划分 完全 相同 。 如 果 引 作曲 族 的 概念 ， 并 让 三 第 和 
所 攻 晶 系 , 葵 面体 和 六 角 Bravais STAR, KG Braut PRET 
个 量 族 ,总 共 就 是 6 个 晶 族 ,每 一 晶 族 内 的 空间 群 匠 不 会 有 不 同 的 氮 群 ， 也 不 会 亏 不 同 的 
IRR Æ HL 5-5, 


EXC 


E E 

AREER Cmm2 中 过 原点 的 两 铅 香 镜 面 m[to0] E m[010] AIC 心 点 阵 平 移 Ca + 5072 CE E 
导出 该 空间 人群 的 对 称 元 素 系 [| 即 图 7-2(2)]. 
2. 工 将 下 列 空间 群 展 开 成 其 平移 群 的 陪 集 : 

(1) Pmm2; (2) Cmm2; (3) Amm23 (4) P4, (5) t4; (6) P2 rb. 
,为 什么 推导 点 式 空间 群 时 不 能 把 任意 的 一 个 点 群 与 任意 一 个 点 阵 相 组 合 《 例 如 把 点 群 1 与 某 立 方 点 
阵 , 抠 点 群 mim Ee GT 
. 斌 比较 空间 群 Pá2m 与 Pim2 的 异同 ,空间 群 P312 与 P321 的 异同 . 
C1) Em X 7-2 的 数据 给 出 空间 群 Pmal 与 Phm 的 对 称 元 素 系 ， 说 明 重 新 规定 e 与 56 轴 后 它们 
SF: 
(2) 对 空间 群 Peal, 与 Pëei, HOM ERIE. 
ISI 7-3-3 节 的 方法 推导 出 与 点 群 222 同 态 的 基于 简单 点 降 的 全 部 空间 群 , 并 绘 出 这 些 空 | 是 群 的 在 
称 元 素 系 . 
- .在 第 e 题 的 基础 上 证 明 与 点 群 222 司 态 的 基于 上 心 点 阵 的 空间 群 是 C222 5 C222, 两 者 ; 并 给 出 
ERECTA. 
GO») 主推 导出 与 简单 点 群 3 同 态 的 空间 群 , 并 给 出 它们 的 对 称 元 素 系 ; 
(2) 请 从 与 简单 虑 群 3 同 态 的 空间 略 出 发 ， 通 过 5 7-4 所 述 同形 不 变 引 伸 的 方法 ， 推 导出 与 点 算 32 
dës), 
. 试 由 附录 了 所 载 与 点 群 222 [J 569 A AEREE, Again 方向 加 上 3 次 轴 ， 用 同形 不 
赤 引 个 的 方法 ， 推 导出 附录 7 中 与 点 奉 23 周 态 的 五 个 空间 圩 。 推导 时 利用 下 列 事实 : 在 与 旋转 轴 
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s[111]. 同形 的 三 个 对 称 元 素 中 ,内需 考虑 3 次 旋转 轴 , 这 样 就 舱 动 地 包括 了 3. 5 3, Ges, 

10 ,说 明 附 录 7 所 列 第 5 号 空间 群 在 坐标 负 的 六 种 选取 方式 和 单 胞 的 三 各 选取 方式 之 下 的 18 种 完全 
HM 符号 和 扩展 HM 符号 是 坟 样 得 到 的 ， 

li.CD) ARHAR 7-209) FIRR Amma 的 扩展 HM 符号 并 推导 出 该 符 号 中 各 对 称 元 素 的 位 置 ， 
{2)】 当 交换 单 胞 基 笑 之 后 ,空间 涪 Amm 的 简略 ,完全 以 及 扩展 HM 符号 应 如 何 变 ? 

12 .说 明 附 录 ? 所 载 第 107 号 空间 群 Hmm 在 两 种 单 胞 选取 方法 之 下 的 简 路 HM 符号 与 扩展 HM fF 


号 的 意义 及 其 相互 关系 ， 
参 * x HÀ 
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2] M. J. Buerger, Elementary Crystallography: An Introduction to the Fundamental Geometric Features of 
Crystals, Rev. Ed, The MIT Press, Massachusetts and London, 1978. 
[3] H. F. Franzen, Second-Order Phase Transitions and the lrreducible Represeatation of Space Groups, Sprin- 
ger-Ver]ag, Berlin, 1582. 
[4] E. K, Vainshtein et al, Modern Crystallography 1], Structure of Crystals, Springer-Verlag, Berlin, Heidel- 
berg, New York, 1982. 
[5] T. Hahn {ed.), Jateraarional Tables for Crystallography, Vol A, Spacc-Group Symmetry, D. Reidel, 
Dordrecht: Holland/Boston: USA, 1983, 
[61 SP HRNTREIESCT) ALESSIO EUER PEE BRE, 1977 年 . 
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SIS ”空间 群 图 表 的 认识 与 使 用 


第 七 章 已 经 介绍 了 推导 230 个 空间 群 的 原理 与 方法 ，230 个 空间 群 的 详细 资料 载 证 
for déit GA 着 ,其 中 最 主要 的 内 容 是 空间 群 的 对 称 元 素 的 配置 和 对 称 媒 作 ， 一 般 等 
改 位 二 的 电 轩 ,一般 与 特殊 等 效 位 置 的 对 称 性 与 坐标 ,及 射出 现 的 条 件 ， 空 间 烙 的 苹 于 群 
此 条 等 等 。 这 些 资料 对 于 晶体 结 梅 的 认识 ,测定 、 摘 述 和 分 类 ,对 于 研究 总 阵 振 动 ,研究 中 
FF 能 带 论 ;研究 相 变 ,在 某 种 意义 上 可 蓉 说 研究 任 一 国体 科学 的 问题 都 是 有 用 的 , 济 如 , 方 
Romik (CaCO) 的 结构 相当 复杂 ,每 个 蝇 胞 内 含有 30 个 原子 《6 小 分 子 式 CaCO,) ,但 
运用 空间 群 的 资料 ， 只 要 给 出 下 列 信息 就 足够 充分 地 描述 了 方解石 的 晶体 结构 : 

Riet D) Ca Æ 6(5): 0, 0, 0 
C Æla); 0, 0, /4 
O ZE 18(e); x, 0, 1/4 (£= 0.257) 

为 此 ， 有 必要 在 本 章 详细 介绍 国际 晶体 学 表 妨 卷 中 所 载 空 间 群 图 表 中 各 项 内 容 的 含 
是. 来 源 和 使 用 。 对 证 一 般 的 男 体 科学 工作 者 ,这 一 章 较 之 空间 群 的 推导 要 重要 得 多 。 4 
法 ,了 解 了 空间 群 的 推导 的 涯 理 与 方法 ,也 有 助 于 更 深刻 理解 本 章 的 内 容 ， 


; 8-1 空间 群 图 表 的 内 容 和 安排 [1 


Kj 8-1, 图 8-2 和 图 8-3 分 别 是 从 国际 晶体 学 表 A 卷 中选 出 的 三 个 空间 群 C mm? 
(35), C2/c(15) 和 Fdd4(70) 的 图 表 。 班 以 它们 为 例 对 空间 群 图 表 的 内 容 和 安排 说 明 
如 下 ， 各 项 内 容 的 深 人 讨论 留 待 以 下 各 节 分 别 叙 述 。 

每 个 空间 群 图 表 一 般 占 两 页 的 篇 申 。 左 页 由 上 而 下 依次 是 : 标题 、 对 称 元 素 和 一 般 
等 效 位 置 配 置 图 ,原点 《origin)、 无 对 称 单元 (asymmetric unit)、 对 称 操作 (symmetry 
operations); 右 页 由 上 而 下 依次 是 :简略 的 标题 ,选用 的 生成 操作 (generators selected). 
等 效 位 置 ,特殊 投影 的 对 称 性 (symmetry of special projections， 平 面 群 没有 这 项 内 容 )， 
成 大 不 同 构 子 群 Cmaximal non-isomorphic subgroups) ,最 低 指 数 的 最 大 同 构 子 群 《rmazi- 
mal isomorphic subgroups of lowest index) ,最 小 不 同 构 子 群 (minimal non-isomorphic 
supergroups). 

左 页 标题 的 第 一 行 由 左 到 右 依 次 是 : 

(1) 空间 群 的 简略 HM DS Ss. EZ, Bravais REER HM +$ 
写 与 基 矢 的 选取 有 关 { 罗 附录 7)， 这 里 给 出 的 是 标准 简略 符号 ， 例 如 ;图 8-2 所 不 采用 
b 为 唯一 性 轴 的 第 15 号 单 斜 空间 群 , 如 果 基 矢 a 与 c 的 选 法 不 同 ,其 完全 HM 符号 
BRA, A8% C12/cl, 412/01 (第 1 种 单 胞 选择 )，A12/n1，C12/n1 (E 2 REIR 
AREE), Tiet, I12/c1 (第 3 种 单 胞 选择 ), 见 附录 7 和 图 8-2(b)， 但 一 律 取 C2/e 为 
际 准 的 简略 HM Tf. 

(2) 空间 群 的 Schoenflies 符号 ， 如 Cmm2 的 Schoenflies 符 与 是 CH, Fddd 的 
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本 符号 是 Di. Cie 的 Schoenflies 符号 是 《8 ， 平 面 群 没有 这 一 贰 

(3) 空间 群 的 扩 群 的 简略 HM ff. 420 Cmm 的 点 群 的 简略 HM 符号 是 2 

Cie 的 后 群 是 2/m, Fddd 的 点 群 是 mmm. SE 
i m 符号 右上 角 的 序号 去 掉 就 得 其 反 群 的 Schoenflies ff n 
— piden Ci Cs 的 点 群 是 Las D RUS St = Di. H 25 [Bl BERI HM fi 
kb — HM 符号 。 为 此 只 需要 把 空间 群 的 HM KE bru ye sa 
ges SÉNGE 把 滑 移 面 2 或 2 或 “或 # 或 2& 换 成 m， EH 类 型 = 

就 得 到 该 空间 群 的 点 群 的 HM 符号 ,下面 举 几 个 例子 : Í — 


空间 群 | Z5 ARF BJ RAE 
cCe( Ct) mCC,) 

Pi /et Ci) 2/m( Con) 
C2/e( Ch) 2/mÇ Cin) 
12,2,2,(D2) 222(D;) 

Pna2 (Cy) . mm2(C;,) 
Fddd( Dil) . mmm Das) 

T4 acd DÉI 4/mmm(D.,) - 
Fdàc(OÀ) | m3m Os) 


(4) 晶 系 的 名 称 。 
标题 第 二 行 依次 是 : 

(5) 空间 和 必 的 序号 ，， 0 0 1 5. 

(6) 必 间 群 的 完全 HM WE. 如 C2/e 的 完全 HM 符号 是 C12/ci，Fddd 的 完 


2 HM fr2g F 2. 2 2, 
d d d 


(7) Patterson. Xl Ex, EJL $ 8-6. 

其 些 空 间 群 标题 有 三 行 ， 第 三 行 的 内 容 是 原点 选择 (origin choice), 或 是 坐标 轴 定 
各 和 单 移 选择 。 例 如 图 8-30) 5 (b) 所 示 空 间 群 Pdda 的 标题 的 第 三 行 分 别 是 第 一 
SEIT (origin choice 1) 和 “第 二 种 原点 选择 ”(origin choice 2). 

图 8-2(a) AREER 《21* 的 标题 的 第 三 行 分 别 是 “唯一 性 轴 b, 第 一 种 单 胞 闷 
je" (unique axis b, cell choice 1) 和 和 1 "E Kr ap 5, 不 同 单 胞 选择 ”kunique axis b, 
different cell choices). 

下 列 空 间 群 有 几 套 图 表 : l 

(1) AARAA, APT 90 种 中 心 对 称 的 空间 群 ,总 有 一 套图 表 以 对 称 中 心 作为 原 
A. GH 214 xo pup NER A PUE Roe GL ED RI AU AS SAHR R BET 
中 了 一 套 以 高 对 称 性 点 为 原点 的 图 表 . 例如 ,空间 群 Fddd(70》 以 具有 222 对 称 性 的 感 
加 具有 工 对 称 性 的 点 ( 即 对 称 中 心 ) 为 原点 各 有 一 套图 表 * 由 和 8-3(a) 和 图 8-3(b). E 
Big Fd3m(227) 分 别 以 具有 43m 对 称 性 的 点 和 具有 3m 对 称 性 的 点 《 它 也 是 对 称 中 
ORALA BAR. 非 中 心 对 称 空间 群 和 所 有 平面 群 都 上 内 给 出 了 一 种 原点 的 图 表 ， 

(2) 单 射 空间 群 ，。 下 列 五 种 单 料 空间 群 ， BH P2(3), PRCA), Pm(6), P2/mC10) 和 
P2 mCl1), 4 1B GER B 4 SE, 其 HM px E C WL KS, yK m E 
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Egi 


PF St 


exu Eg E SEI, — EL b 为 唯一 性 轴 Cunique axis), 26 — EL e mt Em, 

其 它 八 种 单 斜 空间 群 , 即 C2(5), Pe(7), Cm(8), Ce(9),. C2/m(12), P2/e13), 
Diet äi 和 C2/e(13), CREE Dll ABE, BUE R EEUU HM 符号 依赖 于 互 
HA Z RE s Ac O9] Z6 IU X E CH Ti Ca SA PE X BRUT 823 H) pJ LIIS f UE iB] 
BH) HM FeRaL Minh, "éi an 5 aet e g E 
证 细 淄 表 外 ， 还 各 就 三 种 单 胞 选取 方式 分 别 给 以 篇 要 描述 。 其 中 唯一 性 输 过 的 第 一 种 时 
旋 选 了 作为 该 种 空间 群 的 标准 图 表 , 相应 的 简略 HM 符号 用 作 标 准 符号 ， 图 8-203) 就 
是 单 斜 空间 群 C2/c(15) 对 唯一 性 轴 2 第 1 种 单 胞 选择 的 详细 图 表 , 图 8-2(b) 由 是 对 
其 三 种 单 胞 选择 方式 的 简 雪 描述 。 除 此 之 外 , 空间 群 CI/c(13) 还 以 < att 
了 第 1 种 音 胞 选择 的 详细 图 表 和 对 其 三 种 单 胞 选择 的 简 杰 儿 述 . 

(3) HAZE. CHA Bravas 系 的 空间 群 都 分 别 选 正 放置 的 三 重 六 角 单 


M S ASSA BN t: BECH E E DEE 
曰 (每 个 单 胞 内 三 个 阵 点 的 坐标 分 别 庆 0,0, 06 en e T T) ERR 


IPSE EE TE 


$8-2 空间 群 图 ,原点 和 无 对 称 单 元 


8-2-1 SARKAR 

在 标题 之 下 的 空间 套图 标 册 了 妆 称 元 束 的 相对 位 置 和 取向 ,并 图 示 一 般 等 效 位 置 , 即 
— H OG IEF TS pi Ar DIE E. 

B £ 22 8] EFI Er Ez Rl Ce FKH, RARE Sa TE E STE 
沪 单 胞 的 另外 再 基 矢 不 平行 于 纸 面 时 ,就 用 下 标 ? 注册 , 便 如 ap, 5, 或 co 例外 的 情况 
LAAHR ER n qs RT AS [a] E, Gp AS DI [111] 25m. 

Lee SE ie DAS A pq SE, LET 8-1 和 图 8-3, 左上 图 是 沿 e EET 
ZC EE, E a WT, b 朝 右 : 堪 下 图 是 共 正 视图， 即 沿 a HRE ER 5g 
e 朝 上 ;右上 疼 是 其 侧 视 图 , 妈 消 b ang, a SHE, c 朝 左 。 右 下 图 是 沿 emm 
一 般 竺 效 位 置 图 ,对 应 于 左上 图 ， 

= 本 对 称 元 素 轿 还 有 一 种 解释 方法 , 即 按 习惯 都 看 作 是 落 e 轴 的 投影 图 ，, e SF, 
b ac, RAELA, e 由 纸 面 拱 向 读者 ， 在 这 种 钓 定 下 ,右上 图 中 = a, b 一 
—c,c 一 上 了, 图 8-1 中 第 35 号 空间 群 的 符号 变 成 」 Bai. DS" Ion SE 90, 
或 从 石 侧 来 读 这 投影 图 ， 就 有 d = —c, b = —a, c = b, 空间 群 的 HM "Get 
ET dmm. Dé, 左上 图 正 看 和 从 右边 看 分 别 对 应 于 附录 7 中 基 秋 的 下 列 选 法 : abe 
Ai bae (B) bac), 右上 图 对 应 于 aëb 和 cab (B) cab), EFEN Y ba 和 
bea ,这 样 的 三 凯 疼 代表 了 和 证 交 空 间 群 基 矢 浙 有 可 能 的 选取 方案 ， 用 起 来 非常 方便 . 

单 斜 空间 群 有 两 种 定向 ， 即 唯一 性 轴 5 和 唯一 性 轴 +。 每 种 定向 的 第 1 种 单 胞 选择 


”部 包含 有 四 旺 图 ,类 似 于 正 交 最 系 空间 群 ， 例 如 , 图 8-2(a) 所 示 第 15 号 空间 群 Ce 


CC%) 的 第 一 种 定向 (唯一 性 轴 b) 第 1 种 单 胞 的 选择 共有 三 幅 对 称 元 素 配置 狠 ， 左 上 履 
B b 加 的 投影 图 ,此 时 a 与 e 部 在 纸 耐 上 ; 右上 图 蚌 其 侧 视图 ， 即 沿 e An 


WIER 


Cmm72 Ci nim EZ AB 


No. 35 Cmm2 bye X E eege 
EIUS I dmm 
di IIT ` 
e : 3 ; 
ë S B 
Ki 
E 
d 
i 
Oo o c Ple (me 
eet 
t 
ra 
i 
ts 
ef 
Ce 
BR É mm? 
1 1. 
无 对 称 单元 «rx D< <-> oggi 
XIERERÍTE 
xp (o, 0, rd l | 
(1) 1 (2) 2 Da Os # (3) m x, fe? (4) m 0,» 


1 1 
BLUE 1 D r, —, S (DÈ — P 
: : 3 c (3) «4 " 3 
( QA e d (2) s "EE 4 4 


Kj $-1 ii 
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Me. 35 Cmm? 


选用 的 生成 操作 C1); X1, 9, 0); Kt, 1, 0); X0, 0, 1); {+ = Jr (2); (3) 
位 置 
多 理性 坐标 反射 条 和 件 
Wyckoft et 
点 对 称 性 (+ (A, L, 0)+ 一 般 : 
8 f I CL) z, y, z (22 Z, p, = C3) z, y, = (49) €, y, x Akis ñ + # = 1n 
Oki. $ = In 
A01. A = 2n 
Akis ALE ss Zë 
Agg- Å = 2^ 
(KD: k = 2n 
特殊 ; 同 上， 加 上 
d e mi U, Y, & Ü, y, a l 无 额外 条 性 
4 d m wx, De z £, 0, 2 ACER AS tr 
PE m AN A = 1n 
4 4 | 
2 b mmi dE 天 额外 条 件 
Z a mm2 Ü, Ú, s KREE d 
特殊 投影 的 对 称 性 
j& [001! c2mm E [1400| Plml E (010| plim 
a =a b =b e = Zb b ud a =. bl. 
原点 在 9. 0, e 原点 在 x<, 0, 0 原点 在 O, y, Q 
最 大 不 同 构 子 群 
I [2 ]Ct12( P2) (1; 2)4 
[2]CYm1(C€m) (1; 354 
[2]C8ml1t(Cm) (ow 
la |2]Pmm2 l; 2; 3: 4 
" e 92 f 3 3 
| 2]P5a2 t; 2; (3; n+ (1, > 0) 
| MIT Ax 
[2|P6^m2(Pms2) 1; 3; (2; 4)+ (+, 2" d 
"T 1 L 
[ 2 ]Pma2 t; 4; (2; 3) + (Z, L., 0) 


Ib [2]Cee2(€ = Zei: [2]Cme2 (€ = 26); (älGenide = Zei (Cme2)); [2 Mmm2(e = 26); 
[2 bae = Zei: [2] fm (e = 26) (Imo2); L2 Emaz(e = 2e) 

最 低 指 数 的 最 大 同 构 子 合 

Ue [3] Camila’ = 3a or b = 35); [21CmP2fc = 2e) 

RSR 

[ [2] Cmmm; (2]Cmma; |2]P4mm; L2]P46m; [2]P4,em; [2]P4,9m; [2 ]P42m; (2 ]P 2,9; 

[3lP6m:zm 
H 「21 Fmm2; [2]9z:m2(2a. =a, 2b = 5) 


#£ Cmm2l(35) 
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ZA Zi DAP ES 
Paterson NR Cl2jmil 


No. 15 Cizja 
LX: DE 第 1 种 单 胞 选择 


—rÁ 0o — ww r m p m u i} " 


RARRETRUNETR T RET MAR 


ps «ldem E 


| 一 


无 对 称 单 元 0<: & eng Eé <<= 
对 称 操作 
对 (0, 0, 0) 十 组 
Qy: 01 (4)e z. D, & 
1 1 
对 (+ EA 0 )+ 组 
l L l l L Li 1 R. x t £ 
ONCE >° d GC (o. P ) atta d nrc Ge di (o 2 WE De 


Bjs-2(00 SaN 


位 置 
& gv S ER 

Wyckoft £ F} 

点 对 称 性 (0, 0, 0)4 ( I L D 


= l A E 
B 7 1 (1) *#, y, $ I D E E 3) Y, v, 5 


(3) x, Vs dë 


Ae 2 Ü. V, Ds. Uy = 
, í 3 1 

E. ce 

d 
人 
451 b, EL 0, $i 
$8] 0,0, 90 0.0, 二 
特殊 投影 的 对 称 性 


ir [001] cx m HP |100] p2gm 


e o gx bb a b =e, 
原点 在 6, 0. x 原点 在 x, 00, 
# AAE TES 
I [2 ]C121(C2) (1; 2)+ 

[21C CPI) (1; 3)+ 

[2 JC1eci(Ce) (1; 4) 
lla [2 ]212/c1(?2/c) L; 2; J; 4 


No. 15 C2/c 
Rëss 0) (1,0, n); sn, 1, 0); ((0,0,1); dÉ 


i 
PE o); (2); (3) 


Akie A + Ë == 2n 


50i; h,i = 2n 
Oki. ke Zn 
Aën: hor K = n 
040: k= 2" 
00: A = 2a 
Di. í = Zm 

特殊 : 同上 ， 加 上 无 额外 
RE 


ABE]. + £ = ln 
Al. & + ! = 1n 


Aki. | = in 


8 10101 si 
dcs bru ES oa 


2 2 
原点 在 0，y， O 


(2 DPI 2 nl (P2) 1; 2; (3; 42) (4. = 
[2)Pr2 /eA(P2//e) A; 3; (2; 4) 十 (+, + 
[21P12,/ ACP2 fe) 1:45 (2: » + (+, S 
ilb FR 
最 低 指数 的 最 大 同 构 子 群 
lic (OCI = 35) (C2]e),[ 3]Cl2/el(e. = 3e) CO2/6) 
|3|C12/el(a = 3a Hj 4 = 3a, c = —a tc gra —3a, € =a t c) (C2j e) 
Bob R5EJ45 528 | 
I | 2 |C mem; [2]Cmea; [2]€eem; [2 Ceea; | 2 J]rddd; |2 bam; [2|beo; |2 mma; 


[2j/4/o; [3]P312/«; (3]P32/«3; 13]R32/« 


I! | 21F12/m1(C2/m);L 2]1C12/m1(2e = e) (C2/m);12]P12/e1(2a — a, 2ë —b)(FP2/«c) 


Cl2zrctri5y 的 第 一 种 单 胞 选择 


Gäile Ch. 2/m 
No. 13 


EHAR 


C 12/e 1 

准 一 性 轴 5, 58 — Rh 5 iq S HR 

原点 在 1 在 消 移 面 上 

无 对 称 单元 0xr X i xy = lI dese EN 


ADERE); l, D, 0)5 (0, 1, 0); £(0, 0, 15i! (i. T d (2); (3) 


ep 
多 重 性 坐标 
Wyckott ZĘ 
1 1 
GR (0, 0, 0) (1. L, o)+ 


8 / 1 (1) xr, y> š STEIER 


A 
4 e 2 Tg LLL 
1 1 1 1 
A d È 一 一 9 一 —— d 4 c 1 aa 0 
4 4^2 a IA" 4 ` 3 
2 2 2 


反射 条 件 


一 般 : 


hk. Bob km Dn — Oh; k = 2 


Ant, À, 1 = 1A A00: h :二 2m 
GH. & = Ze 001. | = 2n 
特殊 : 同上 ， 加 上 
无 额外 条 件 
B cl mn: skikt 1 — Ze 
4'4?3 
0,0,-l- hkl: [ = A8 
z 


Eg 3-2(b) A Ci2/c1(15) 


A12/01 
唯一 性 加 5, 38 2 种 单 胞 选择 2 
质点 (El ami n L 


无 对 称 单 元 O<, < i Oy Rl; (eis < 


选用 的 生成 操作 (1); 


tl, 0, 0); (8, 1, 05; /(0, O, 1); ' (o. 


+ |= 


l 


C2/'c 


T > ; a); (3) 


位 置 
多 焉 性 坐标 反射 条 性 
Wyckott "SL 
Box EE (0, 0, DAT (°, > 工 )+ 一 般 : 
$$ f d (1) Ty (2) * t lenit 
(3) 3,9 Diet s + — A picem Ani 
2 z Ant, À, í = 2n hun, ^ = 2» 
DÉI, Å + í = An ül. 1 = 25 
II k = 2n 
特殊 : 同上 ,加 上 
3 3 1 .1 
+ č 2 PAL FLLLEI 无 额外 条 性 
1 1 3 l 3 t I t 1 1 
4 4 f -一 ,一 ,二 1 人 ,一 :一 1 0 Aki- A — 2n 
244 “4 1 “4 ”4 2” 44 
d ] 1 i I 1 
4 5 | Qm >> a 1 0,0,0 G kl, p + K = In 
WE 
CEET 种 单 胞 选择 
Bé "CIE: 上 
FHRA oxra; De? < gene 二 
1 1 1 
选用 的 生成 操作 (1); 此 1 0, 0); KO, i, 0); Kü, 04, 1); dë 3? +): (2); (3) 
位 置 
多 里 性 坐标 EHR 
Wyckoft = Fk 
点 对 秘 性 (0, 0, 0)+ E E L)+ 一 般 : 
8 7? L (k)wz.y,z GH 
j Ahl. P [= "pm 
ORAREMORESN E EERE 2n Ons K = 2m 
Déi: & + ! = 1n 00l: | = 2a 
Aën, ñ + k = 2n 
T PE: FI, 加 上 
0 "EL 无 额外 条 件 
l 1 3 1 1 1 3 1 3 3 í 1 n 
Di an Ee 4 S D ss IE DSL H. ¿= 2n 
` 4 4*4 45454 d E GT 4 4 ”4 
1 l 1 1 
à Ó | 0,0 SSES 4 q Í 0,0.0 —5,0,0 hkl: h = ¿n 


RR ALL uË Fk 


ES Et ñ 
Patterson. 对 生性 Fam m 


TH tH ihi 


id 


Fddd 


No. 70 


F2ld2/d2]d 


del Ta] deck =o] 
++ D ud ullas e - 


第 - -种 原 点 选择 


t i L 1 d 
LA t^ (zs + Vse. 


|= de pe de P> 


$ L u l i 


i - i d = j 
d me pee] M 
boum td m d) o d 
num urne ut 


bm m 


t | t | L 


S Cl 5}. 


=. =-= 


ENS. XE 


PP 


一 mm u 
LJ 


8 


— lu sI) 


在 222 在 T 


IB rà 


ogg 二 ess) 


>, 


D 


对 (0, T OK 


(1)! 


无 对 称 单元 0< < 
对 称 操作 


(3) 2 0, ys Ü 


z, 0, 0 


(4) 2 


«192 * 


No. 70 Fddd 
选用 的 生成 操作 《1); Ct, 0, 0); 40, 1, 0); (9, 0,0; lët L); (1,5, Ih 
(2); G); (5) | 


位 置 
EEN 坐标 | E. 81% ËF 
Wyckoft =E EL 
点 对 称 福 《0,0,0)+ EE (bi (L.Lo)+ 一般: 
2 4 2 ` 2 4 x Ë 
32 á 1 (1) z, y, x (2) #, 9, # Aki. À + r in BI 
(3) š, y, È (+) r, y, Ë Art, E dEKHT 
» pi 1 " 1 1 i 
AE ES S dcr GEZEI dë OAI. A + ¿ én 和 
CET EIER (8) 5 + o yt L, + + k, (= la 
ADi: + 1 = Ae 和 
Ë, Í == jg 
Së, 5 + £ = dg BIL 
ñ, ERT? 
A00: A = An 
Qkü- š = 4n 
002: | = Ae 
特殊 : RE. mt 
z l 1 - 1 1 1 1 
16 E zx d 0.,0,2 D,D,a KSE + P F ER * 路 T 
hkl- A e 
ló 7 ,2. dux 39.9 Eyt l, — E ee t kl; b 1nd 
1 1 1 1 1 1 
lé i 0,40 X Ü ge PIE LO 
£ 2 X $us 303 x 十 EE WER 4? 4 
i6 d | —,.2,.3 3,3,5 3 5 3 5 3 3 
8 8 8 8' 8 8 8 8 8 8 8' Sg ee 
Bed hm mo 0 mg pomo lee 
8'5$'8 8 8. 8 5 8 8 8' 8' B8 TOM 
8 3k 323 de cL.h.xE 
Aki. À = is tt 
Bod 222 0 0,0 4, 14, 1 或 上 十 不 小 了 一 dn 
4! 4* 4 
特殊 投影 的 对 称 性 
zr [001] c2mm i& [100] «29m ib [010] c2mm 
a me i ho i a mh kr we JL e a eb bud 
2 2 2 2 2 2 
原点 在 t, 0, š 原点 在 x, 0, 0 原点 在 0, rg, 0 
R k T EF 
] [2]F222 (1; 2; 3; 4)+ 


12]F112/4(C2/e) (1; 2; 5; 6)+ 


. 193 + 


1 1 
rs V b 3 3 
(4) E, —5 P (5) I ru 858 (9 « (+, EM o) E 
1 3 3 | i 
eiie 1) etsi) p. 
l 
8 (7° 4) 
1 | 
dÉ EN Q) 2 (o, o, +) FOL (3) 2 "ab i 
3 
(4) 2 (= d. o) 2,0, — (5)1 =, n E (6) 4 E Ln d Ea Y, — 
3 3 l . 
(?) d E Ü ij "Y? x (8) o (o. Toa 3) i» ETE 
n (E s deg 
(1) (>, 2 0) (2 2 Ly Lv - 
: > aka (3) 2 (o, L, 0) "Y E. 
(O 2 ($, o, 0) X. d) $)1 5, 3. 1 3 2 
JEN E ER a (0 9) nn 
3 
(7) d (= ü 1) "rg? t (8) d (o, " I) IE Fa F 


Hi 3-3(a) "rium 


S» DUI b 在 纸 面 上 但 e REME (= 90*)， 故 图 中 标 以 b 和 or 左下 图 是 沿 c 
轴 的 投影 图 ,此 时 6 在 纸 面 上 但 a 不 在 纸 面 上 , 故 图 中 标 以 上 和 av: SES Gr 
置 泊 叭 一 性 轴 的 投影 图 。 

我 们 对 单 拖 晶 系 中 八 种 具有 有 心 点 阵 或 具有 滑 移 面 的 空间 群 的 唯一 性 轴 “或 唯一 性 
轴 — 涛 种 定向 中 任 一 种 ,都 另 给 出 了 一 个 对 比 三 种 单 胞 选择 的 简 村 图表， 人 钢 如 图 8-2(b) 
左 页 土 半 郑 的 两 幅 图 分 别 是 四 个 相 邻 音 胸 的 沿 唯 一 性 轴 b 轴 的 投影 图 ,它们 包含 了 用 查 
线 标 出 的 三 种 单 胞 . 左 图 显示 对 称 元 素 的 配置 , 右 图 显示 一 般 位 置 的 配置 .本 图 的 左下 页 ， 
右上 页 和 右 下 页 分 别 是 第 1， 第 2 和 第 3 种 单 胞 选 树 的 概要 表 ， 其 标题 行 右边 的 小 示意 
图 用 于 指出 单 胞 和 基 矢 的 选取 方法 . 

单 冬 空间 群 唯一 性 轴 的 一 般 位 置 图 中 表示 点 的 高 度 的 符号 十 和 一 分 别 民 表 + y 
&i— y & Cy 值 任意 )， 其 它 非 立方 空间 群 一 般 位 置 贷 中 的 符号 十 和 一 都 代表 沿 * 方向 
的 高 度 ， 用 小 圆圈 和 有 过 号 的 小 狗 轿 外 表示 的 点 是 击 倒 反 、 旋 转 鲍 反 或 镜面 反映 联系 
苦 的 ,因而 豆 成 对 映 关 系 。 当 存在 着 平行 于 投影 面 的 镜面 时 ,在 投影 图 中 重 登 的 两 位 置 用 
被 直径 分 成 两 半 的 贺 一 中 十 表示 ， | 

好 个 立方 空间 群 都 有 一 个 对 称 元 素 沿 [0011 的 投影 图 ， 该 图 的 详细 情况 参看 本 书 
3. 3-5 1388 Buerger 的 专著 四， 对 面 心 立方 点 隆 , 只 给 出 了 单 胞 的 1/4 (一 个 象限 ), 闪 为 
茄 心 单 胞 的 其 它 三 个 象限 的 对 称 元 素 的 换 影 的 配置 可 通过 将 其 平移 而 得 到 。 在 对 称 元 系 
生 影 图 之 下 是 三 幅 一 般 位 置 图 ,图 申 一 般 位 置 的 点 处 于 透明 的 多 面体 的 顶点 ,起 始 所 的 华 
ke EDD x= 0.04B,y = 0.12, 一 0.08. 中 间 的 图 相对 于 左 图 旋转 6?， 构 成 一 对 体 
i 图 : 右 图 相对 于 中 间 的 图 又 旋转 了 6"， 也 构成 一 对 体 视图 ， 丙 对 体 视图 的 优点 是 : 有 
夺 果 一 对 图 中 观察 多 面体 时 某 些 点 重 登 了 ， 在 另 一 对 图 中 就 不 会 重合 ZC Bib 
GE Bd BE, | 

常用 的 对 称 元 素 的 图 示 符 号 见 本 书 图 1-3, DM 1-6 AR 1-1。 立 方 空间 群 电 也 现 的 


e AHA e 


[2 1F12/41(€2/«) (1; 3$; 5; 7) 
[2)F2/411(C2/e) (1; 4; 5; 8)+ 


Det (1; 2; 7; 8)+ 
(2 ],424(F422) (1; 3; 6; 8) 
. [2]F244(Fd22) (1; 4; 6; 72 

Ha + 
Ub 无 
最 低 指数 的 最 大 同 构 子 群 
llc [3]Fddd(a' = 3a i b = 3b ge c' = 3c) 
最 小 不 同 构 母 媳 ` 
I (2 H4 emd; [2V4,/ocd ; | 3]F43 
il [2]P5z52(2a' = a, 26 = b, Ze = c) 


Eddd(10), 原点 在 222 
与 投影 面 斜 交 的 对 称 元 素 的 图 未 符号 见 本 章 图 8-5, 图 8-6 和 图 8-7, 


8-2-2 原点 

适当 选择 原点 有 利于 晶体 结 梅 的 测定 和 和 描述， 特别 是 当 用 直线 益 (网 参 考 文 献 [31) 
测定 晶体 结构 时 ，。 空 间 群 图 表 选 择 原 点 的 习 尾 是 : 

(1) 90 种 中 心 对 称 的 空间 群 选 倒 反 中 心 作为 原点 ， 如 图 8-2 所 示 空 间 群 C2/c(15) 
的 原点 在 1 处 ， 其 中 24 种 空间 群 含有 不 在 对 称 中 心 的 高 对 称 性 点 ,就 再 选 高 对 称 性 点 为 
了 原点， 如 图 8-3(2) # (b) 就 是 空间 群 Fddd(70) 的 分 别 以 对 称 性 为 222 的 点 和 以 对 
称 中 心 为 原点 的 两 套图 表 ， 

(D 空间 群 P2,2,,19) 的 三 个 方向 上 的 2, 螺旋 轴 互 不 相交 ,就 这 样 取 原点 ， 使 三 
对 2 螺旋 轴 【《 每 对 2 轴 互 相 平行 ) 对 称 地 图 绕 着 这 原点 ， 即 原点 位 于 三 对 2, 轴 的 中 心 ， 
HS PLL 为 其 子 群 的 非 中 心 对 称 空间 群 也 同样 地 取 原 点 ， 如 : 72,2:2,024), 
P2,3(198), 12,3(199), F4,32(210), P4,32(2125, P4,52(213) 和 14,32(214), 

(3) 对 于 非 中 心 对 称 空间 群 , 原 点 一 般 取 在 最 高 对 称 性 点 处 ， 如 图 8-1 记 示 空间 群 
Cmm2(35) 的 原点 就 取 在 对 称 性 为 mm2 的 点 ,如 果 位 置 对 称 性 都 不 比 1 高 ;除了 第 (2) 
条 所 列 铺 况 外 ,通常 把 原点 放 在 螺旋 轴 上 ,或 在 消 移 面 上 ， 或 在 着 干 这 样 的 对 称 元 素 的 交 
RAT. 

空间 群 图 表 在 原点 这 一 条 中 首先 给 出 原点 的 位 置 对 称 性 ， 然 后 标 出 通过 原点 的 对 称 
元 未 .对 于 原点 有 两 种 选 鞭 的 空间 群 , 还 给 出 该 原点 相对 于 另 一 原点 的 关系 。 如 图 8-1 中 


有 "原点 在 mm2 尺 原点 在 对 称 性 为 mm2 的 点 上 ); 图 8-2(a) 中 有 "原点 在 1 Cem IT 


《原点 在 对 称 性 为 I 的 点 ,在 请 移 面 c 上 ), 图 8-3(a) 中 有 "原点 在 222, 在 一 过， = H SS 1 


CD" 原点 在 222 处 ,距离 了 (图 8-3(b) 的 原点 儿 一， m PE gl 8-3(b) 中 
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则 有 “原点 1 在 ddd, 在 +, L, lg 222" (RAE 1, 在 三 个 过 滑 移 面 的 交点 ,要 对 


于 图 8-3(a) 的 原点 222 的 距离 是 n I " 


8-2-3 SHREE 

空间 群 的 元 对 称 单元 是 空间 中 的 一 部 分 区 域 ,由 它 出 发 施 以 该 空间 群 的 对 称 操作 ,就 
答 好 扶 满 了 整个 空间 。 因 此 ,无 对 称 单元 包含 了 为 充分 描述 晶体 结构 所 必需 的 一 切 信 息 ， 
是 基本 的 区 域 。 由 上 述 定 义 可 知 ,镜面 必 是 无 对 称 单元 的 界面 ; 2 次 轴 可 平分 界面 ， 也 可 
是 无 对 称 单元 的 楼 边 ;其 它 旋 转轴 必 是 无 对 称 单元 的 楼 边 ; 伪 反 中 心 或 构成 无 对 称 单 元 的 
顶点 ;或 位 于 无 对 称 单元 的 界面 或 楼 边 的 中 点 ， | 

当 不 能 由 对 称 性 叭 一 地 选 定 无 对 称 单元 时 ，: 尽 可 能 选 得 使 它 包 含 一 个 或 几 个 完整 的 
分 子 ， 在 国际 晶体 学 表 A 着 中 中 则 选 得 使 Fourier 求 和 较为 方便 ， 

对 三 斜 , 单 斜 和 正 交 空间 群 ,无 对 称 单元 选 成 平行 六 面体 , 它 的 一 个 顶点 在 单 胞 原点 ， 


辕 夯 平行 于 单 胞 侧 画 ;可 用 下 刚 方 程 表 述 : 
0 < x< p. 0 < y < pr, 0 < z = pi (8-1a) 


例如 图 8-2 ARAR ZHR C2/ (15) 的 无 对 称 单元 的 方程 是 
| 1 1 
Mars eg 0 = = 
图 8-1 和 图 8-3 所 示 两 种 正 交 空 间 群 的 无 对 称 单元 也 有 类 似 的 表述 ， 
对 于 更 高 对 称 性 的 空间 烙 ; 原 点 不 一 定 是 无 对 称 单元 的 顶点 ,无 对 称 单元 的 界面 也 可 
能 不 平行 于 单 胞 的 侧面 。 这 时 ,平行 六 面体 
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最 低 指 数 的 最 大 辣 构 子 群 

llc [1]Fddd(a = 3a SÉ b = 3b Hi c = 3c) 

最 小 不 同 构 母 着 | 

1 [244,/em4; [2]4,/ecd ; [3]F25 

DH (3 Laast 29 =a, 2b = b, 2c = e) 


Fddd(?0), 原点 在 I 


图 s^ ”空间 群 图 表 中 3) 四方 品 挨 和 《b》 六 角 电 族 的 无 对 请 单 
元 的 界面 ， 点 的 坐标 标 出 无 对 称 单元 在 = 二 0 的 平面 上 的 顶点 中 


(b) 
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fi EX EP. P: S y S pu. iX z = p (8-1h) 
可 能 等 于 世 可 能 大 于 无 对 称 单元 ， ER E EE s s 
DL 


x < y, y<— I (8-T6) 

ZS Bd 8-4(4) 5 (b) 分 别 给 出 了 四 方 与 六 角 坐 标 系 中 出 现 的 界面 和 它们 的 代数 方 
Er, 

对 于 复杂 的 空间 群 , 计算 Fourier GEDOEN 2 DDE ER (S-Ib) 所 列举 的 


理 行 六 面体 ， 而 不 考虑 式 《8-1lc)》 所 给 出 的 无 对 称 单元 的 附加 界面 。 当 由 无 对 称 单 元 内 
的 Fourier 合成 猴 以 多 重 性 因子 以 计算 某 些 量 时 ， EE 界面 、 楼 边 和 顶点 


处 的 值 应 该 分 别 乘 以 权重 二 一 和 相 二 


在 三 角 、 六 角 特 别 是 立方 系 中 ,无 对 称 间 元 的 形状 可 角 比较 复杂 ， 所 以 还 列 出 了 它 
AITA RJ AST, 8-4(b) 给 出 了 六 角 坐 标 系 中 无 对 称 单 元 在 = 一 0 的 平面 上 的 顶点 的 
Hbi. | 


s 8-3 对 称 操作 ,对 称 元 素 的 配置 和 一 般 位 置 的 坐标 
8-3-1 对 称 操作 与 一 般 位 置 的 坐标 | 
demm G 的 平移 群 为 TOT 是 G 的 不 变 子 群 ), 则 空间 群 G 可 展开 成 其 平移 


Sr 了 的 右 陪 集 ; 
G = T + T(W,, w) + T(W,, w) +- + TOW,, w) (8-2a) 
其 中 各 陪 集 的 代表 操作 
(I, 9), (Wi, wW), (W,, ts 5 (Was tU. ) (8-2b) 
是 空间 群 的 点 群 
P= A, W,, W., x. W,) | (8-2c) 
OPESST 33552. 1:255: ESAE TS P mm, 
EEE SU 
(I, H) (8-3a) 
HU SERE SESRBRTEISOR e | 
| U- IO ti)) (8-3b) 
构成 一 个 群 。 式 中 
t; = vg + vb + wie (8-3c) 


a, b, c 是 惯用 唱和 胞 的 基 矢 , sj n 和 wi EES, 对 简单 点 阵 CP) 的 空间 群 而 言 , U 


就 是 空间 群 的 平移 群 Po. B 
Tp U (8-1) 


体 心 点 阵 《1》 的 空间 群 的 平移 群 | 
r,-U ld, o) + (1, ili (8-5) 
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其 中 花 插 弧 内 是 全 同 操作 I 与 体 心 平移 操作 (1, 士 二 十) 的 集合 , 式 〈8-5) 表示 


体 心 点 阵 的 平移 群 是 此 集合 与 简单 点 阵 平 移 群 U HRR, 
同 理 , 面 心 点 降 《F) 空间 群 的 平移 群 是 


T,— U ld, 0) + (1, o T) (un iol)e(nil o) (8-6) 


BUD Gr, BAD Co EAERHJSEXEHERR — 


To= U (d, o)+ (1, Li d (8 7) 
Fo dees OS EI GE (R) voan 
T, - U ld, o) + (1, 2 d Zitt L22) (8-8) 


由 此 可 网, 对 于 每 一 种 点 阵 类 型 ， 空 间 群 的 平移 群 T 的 类 型 是 已 知 的 , 它 怡 是 单 胞 基 矢 
a, b, c 的 整数 之 和 《 见 式 〈8-3c)) 构成 的 平移 的 集合 U 与 n ELARRE (C, 
£) (i1,2,5, m) 构成 的 集合 之 匀 积 ， 这 里 n 是 表 5-2 所 列 每 个 单 胞 内 的 阵 后 
数 ， | | 
按 式 〈8-25) 空间 群 的 对 称 操 作 数 目 是 无 限 多 的 ,但 其 中 只 有 nh 个 形 如 

1, 2,555, À; 
Be 
的 操作 是 基本 的 ,其 余 操 作 只 不 过 是 在 这 些 操作 之 后 再 施 以 基 矢 的 整数 倍 平移 { 见 式 《8- 
3c) 而 已 。 空 间 群 图 表 的 左下 页 《 见 图 8-1, 8-2 和 8-3) 基体 地 列 出 了 这 nh TONER 
操作 的 类型 ， 及 相应 的 对 称 元 素 的 方向 和 位 置 ， 这 些 符号 的 意义 及 其 与 对 称 操作 矩阵 的 
关系 详 见 本 书 5 1-7, 

从 任意 的 坐标 为 +，y,z 的 位 置 出 发 ,用 空间 群 的 nih 个 对 称 操作 对 它 进行 变换 ;就 
可 得 到 总 共 nh 个 在 对 称 性 二 等 效 的 位 登 ， 叫 做 一 般 位 置 (general positions), 空间 
群 图 民 中 还 具体 地 列 出 了 这 ad EER. 

例如 ,图 8-3(a) 所 示 空 间 群 Fddd(70) 以 222 为 原点 的 图 表 左 页 下 部 在 "对称 操 
fE” (Symmetry operations) 条 款 内 列举 了 所 有 基本 对 称 操 作 的 类 型 以 及 祖 应 的 对 称 元 
素 的 方向 和 位 置 .空间 群 Fddd(70) 是 面 心 点 阵 (F), m, > 4, HAR mmm 的 阶 4 二 
8， 故 下 列举 有 nÀ = 4 x 8 = 32 个 对 称 操作 ， 它 们 分 成 m 一 4 组 ,分 别 标 以 "对 (0， 


0, 0)--28" [For(0, 0, 0) 十 set] “对 (o, T Lees" 等 等 ， 分 别 表示 该 组 操作 


— (4, En (Wi, mui) = (Wy, wi + €) (= 


RHR (8-2) 所 示 的 八 个 操作 与 有 心平 移 0, 0,0), (o, T, +) 等 组 合 而 得 到 的 ， 


在 图 8-3(a) 右 页 E” (Positions) 条 款 内 则 列举 了 对 应 于 这 些 基 本 对 称 操作 的 一 般 
位 置 的 坐标 。 其 中 在 符号 “324”《 其 意义 详 见 5 8-4) 之 后 的 序号 为 《1)，《27 CD 
的 坐标 分 别 由 "对称 操作 ”(Symmetry operations》 条 款 中 “对 《0，0, 0) 十 组 ”内 序号 


为 (1)s (2), `" (8) 的 对 称 操 作 产生 ; 其 它 三 组 标 有 对 H > +)”, 对 


* AUi’ 


(二 0 二) 组 ”和 “对 【 工 ， 二 0) 十 组 ”的 对 称 操 作 记 对 应 的 一 般 位 置 的 坐 款 ， 只 


需 往 32 DEBER A SUR E (o, L, T), (+, o, 2) 


(bol) E 十，0j 即 得 .到 


z 


如 ， * (0, 0, 0) 十 组 ”中 的 第 【65) 号 操作 “了 (+, "E o) 1, Y, ERENER 


移 , 滑 移 面 的 方程 是 x, y, z= T Bs gr [001] 方向 的 位 于 z i Bod, SES 


w= (i. + 9). ti 51-7 知道 这 操作 的 《4 x 4) ERR 


4 
1 0 0 1/4 
0 1 0 1/4 T 
-9 
0 0 —1 1⁄4 SZ 
0 0 0 1 


机 它 得 到 的 等 效 位 置 坐标 就 是 ace D, yb, 8 + 二 ， 即 “324” 位 置 中 第 《6) 号 等 
— T 1 1 E = “< 1 3 
werta, E (o, L, ta” heg (6) 号 操作 "o +, o) x y 
二 "由 表示 季 直 于 [001] 方向 的 位 于 * 一 — 处 的 请 移 面 所 对 应 的 金刚 石 滑 移 操作 ， 清 


885 Li, 3, 0), BBB (4 x O 矩阵 是 


0 0 1/4 
0 3/4 
; / (8-9b) 
0 —1 3/4 
0 


0 l 


> È O = 


, zu 1 E ud au a deco 
H 8 81a s ^r ELA RO Ee +， 即 有 心平 移 (o, "kh L)5 325 


位 置 中 第 (6) 号 位 置 的 尝 标 之 和 。 
_” 般 位 置 的 坐标 其 实 也 就 是 对 称 操作 矩阵 的 编写， 如 由 坐标 z 十 " y 十 " CS 


ee EE EE 


ETS 1 0 0 TC 
4 
y + Ż 0 1 0 3⁄4] Í y 
4 unm. 
— € 0 0 —1 3⁄4] |z 
4 TI: 
1 ü ü 0 1 1 


GE Ri (ir 38. A er E E RTE ADR E .而 在 “对 称 操作 ”条 款 内 则 给 出 了 对 称 操 
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e a 3⁄4 E 


作 的 几 集 揪 述 ; 即 对 称 操作 的 类 型 ,相应 的 对 称 元 过 的 方向 和 位 置 。 辣 一 压 号 之 下 的 这 两 
种 描述 对 应 于 同一 个 对 称 操作 . 

8-2-1 于 中 所 述 空间 群 的 一 般 位 置 配置 图 其 实 就 是 一 般 位 置 坐 标的 网 示 。 读 者 试 将 
图 8-3(a) ZARE TEA CRER PERASA al gie NS 
来 。 


8-3-2 生成 操作 后 
反问 群 的 生成 操作 列 在 空间 群 图 表 右 页 上 方 ， 例 如 Fddd(70) Æ "AHRI Æ m 
作 《Generators selected) 条 款 中 列举 了 (1)s C1, 0, 0); 100, 1, 0); (0, 0, 1); : (o, I 


Ly (L, o, Ly Qy (3); (5。 它 们 依次 代表 全 辐 操作 , 沿 三 个 基 矢 a, b, e 的 
平移 ,两 个 有 心虚 阵 平移 ， 以 及 第 〈2)，(3)，(5) 号 对 称 操作 ，。 作 出 这 些 操 作 的 乘 寺 的 
汪 积 就 可 得 到 空间 群 的 侈 部 对 称 操作 , 仅 用 这 些 对 称 操作 就 可 由 坐标 为 x, y, z 的 位 直 
生成 所 有 的 一 般 位 置 ， 
全 同 棵 作 以 及 沿 单 胞 三 个 基 矢 的 平移 (l, 0, 0), K0, 1, 0), 600, 0, 1) RUE 
选 作 生成 操作 ,由 它们 就 可 得 到 式 (8-3) 所 示 平 移 群 U， 有 心平 移 或 其 中 的 一 部 分 也 应 
尘 作 生成 操作 ,它们 与 平移 群 U 一 起 就 可 得 到 空间 群 的 平移 群 T, UR (8-4) 到 (8- 
D. Hist (8-22) 可 知 ,为 要 得 到 空间 群 的 全 部 操作 ,要 求 从 剩余 的 生成 操作 能 得 到 4 + 
陪 集 的 代表 操作 《Wi，w;) (i 一 1, HI, WEE rr, am, 
BENE Fddd(70) WE Q), (3), O) 号 操作 可 得 到 “对 称 操作 ”条 款 中 所 列 其 条 四 个 
操作 : | 
(2) (3) = (O 
(2) G) = (CO 
G) G) = (7) 
| (0 6) = (8) 
读者 试 将 上 述 各 操作 表 为 《4 x 4) JEHEOUTIEDEREDURSEDL LER. 
原则 上 说 ,生成 操作 的 选 法 不 是 唯一 的 ， 对 于 空间 群 Pddd(70)， 也 可 不 先 第 《2)， 
(3)，(5) 号 操作 ,而 选 G), GD, G), 8 G), Q), G), 或 (6)，(7)，(8) 等 等 
而 且 ,原则 上 说 ,只 需 选 沿 基 一 组 初 基 隐 基 撩 的 平移 作为 平移 类 的 生成 操作 ， 例 如 空间 群 


Fddd(70) 35 i(0,0, I, 7 (0, > i) ; E 0， L) 三 者 ,就 可 生成 Kl, 0, 0) 和 


:0，1，0)。 在 国际 晶体 学 表 A Anhi ERREA FAE RAN: 

(1) 同 量 类 的 空间 群 尽 可 能 选 同类 对 称 操 作 ， 例 如 晶 类 2/m 统一 选 与 2 和 1 同形 
的 操作 为 生成 操作 ， 即 P2/mCLO) 选 2 和 1 为 生成 操作 ，、P2/m(11) 选 2 AMi, C2/m 
(12) 2 240 1, P2/e(13) ik 2 JU 1, P2,/e(14) 选 2, 和 1 C2/eC15) 选 2 和 l 为 
生成 操作 。 

(2) 生成 操作 及 其 顺序 变 选 得 突 轴 该 空间 群 的 尽 可 能 多 的 子 群 。 例 胡 面 心 扎 阵 的 乎 
BR Ts,， 不 选 初 基 胞 的 三 个 基 矢 为 生成 操作 ， 而 选 惯用 晶 胞 的 三 个 基 矢 为 生成 操作 ,由 
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VERSES U ROARI Te 的 子 群 ，、 然 后 再 选 两 个 有 心平 称 作 关 生 成 霸 
作 ， 就 可 由 U 生成 平移 群 T 再 如 空间 群 P622(177), 除 平移 生成 操作 外 ， 先 ë 
3*[001] 为 生成 操作 ,由 它 可 得 到 P622 的 子 群 P311; 再 选 2[001] 为 生成 操作 ， 于 是 
生成 了 P622 的 最 大 不同 构 子 群 P611; 再 选 2[110] 为 生成 操作 ,就 可 生成 空间 群 P622， 

(3) 生成 操作 应 适当 选择 ， 使 得 当 由 生成 操作 的 乘 容 的 乘积 生成 该 空间 群 的 对 称 操 
作 时 , 仅 出 现 二 次 葬 第 ， 例 如 ,原则 上 说 ,空间 群 P622(177) 不 必 选 3+[001] 和 2[091] 
为 生成 操作 ,只 需 选 61[1001]， 但 由 6^[001] 生成 21001], 371001] $1 6 [001] 分 出 
形 要 三 次 ,四 次 和 五 次 溢 振 。 

(4) 中 心 对 称 空间 群 总 是 选 某 倒 反 操作 ( 尽 可 能 选 位 于 坐标 珠 点 的 倒 反 中 心 ) 作 为 生 
Bš EW: in Fddd(70) 选 了 第 (5) 号 操作 为 生成 操作 ， 


8-3-3 dies HM 符号 求 其 对 称 操 作 ”” 


空间 群 的 简略 HM 符号 已 包括 了 该 空间 群 的 某 一 组 生成 操作 的 信息 ,此 外 还 有 些 笠 
区 的 作 卢 是 指明 各 对 称 元 素 的 方向 。 例如 图 8-1 所 示 空 间 群 Cmm2(353), Exe 
池 知 道 它 属于 C 心 正 交点 降 ， 因 而 知道 它 的 平移 群 的 类 型 ， 大 写字 母 C 之 后 第 三 位 的 2 
代表 21001]， 第 二 位 的 w 代 表 mi0101]， 它 们 是 两 个 非 平移 的 生成 井 作 , 旭 图 8-1 AA 
中 “选用 网 生 成 弄 作 * 条 款 内 所 列 第 (2), G) Sr Gs HM 符号 Cmm2 中 头 一 个 
zz 是 用 来 指明 各 对 称 元 素 的 方向 的 ， 
勇 一 些 空间 群 的 简略 HM 符号 中 给 出 的 生成 操作 与 国际 晶体 学 表 A 卷 和 所 列举 的 生 
谱 操 作 不 一 至 ,但 仍 可 以 由 它们 求 硬 该 空 他 群 的 全 部 对 称 操作 。 首 先 , 根 据 表示 有 心 类 如 
的 太 写 字母 和 该 空间 群 的 点 群 ， 可 立即 知道 空间 群 的 点 阵 类 型 , 即 平移 群 T 的 类 型 。 其 
次 ;用 大 写 学 母后 的 符号 立即 可 知 一 组 生成 操作 【〈 村 ， 加 十 a) 中 的 点 操作 部 分 W 和 
内 点 平移 分 量 〔( 即 螺旋 或 滑 移 分 量 ) tw,， 各 生成 操作 中 的 位 置 分 量 w 依赖 于 坐标 原点 
的 选 搓 ， 通 常 先 选 某 个 生成 操作 的 位 置 分 量 为 零 ， 例 如 选 立方 空间 群 的 三 次 轴 的 位 置 分 
让 六 过 ， 然 后 再 根据 对 称 操作 的 乘法 关系 确定 其 它 生成 操作 的 位 置 分 量 ， 例 如 ， 空 间 群 
Fddd Mäh (F), HRAT a, b 5 e 的 三 个 金刚 石 清 移 4， EHS 
点 党 作 部 分 依次 是 wm[1001，m[0l10] 和 m[001]. 因此 ,空间 群 Fddd BS mi 9f NE 
mmm(Dis)， 属 于 起 交 蝇 系 ， 故 为 面 心 正 父 点 阵 ， 这 样 就 确定 了 Fdda 的 平移 群 T. m 
Et mmm 的 阶 数 A — 8， 其 8 个 对 称 操作 ,除了 全 同 操作 1 和 上 述 三 个 镜面 反映 外 ,还 有 
二 个 2 次 旋转 操作 21100], 2[010] 和 2[001]， 以 及 一 个 倒 反 操作 1. 这 三 个 2 次 旋转 
操作 各 是 两 个 皮 映 操作 的 琵 积 ; 
- 21100] = Cal 010]) Cm[0011) 
2[010] = (ml 0011) (mi 100]) (8-10a) 
21001] = Cm[100]) CmT0101) 
oo bit ELE 3 RAE TC EES k REIER, iim: 
1-Q[100D (mD1001) —— (8-10b) 
班 在 的 任务 是 求 空间 群 Fddd 的 与 上 述 8 个 点 操作 同形 的 操作 , 即 上 述 8 个 点 操作 各 与 
此 一 平移 组 成 的 复合 操作 。 在 这 8 个 基本 操作 中 ， 可 以 取 3 个 金刚 石 滑 移 作为 生成 对 称 
操作 ,其 它 3 个 2 次 旋转 型 的 操作 以 及 倒 反 操作 则 可 用 类 似 于 式 《8-10) 的 式 子 求 出 。 但 
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空间 群 Pddd 中 这 3 个 滑 移 面相 对 于 坐标 原点 的 位 置 暂时 还 不 知道 ， 因 而 不 能 具体 到 出 
这 3 个 滑 移 反映 操作 中 研 直 于 滑 移 面 方向 的 平移 分 量 ( 即 其 位 置 分 量 )， 只 好 暂 对 将 它 站 
Silo Gis De 0), (0, n, 0) 和 《0，0，5)。 这样 ,垂直 于 e BJ aE aj CO x 
4) BRERA 

0 A 

0 1/4 
i 1⁄4 
0 1 


这 时 平移 量 【=。 荆 ， 革 表示 江 移 面 至 原点 的 距离 为 a12， 清 移 量 为 【0， Lë 
ME EHT b 的 4 清 移 可 表示 为 | 


d| 1001 = 


CO c C2 va 
C Cc m LI 


1 0 O 1⁄4 
4[010] 0 1 Ü Z5 
0 0 1 1 
0 0 0 1 
EAT e Hua BERN 
1 0 O 1/4 
Ü 1 Ü 1/4 
g[ 001] 一 z 
Ü 0 l k 
ó 0 D 1 


把 这 3 个 滑 移 反映 操作 成 对 地 组 合 就 得 到 3 个 2 次 旋转 型 的 操作 如 下 : 
1 0 0 1/2 4| 
| 


d 1 Ü L, — — 
2[100] = (41010]) CZ[ 001] = 


" l 
1 0 0 n P i 
2[010] = (d[001]) (2[100])) 2]9. 1 0 1⁄2 
Ü 1 n— 1/4 
Ü Ü 1 
1 0 0 2 —1⁄74 
2[001] = (4[100]) Capo10]) = a s: 
0 0 1 1/2 
0 0 0 1 
最 后 ,任意 一 个 2 次 旋转 型 的 操作 同和 会 直 于 它 的 宰 移 反映 组 合 ， 就 得 到 倒 反 操作 、 例 如 、 
10 054—172 
i = Q[oorpD (z[001 D = d i ë 
0 0 1 w + 1/2 
0 0 9 l 
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对 了 ELARRE. (71/2, 0, 1/2) 是 点 阵 平 移 周 期 , 故 上 述 倒 反 操作 也 可 写成 


若 妈 坐标 原点 取 在 虐 对 称 中 心 (- SEET - +) 处 , 即 对 称 中 心 位 于 (二 ， Lo 


0 0 
" 1 0 
] 一 
" 
0 


m= c ` CC w 
C kal 


ti 
i 
D 
1 


4 


Dino n= pn II. 将 这 些 值 代入 上 述 各 矩阵 , 并 注意 到 G. L, 0) 型 的 矢量 


是 面 心 点 阵 的 平移 周期 , 就 可 得 到 空间 群 Fddd 除 全 同 操作 1 之 外 的 其 它 7 个 基本 对 称 


操作 以 及 相应 的 基本 对 称 元 素 如 下 : 


(25 


(3) 


«2 


coc CG = O ` E o FE 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


C e dq m cC gg cO ken c c Gi rz ct c c cei 


e 2065 e 


e e e = < =Z e ai e S 01201 Sa FP oo CSS 


EH =< = O c c Tl 


站 所 


CO =. c O O m O Gi Gi noo ml 


-— CD C E me c DO O = D D oO 


相应 的 对 称 元 素 
过 原点 平行 于 ec 的 
二 次 轴 


— 


过 原点 平行 于 名 的 
2 次 轴 


过 原点 平行 于 a 
的 2 次 轴 


a 
处 的 俩 区 中 心 


在 ej8 处 垂直 于 
e 的 4 滑 移 面 


在 bj8 处 垂直 于 
b 的 4 沸 移 面 


在 aji yE Ë T 
a h d ES 


2 


2 i» 0, z 


2 Ü, y, Ü 


这 样 推导 出 的 空间 群 Fddd(DA) 的 7 个 基本 对 称 操 作 正 好 就 是 赂 8-33a) 去 页 下 
部 记 列 举 的 ， 


8-3-4 ”空间 群 对 称 元 案 配 置 图 的 推导 


茶 些 则 体 科学 工作 者 想 知 道 能 完全 描述 一 种 空间 群 的 最 简单 类 于 的 、 数 昌 尽 可能 少 
的 对 称 操作 、 关 于 生成 操作 的 讨论 已 满 是 了 这 一 要 求 。 但 最 体 学 家 道 常 想 知 道 空间 群 的 
全 部 对 称 操 作 ， 卫 便 了 解 晶体 中 各 原子 相互 间 的 关系 ， 由 于 晶体 具有 有 周期 性 ， 它 的 对 称 
元 素 的 配置 也 具有 周期 性 。 因 些 ， 只 盈 知道 一 个 惯用 晶 胞 甚至 一 个 初 基 胞 六 各 种 对 称 元 
素 的 配置 ， 就 可 知道 空间 群 的 全 部 对 称 元 素 ， 空 间 群 的 对 称 元 素 配 置 图 给 出 了 一 个 惯用 
量 胞 或 一 个 初 基 胞 (对 面 心 立方 空间 群 ) 内 各 种 对 称 元 素 的 配 半 。 

空间 群 的 对 称 元 素 配 置 图 ,空间 群 的 对 称 操 作 , 以 及 空间 群 的 一 般 位 置 的 坐标 ， 这 三 
种 信息 中 知道 了 和 任 一 种 就 可 以 推出 其 它 两 种 ， 在 $ 1-7 和 8-3-1 市 已 讨论 了 对 称 操作 与 
一 般 位 置 坐 标的 关系 。 本 节 则 讨论 对 称 元 素 配 置 图 与 对 称 操作 的 关系 ， 

由 对 称 元 素 配 置 图 立即 可 知 在 何 处 有 何 种 对 称 元 素 ， 并 进而 知道 相应 的 对 称 操作 井 
几何 描述 和 系 阵 表示 ， 例 如 ,图 8-1 左 页 左上 图 左上 角 有 支 牌 直 于 纸 面 的 2 次 轴 , 彬 应 的 
对 称 操 作 的 几何 描述 就 是 2 0，0，z， 即 图 8-1 左 页 下 部 在 "对称 操作 ,对 (0，0， 乓 十 
组 ”条 款 内 所 列 出 的 第 《2) 号 对 称 操 作 ， 该 图 最 上 方 的 水 平 粗 线 表示 过 原点 的 重 直 于 
[100] 方向 的 镜面 ,对 应 于 第 (4) 号 对 称 操作 m O, y, z. 

另 一 方面 , 由 非 平移 的 生成 操作 可 以 推导 出 式 48-2b) 所 列 基本 对 称 操 作 , 它们 列 在 空 
间 群 图 表 “ 对 称 操作 ， 对 (0, 0, 0) 十 组 "条款 内 。 把 这 些 操 作 依 次 与 平移 操作 组 合 就 可 推 
导出 一 个 惯用 蜡 胞 内 的 全 部 对 称 元 素 ， 以 图 8-1 所 示 空 间 群 Cmm2(35) 为 例 说 明 如 下 . 
第 (2) 号 操作 2 0, 0, z HFR, 0, 0), (0, 1,0) 和 li, 1, 0) 组 合 的 结 皮 ,分 别 


得 到 过 (2, o o) (o L, o) m (3, +, 0) 的 2 次 轴 ; 与 C 心 点 阵 平移 (To 
TE (4. 1, 0)» ( (2, š, 0) ol 2, 0) 组 合 的 结果 ， 分 别 得 到 过 
(L, 1, o), (3, +, o), ($, £, o) 和 (2, 过 ,0) 的 2 次 二; 再 把 过 C0, 0, 0) 


的 2 次 轴 周 期 性 地 平移 (l, 0, 0), £(0, 1, 0) 和 C1, 1, 0), 就 得 到 图 8-1 ZDA 


左上 图 中 全 部 2 次 轴 ， 第 〈3) 号 对 称 操作 m = 0 z 依次 与 《0，0,0), (T. 


z 


L, o), «6 1, 0) 和: LL. 3, 0) 组 合 ,得 到 了 垂直 于 [010] 方向 的 镜面 和 a 8 
em, BARKI O, 0, 0, (o, +, 0), (o, =, 0) m (o, 2. o) 点 , 即 图 8-1 


左上 图 中 的 竖 着 的 交替 分 布 的 粗 实 线 ( 对 应 于 m) MEER (对 应 于 a)， 同 理 忆 推导 出 
SET [1001 Dames, 
1 


Cmm2(35) SES HUERO, Cmm BAA FAARE x, 2" 


z Hb " y, z 等 等 ， 这 再 次 说 阴 , 非 点 式 空间 群 必定 包含 非 点 式 对 称 操 作 ， 点 式 空 
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司 群 也 可 能 包含 采 玫 点 式 操 作 ， 但 当 把 空间 群 展 开 威 其 平移 群 T 的 陪 集 式 (8-2a) mj, 
凡 式 空间 群 的 每 个 陪 集 中 至 少 有 一 个 点 式 操作 ,因而 总 可 选 出 -~ 组 陪 集 代表 操作 ,它们 全 
AEARINPERERE.BII (8-25) 中 的 wi 全 为 零 ;而 非 点 式 空 间 群 中 总 有 些 障 集 内 起 不 到 

再 观察 图 8-3(a) 所 示 空 间 群 Fddd(70) 的 对 称 元 素 配 置 图 图 8-3(a) 左 页 下 部 
TE 对称 操作 对 (0, 0, DHAR’ 条 款 内 列 出 了 8 个 基本 对 称 操作 ., 左 页 上 部 的 对 称 元 素 
也 页 峡 中 ,除了 对 应 于 这 8 个 基本 操作 的 对 称 元 素 外 ,还 有 许多 对 称 元 素 ， 它 们 都 是 这 8 


个 基本 操作 与 平移 操作 组 台 的 结果 ， 例 如 ,对 应 于 + 一 二 的 滑 移 面 的 基本 对 称 操作 (8 ) 


d (o. SÉ i) " y, z 与 面 心 平移 : (+ 0, ei 组 合 的 结果 是 “对 ( 


2g e 


组 合 "条 款 内 的 操作 (8) 4 (0, L, z) 筷 ，y,x， 其 滑 移 矢 量 是 (o, + PEIG 


K 


1) HH: 一 — db, GEIB SEH 地 a, SE 


— 


1 
4 * 
向 也 到 不 同 的 对 角 线 方向 . 滑 移 面 位 移 十 。 RD (2.0, ir 750,0) RETE 
当 于 清 移 面 的 分 量 造成 的 ， 光 移 方向 的 改变 是 面 心平 移 (L, 0, +) th (0, 0, 1) 


分 量 ， 即 平行 于 滑 移 面 的 分 量 造 成 的 ， 

一 般 说 来 ,金刚 石 滑 移 仅 可 能 在 面 心 焉 效 \ 体 心 四 方 、 面 心 立方 和 体 必 立方 四 种 Bra- 
vais 点 阵 的 空间 群 中 出 现 ,这 些 点 阵 或 包含 有 面 心平 移 , 或 包含 有 体 心 平移 。 REB S 
出 石 消 移 面 的 分 量 与 金刚 石油 移 组 合 的 结果 ， 使 金刚石 滑 移 和 的 间 醋 为 请 移 面 垂直 方 息 
点 隆平 移 周期 的 1/4; 其 平行 于 滑 移 面 的 分 量 与 金刚 石 滑 移 组 合 的 结果 ,使 相 邻 金刚 石光 
移 面 的 消 移 方向 分 别 取 两 种 对 角 线 方向 之 一 ， 


8-3-5 立方 空间 群 的 对 称 元 束 配 置 图 

1. 5 38 82 & ëk #* 05 29 t +, 0) 3 + Ë * 

除了 平移 外 ， 三 斜 空间 群 的 对 称 元 素 只 可 能 是 对 称 中 心 。 Ein AES ACE rb t 
安 间 和 群 图 的 投影 方向 如 本 车 8-2-1 节 所 述 。 在 这 种 情况 下 , 单 斜 , 正 交 四方 三角 ,六 角 
品 天 的 对 称 元 素 或 平行 于 投影 面 ,或 个 直 于 投影 面 , 而 且 在 平行 于 投影 面 的 方向 不 可 能 有 
3, 4, 6 次 轴 ， 这 些 对 称 元 素 的 图 示 符 号 见 本 书 $ 1-2 和 $1-3。 

立方 晶 系 空间 群 的 特点 是 至 少 有 四 支 沿 立 方 晶体 《111》 方向 的 3 WC KEE 
(100) 方向 的 2 或 2, DEE 无 论 如 何 选 取 投影 方向 ;总 有 些 对 称 元 素 是 与 投影 面 笑 
克 的 ， 立 方 空间 群 图 都 是 沿 [001] 方向 的 投影 图 ， 图 中 [100] 方向 朝 下 ，[0101 方向 
HA EART: G) 3 次 胃 G, A 35 3) 总 是 与 投影 面 斜 交 的 ; Gi) 可 能 有 平 
行 于 投影 而 的 洛 【100] 8010101 方向 的 4 wA 《4, A 45 4o 4); Gii) 可 能 有 与 投影 
面 斜 交 的 沿 [011], [011], [1011 mk [1011 等 方向 的 2 或 2, 8h; Gv) 可 能 有 与 投影 响 
bJa RJE [011], [0111, [101] 或 [101] Enge, 以 上 这 些 对 称 元 素 的 图 
示 符 号 分 别 示 于 图 8-5, 图 8-6 和 8-7 rh, | | 
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Pb 


we Y x + d 
G6oooe€ 


rer 


£ 


tn 
m 


ak ukuk, |f 
x. » i 


ái š: 

à ; d 

rd 8-5 EiT FRED 图 8-6 HE) 

的 对 称 轴 的 图 示 符 号 对 称 轴 的 图 示 符 号 

A] 8-5 到 图 8-7 中 的 对 称 元 素 图 示 i 

"SPIP, SCH, Un. 3 RII M e ee 
dÉ HERE, AER SE EE i 
ZE BJ RATER EL IS 2: sb JE fi DEDE, XH a l [100] 
Zut WIB BREL; e AED I S A EP" 
asp, BBS LN ° — ud 
f BO TS BJ I, UR SEE EET EE EI y BR; n [INT xn] 
PAGE K WU EB SEIT, ETRE Dm lpmni( Zou 
与 上 述 情况 垂直 ， 具 有 垂直 于 投影 簿 的 分 4 Í 
量 ; 2B AUG RC ER UTR BHRR 4 UI (i + (DI 
移 失 量具 有 以 上 两 种 分 量 , 是 对 才 请 移 n; (b) EAF [1013 GR NUD 的 对 次 面 
金刚 石 滑 移 的 特点 是 相 邻 滑 移 面 的 滑 移 矢 NE 
量 交 蔡 地 灌 两 个 不 同 的 对 角 线 方向 UR" 
Xj [EUER EK. ru LAB SPORE mE KIRT g 二 [0I (或 2 to) 


头 方向 相反 。 所 有 这 些 都 与 $1-3 表 1-3 Lutte $ mt 

中 的 图 示 符 号 的 习惯 一 致 pr 

| TL i (1117) 
2. 空间 群 Phm 的 对 称 元 素 配 置 图 d | 
现 以 第 215 号 空间 群 Pá3m 的 对 称 š; 

Ra EI E (Ed 8-8) 为 例 阅 明 立 方 空间 群 的 对 称 元 素 配 置 图 . 
E LB 8-8 HER A 点 的 对 称 元 素 ， 


[Hi1 (或 + nn) 


e 209 e 


3 
^ i 
`x e ë KW J 


(DD OX, 


on 


KI 


S. 


根据 图 8-5 中 的 符号 ,过 4 点 有 三 支 了 轴 : 一 支 沿 [100] Bg C TO KR oe 
的 数字 0 表示 这 支 4 轴 位 于 > 一 0 的 高 度 ;一 支 沿 [010] 方向 ( 朝 右 ), 位 于 = 一 0 的 高 


度 ; 一 支 灌 [001) 方向 ,垂直 于 投影 图 ,其 图 示 符 号 专 的 数字 0， x 表示 该 5 HOGE 


FE a 0 与 二 两 处 ， 轴 4 BARRA KER? 次 轴 在 图 中 用 箭头 表示 。 加 


[L100] 对 应 于 空间 群 P43m 的 第 (18), 《4) 和 (19) 号 操作 ; 轴 4 [010] 对 应 于 第 (20, G} 
和 (22) 号 操作 ; 轩 4[001] 对 应 于 第 (15), (2) 和 (16) 号 操作 ， 本 空间 群 的 HM 符号 
P43m 中 的 4 表示 的 就 是 这 三 支 4 fil. 


(bid) 
: | 
Z 2 — 5 A S 
Co NN ; F : | Co 
< < 


对 称 操作 


(1) 1 (2) 2 0,0,a (32 0,y,0 (4) 2 x,0,D 

(5) 3+ r,x,£ (6) äh X,r,X (T) 9* s,x,H (8) 3+ ZEIT 

(9) 37 x,x,r (10) 37 ES (11) 37 &£,£x ` (12) 3- x,z,£ 

(15) m x,t,z (14) m x,X,z (15) 4* 0,0,2; 0,0,0 (16) dé 0,90,x; 0,0,0 
(17) m x,y,y (18) Ai x,0,0; 0,0,0 (19) T x,0,0; 0,0,0 QU) m r,y.Y 

(21) m x,y,5 (22) 47 0,y,0; 0,0,0 (23) m Fys¥ (24) ër 0,y,0; 0,0,0 


图 8-8 Pim 的 对 称 元 素 配 置 图 和 基本 对 称 操作 


过 4 点 的 两 条 粗 直线 袁 示 两 张 翟 直 于 投影 面 的 镜面 ,其 法 线 方向 为 [1101 和 [110], 
分 别 对 应 于 第 C142 和 《13) xig. ES ISP I ELDER DU 3E ELT [011], [011], 
[101] 和 [1011 的 四 张 镇 面 , 分 别 对 应 于 第 〈207，(17)，《23) 和 (Q1) 号 操作 。 本 空 
maison HM SES Plm 中 的 亚 表 示 的 就 是 这 六 张 镜面 

旺 绕 4 点 的 四 个 三 角形 表示 四 支 3 次 组 ,它们 分 别 是 ; 治 [111] 方向 的 灿 31111), 对 
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应 于 第 《5) 和 (9) 号 对 称 操作 ; 轴 3[111], 对 应 于 第 (7) 和 00) 号 对 称 操作 ; 轴 3[1111， 
对 应 十 第 (6) 和 (12) Sigi: 轴 3[111]， 对 应 于 第 (8) f (11) 号 对 称 课 作 。 HT 
号 P43m 中 的 3 下 示 的 就 是 这 四 支 3 次 轴 。 

用 以 上 叙述 可 见 , 对 空间 群 P43m gu, 围绕 图 8-8 中 4 点 的 对 称 元 索 怡 好 代表 了 
它 的 全 部 基本 对 称 操 作 。 图 8-8 中 其 它 符 号 代表 的 对 称 元 素 则 是 这 些 基 本 的 对 称 元 素 与 
感 阵 平 砚 组 合 的 结果 , 现 举 数 例 说 朋 如 下 : 

Bim, HÆF 82-3(2) 中 的 方法 ,把 4[091) 885 EXP :(100), (010) A (110) 
织 合 ,可 得 到 过 楼 边 中 点 (例如 8B 点) 的 2 次 轴 和 和 过 人 C SPD) 4 fà. 8-8 中 所 有 的 轴 2 与 
4 都 是 这 样 推导 出 及 的 ， 

Vb H $2-3(4) 的 方法 ， 把 过 4 Bye Io) 方向 的 镜面 m[110] wm 


(100) 组 台 , 就 得 到 过 下 点 的 垂直 于 [110] 的 & 滑 移 面 ,其 滑 移 量 w, = M [1T0], 在 
图 8-8 中 用 过 B 点 的 粗 的 虚 直 线 表 示 , 过 4 点 的 mf101] 55 :(100) 组合 得 到 过 8 Dag 
AF [101] eg, w= 7 [101], ÆA 8-8 h BMH AWARA 0548 Bl 


示 。 图 8-8 中 所 有 镜面 和 滑 移 面 都 是 这 样 推导 出 来 的 ， 
最 后 考虑 过 4 点 的 3 次 贡 与 平移 的 组 合 ， 图 8-9 表示 一 个 以 a, b, 一 为 基 天 的 立 


Jd LTIL] 方向 的 投影 , 立方 体 的 三 个 边 a. b 和 一 e 的 投影 分 量 分 别 为 S [211], 


二 [21 和 Lem 轴 的 分 量 则 都 是 一 二 TII1]。 用 $ 2-3(3) 的 方法 可 知 ， 
绕 过 4 点 的 LII1] Sp 六 旋转 与 平移 a 100) = [211] a [111] 组 合 的 结果 ， 是 
donn [111] 方向 的 轴 的 3:38 -=i 


FEJE E D'A R [IT1] 轴 的 ze 
转 与 平移 :C001) 一 e [112] + 


[111] AAWA” EAA D ARNE 
[111] 方向 的 轴 的 30 MEETS I DR b, 
作 。 因 此 ,过 4 点 的 沿 [111] 方向 的 
3 次 轴 与 点 阵 平移 组 人 台 的 绪 寺 派生 出 
了 过 DD 点 的 沿 同 一 方向 的 3;58 be 38, 
同 理 可 得 过 EE 点 的 3 螺旋 轴 ， 这 样 威 
推导 出 了 图 8-8 hz D A5 E AE a= i (211) 
[ITI 方向 的 3 与 Agen, BAR uu, 立方 体 沿 [TI1] 方向 的 投影 《说 明 轴 3 与 点 阵 
化 方 法 可 推导 出 殉 8-8 nx D 点 与 平移 组 合 德 到 总 施 轴 3， 和 3,) 
E 点 的 沿 [111] 方向 的 环 与 3 螺旋 轴 及 过 下 与 G 点 的 四 支 3 次 螺旋 补 。 
访 料 ， 落 虑 到 所 有 派生 出 的 对 称 元 素 ， 第 215 号 空间 群 的 扩展 HM 符号 应 该 写成 


rn33m。 考虑 到 性 何 立方 室 间 群 前 有 四 支 3 次 身 , 它们 与 点 阵 平移 组 合 都 会 汽 生 出 hi 3, 


Ag 
3; 


I 


iam 


Dr 
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45. je S Po 7 中 对 所 有 的 立方 空间 群 部 未 在 其 扩展 HM 符号 中 标 出 3 和 3.8 


8-3-6 原点 移动 引起 的 对 称 操作 矩阵 的 变化 2 


刘 8-2-2 证 所 述 ， 茶 苦 空 间 群 图 表 有 两 种 选择 原点 的 方法 。 在 8-3-3 节 中 谈 到 由 空 
问 群 简略 HM 符号 求 其 对 称 操作 时 , 需 先 选 原点 使 茶 一 对 称 操作 的 位 置 分 是 为 零 ， 那样 
选 的 原点 吕 能 与 国际 最 体 学 表 A 卷 中 中 选 的 原点 不 一 致 ， 在 比较 有 关联 的 品 体 结构 或 探 
计 空 间 群 的 母子 群 关系 时 ,有 时 需要 适当 地 童 新 选取 原点 ， 原 点 移动 p ZUR. 空间 群 的 
对 称 元 坟 和 一 般 位 置 配置 图 需 相应 地 移动 一 p; 除 全 同 操作 和 有 心平 移 外 ， 其 它 列 在 “对 
丈 恕 作 " 条 款 内 的 对 称 操作 的 几何 描述 应 该 相应 地 变化 , 即 改变 描述 对 称 元 素 位 置 的 那 一 
邹 分 符号 .例如 ,空间 群 Rdd4(70》 的 原点 从 222 处 [图 8-3(a)] 移动 —, c, EH 


称 中 心 了 处 f 图 8-3(b)] ZE, W [001] 方向 的 2 和 2 四 的 位 置 应 该 移动 一 > 一 
0, 因此 ,图 8-3(a) 中 的 对 称 操作 2 0,0,25 2(0, 0, L) o, L, z; 2 (0,0, 1] 
2 4 
2.4 0,2; 2 "n " z 应 该 分 别 变 成 图 8-3(b) 中 的 对 称 操作 2 L = ap 2 
| Li 25d D 3 l ,, 20, : 
o2, 5 NO, 0, a RED 2 (0, 0, a qe H0, 0 
l _ 1 dA. dE b on 1 1 
) -一 3 SES 2 (0, 0, 2 C E 8 ' pios 


3E Vl Ve Ae ER ISUSER S A AT ERIRE RE EE An fo] SEU. 
在 $ 5-4 中 已 讨论 过 ,坐标 基 矢 的 变换 可 用 (4 x< 4) 矩阵 TR EE 


Pp 
ez 1 
msg P 旦 新 举 标 基 矢 a, b,c 与 老 坐 标 系 基 天 a, b, c ZEREM: 
(Le, bei (a, b, c)P (5-38) 


趟 中 的 p 是 新 坐标 系 原点 0 相对 于 老 坐 标 系 原点 0 的 位 移 矢 量 在 老 基 矢 中 的 分 量 . 设 
9 E. S mug 
g FP E dii! 
Ü l 
于 是 同一 对 称 操 作 在 新 坐标 系 中 的 〈4 X 4) Mr deo 与 在 老 坐 宗 系 中 的 增 广 韦 阵 
Sr” 的 关系 是 


OO = DW P (5-53a) 
B op — WW u I (5-36) 
0 1 
如 果 仅 仅 移动 坐标 早点, 则 
e, ^) 
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2-6 


0 1 
把 这 两 个 式 于 和 式 《5-36) RAA (5-33a) 可 得 
. W w 
P = G ) (8-11a) 
AH (3 x 1) DE 
w = w+ Wp — p (8-11b) 


I (8-11) WEA, 如 用 浴 标 原点 平 称 了 Ps SSES (W, w) 就 
变 成 《这 ，w')， 即 对 称 操 作 的 点 操作 部 分 WY 不 变 ,平移 分 量 多 出 了 Wp 一 p， 老 坐标 
条 与 新 举 标 系 中 的 一 组 一 般 等 效 位 置 的 坐标 xis yis z; 可 分 别 表示 为 


EF d x 
Ë J = W; 4 + wW, (8-12a) 
LIEN T 


CH T 
St «D + mg (8-121b) 
ry ži 


sr (W,, w) 是 该 空间 群 的 nh 个 基本 对 称 操 作 ， 因 此 ,原点 移动 p 后 的 新 坐标 系 
中 的 一 般 等 效 位 置 的 坐标 较 之 老 坐 标 系 中 的 坐标 多 了 一 个 矢量 Wp 一 p. 

这 结论 供 重 要 ,以 下 我 们 不 利用 $5-4 的 公式 ,而 用 图 8-10 信 头 探讨 坐标 系 x» y, z 
平移 p 变 成 坐标 系 r, y, x jn. SS 
间 群 的 对 称 操 作 的 Seitz 符号 变 成 了 什 
么 ， 相 应 的 等 效 位 置 的 坐标 又 如 何 改 
dr. Es] 

设 某 对 称 操 作 把 位 置 4 变 换 至 位 置 
B. Æ xyz EPRE, 位 看 4 的 位 拓 为 
r， 对 称 操作 的 Seitz 符号 是 (W, w), 
Dier ep GR 
; (W, w)r 
坐标 条 ry: RAR EIA ryz P 
移 了 p， 所 以 位 置 4 与 B 在 x* yx 坐标 
系 中 前 伍 天 分 别 为 dic i 


r 一 了 一 大 


AH 
(W, voir — p 
另 一 方面 ,如 果 在 x yz 坐标 系 外 该 对 称 操作 的 Seitz 符号 是 
(W, w) 


(W, w) r—p=(W, w)r —(W', w) (r—p) 


rr AE A . 


H 

Wr-rw—p-W'r—W'p-r-w (8-13a) 
这 等 起 应 该 对 任意 的 都 成立 ,比如 说 , 当 r 为 mn 时 或 r, Dë, Ge, 我 们 就 得 
fig S Ç 

Wr,--w—p-W'r, — W'p + u 


T 
Wr + o — p = W'r, — W'p + u 
PS ALTRI | 
W(r, 一 r) 一 W'(r, — r,) 
可 ll, 


W 一 W' (8-13b) 
BU. APRI ERzUE RIRE ARERO BEDE SCR. 
把 式 (8-13b) 代入 式 (8-13a) RMA (8-11lb). 
空间 群 Fddd 常用 两 种 坐标 原点 ,就 是 在 222 的 原点 和 在 1 的 坐标 原点 ,后 者 较 之 


WEERT p = E L, L), A 8-1 以 图 8-3 所 示 空 间 群 Fddd 为 例 说 明 坐 标 原 
点 平移 p 之 后 ,对 称 操作 的 Seitz 符号 中 的 平移 分 量 w 以 及 相应 的 等 效 位 置 坐标 如 何 


AF41. 


X 8-1 
序号 | at (2) Gy | (5 (6) (7) (8) 
Perd Sml 2[001] | 2[010] | 2[100] g[001] [010] df100] 


100 Ing 100 19060 loo 
W, BU BQ uU br) olo 
001 001 gol 001 001 


—— —— | ———————— — | —1———M———— | —Á— —— U se, 


(000) (000) (000) (000) 


(FEE T s | | ——— — | [És | 


———ÁÁ"-dm——| n l — — | — 
—— OU I —-.— 


l (000) TI 0) T T [TES al ei 


| 9» y. z 11 g lay z, 1 _ 
4 3 4 AE ?7 4 yy 


— = ZZ 


Ji 
了 一 | 4 


x 8-1 中 第 二 列 为 空间 群 Fddd 的 .8 个 基本 对 称 操作 的 名 称 。 第 三 列 为 每 个 基本 
对 称 操 作 (We w) 的 点 操作 部 分 W 的 矩阵 表示 。 第 四 、 五 列 分 别 为 坐标 原 后 在 222 


处 村 每 个 基本 对 称 操作 的 平移 分 量 w, 和 相应 的 等 效 位 置 的 坐标 W. (>) 十 到。 第 六 
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3| 25 HOA pn EL EK t pi， i, L) 之 后 对 称 操作 的 Seitz 符号 的 


YOU EE €w (BAA (8-11b)) 和 等 效 位 置 坐 标 所 需 的 数据 Wip— pP. 第 七 列 和 第 八 
JADE ERE w Ir Ger, EE DE w 或 等 效 位 置 坐 标 


加 了 《二 : 0) 型 的 矢量 ,这 是 允许 的 ,因为 点 阵 是 面 心 的 ， 


上 表 中 第 五 列 和 第 八 列 分 别 是 图 8-3(a) 和 (b) 中 所 到 空间 群 Fddd 的 325 — $ 


§ 8-4 Wyckoff 位 置 


8-4-1 基本 概念 


从 空间 的 某 一 华 标 为 x. y. z 的 点 甘 出 发 ,用 空间 群 G 的 每 一 对 称 操作 依次 对 点 
X 进行 变换 ,这 样 得 到 的 一 组 点 相对 于 空间 群 G 在 对 称 性 上 与 版 上 222, PEA X BJ En 
体 学 轨道 。 例 如 图 8-1 所 示 空 间 群 Cmm2 的 对 称 操作 可 分 为 于 列 四 类 : (1) C, t); 
(2) Qf001], €); (3) (m[0101, fi); (4) (CmE100), £2, RE t LE ELS HX 


平移 ma + rvb + wie 及 其 与 C 心 点 隆平 移 E? Is 0 ) 的 和 . HE BERD r, y, z 


的 点 和 相对 于 空间 群 Cmm2 的 晶体 学 轨道 就 由 具有 下 列 坐 标的 瓦 组 成 。 它们 是 : CO 
xa Y, Z; (2) —£ yy z; (3) z, —ys z; (4) "ën Za Z DL pq A E m JI 


ECOBEEREREABUAMER Gis vio wi) 和 La t vj + I wi). 


以 上 例子 中 点 X 是 任 选 的 一 般 的 点 .空间 群 的 不 同 的 对 称 操作 把 它 变换 成 不 同 的 点 ， 
这 种 一 般 点 的 晶体 学 轨道 中 的 每 个 点 与 空间 群 中 的 对 称 操作 一 一 对 应 ， 
男 一 类 点 外 位 于 下 列 特 萄 位 置 处 : 《让 位 于 空间 群 的 点 式 对 称 元 素 上 ,即位 于 对 称 中 
心 ,镜面 或 纯 埃 转轴 上 ,或 位 于 倒 及 辅 上 的 例 反 点 处 ;或 者 (位 于 4, 6,, 6, 或 6, MEE RS 
下 ， 这 里 的 4， 6, 和 6 螺旋 轴 中 包含 着 2 次 加, 6; ERR CU 3 次 轴 ， 位 于 滑 移 面 
或 其 它 螺 许 轴 上 的 点 仍 为 一 般 点 。 对 这 类 位 于 特殊 位 置 的 点 X， 空 间 群 中 的 茶 些 对 称 操 
作 抒 点 X 变 成 它 自己 , 另 一 些 对 称 操 作 把 点 基 变 换 成 另 一 些 点 。 例 如 ， 设 空间 群 Cmm? 
喇 菜 特殊 点 X 的 坐标 中 x 一 0， 即 点 瑟 的 坐标 为 0, 7?，z， 位 于 镜面 m 0, y, z Df 
看 图 8-11(a)， 则 全 向 操作 LL 0) 和 操作 (mr100], 0) iE XEM EX EIC. Gë 
个 操作 构成 一 个 点 群 $， 它 是 空间 群 Cmm2 的 一 个 子 群 ， 其 阶 &o—2. 这 个 于 和 群 摘 
述 点 的 对 称 性 。 另 两 个 对 称 操作 《25001],0) A (m[010], 0) MEA X ERRE 
3 0, y, z HA-A 党， 这 两 个 操作 组 成 点 群 S 的 一 个 左 陪 集 QI001],00 5, #2 
种 情况 下 ,可 把 空间 群 G 一 Cmm 对 其 子 群 S 进行 左 陪 集 展开 : 
G= Cmm = S + 2001], S +- 
+ OF, w)SsS + --- 
Cam rg i ERR RI (W, w) 把 X 点 变换 到 X, 点 ， 则 第 i 个 陪 集 的 全 部 
损 作 部 把 X 点 变换 到 EG. EZ, ATTE S mue Y T x 变换 成 它 自己 的 属于 空 


«rS s 


问 群 G 的 全 部 对 称 操 作 ( 共 KI, 不 同 陪 集 的 对 称 操 作 就 会 把 点 X 变 换 划 不 同 的 点 。 
nl DD ut ER an E: 


l. X 
m Ayr 2 0,2,z à m oa 


x R 
+ rOft 4 O4 m 
ct Gs 
4 Ü + + O+ 


(a) S= m, 4e 位 置 (b) S= mm2, 2b DS 
图 8-11 Zeg Cmm? 的 两 种 特殊 位 置 


mmm (Wi, woS & (Wi, wS 中 的 总 共 25, 个 对 称 操作 都 把 点 XX 变换 成 
FÁ X;, 则 由 于 (W;, Ww, ) 的 道 操 作 (Wi, — W; zp; 把 点 X, 变换 成 点 X, 就 会 有 
Ra JE 25, 个 操作 把 点 X 变换 成 它 自己 ， 这 "A 个 操作 在 集合 S 和 Wr, Wei 
(Wi, wi)S 中 .这 与 上 述 前 提 ( 即 “ 子 群 S 中 包含 了 把 点 叉 变换 成 它 自己 的 全 部 对 称 操 
作 ( 共 有 h 个 )”) 和 相 矛盾 ， 这 样 , 对 处 于 竺 殊 位 置 上 的 点 而 言 ， 空 间 群 中 的 每 k, 个 对 称 
操作 把 它 变换 成 一 个 点 ,这 种 晶体 学 轨道 中 的 点 不 与 空间 群 中 的 对 称 操作 一 一 对 应 ,而 是 
1: h 地 对 应 , 即 特 殊 位 置 的 量 体 学 轨道 中 的 点 与 空间 群 G 对 该 特殊 点 的 对 称 群 S 展开 
所 得 的 陪 集 一 一 对 应 ， 


再 举 二 个 例子 。 设 空间 群 G-— Cmm2 中 某 特 殊 点 的 坐标 为 0, e, DR 8-1) 


(b). 与 图 8-1 相 比 可 知 , R x ET FALATOSERTUS ARX D: Gl) m ^ 0, y. zi (2) 
1 


s (3) 2 0 —> z. 于 是 点 和 的 对 称 群 S= mm2 ， 这 里 的 第 一 、 第 二 、 第 


三 位 符号 依次 代表 上 述 (1)，(2)，(3》 共 三 个 对 称 元 素 。 空 闻 群 Ge Cmm 中 属于 
SER S= ((1, 0), (m[100], 0), (m[010], 010), C2[001], 010)] BE SR Pp fE TE SA 
和 变换 成 它 自 己 。G 对 S 展开 成 左 陪 集 : 
G— S+t,S+t/S+ S+ --: 

其 中 Soi, = (L Lo) tma (g 79) U 则 每 个 陪 集 把 点 x 变换 
成 一 个 点 X, mde 三 SG 一 2，3，4》 抬 点 区 变换 成 图 8-11) 中 的 X; 点 。 

这 样 ; 有 两 大 类 晶体 学 轨道 , 即 : CD 一 般 位 置 的 最 体 学 轨道 或 一 般 晶 体 学 轨道 ， 其 
中 的 点 的 对 称 群 S- J， 仅 由 全 同 操作 构成 ; (2) 特殊 位 置 的 晶体 学 轨道 或 特殊 晶体 学 
外 道 ， 其 中 的 点 的 对 称 群 SJ， 除 全 同 操 作 外 ， S 中 至 少 还 包含 有 一 个 属于 空间 群 G 
的 对 称 操作 ， 

在 特 跌 晶体 学 轨道 中 ,如果 空间 群 G 的 子 群 5 是 点 X 的 对 称 群 ,所 X; 是 陪 集 (W. , 
w,)S 中 的 对 称 操作 把 点 X 变 换 而 得 ,让 我 们 探讨 所 X, 的 对 称 群 及 其 与 S 的 关系 ， 

DÉI, Ee (Wi, w,)S(W;', —W;'w;) 中 的 操作 的 三 个 组 成 部 分 把 点 X, W 
EREA X, DEDE X, 最 后 变换 成 点 X; 另 一 方面 , 设 任意 一 个 操作 (Wi, w> 


s 210" 


DL Ae. "Ta "dn 


把 点 X; 变换 成 点 XZ, WAZE RE (Wo. Man" (Wi, w) (Wi, w) Sa 
于 变换 成 点 X 目 己 ， 因 而 属于 点 天 的 对 称 群 S， 于 是 操作 (Wi, w) 属于 集合 (Wi， 
mo ARSCH. -Wrw). Ai RA (Wi, w;)S(Wi', Wie) 内 的 对 称 铝 作 就 是 把 
Au X; Zou 自 己 的 全 部 对 称 操作 .容易 看 出 ,这 集合 也 是 空间 群 G 的 一 个 子 群 ， 
m Hx 3 Ir, 

J& Wyckoff fr (Wyckoff position, "St EO FR Pr BJ EB X; 组 成 ,它们 的 
位 置 对 称 群 DCK) 是 群 G WEAF. TRALA fe. —1- 25 IHRER Rh Wyckoff 
位 置 各 用 一 个 字母 标记 ，M Wyckoff Së. Gäng 8-11a) 5 (h) 中 列 兴 的 两 种 
Wyckoff 位 置 分 别 具 有 Wyckoff 字母 < 与 58， 大 多 数 空间 群 都 有 若干 种 Wyckoff 位 
次 ,依次 按 英 文字 母 顺 序 标 以 字母 a，#5，c，" ,其 中 最 后 一 种 是 一 般 位 置 ， 其 位 置 对 称 
FEA 1， 或 记 为 1, 仅 合 全 同 操作 ;其 它 Wyckoff ERER RURA. AMAIRE 
有 一 定 的 对 称 性 , 其 位 置 对 称 群 SI. 


8-4-2 ”到 向 关系 确定 的 位 置 对 称 性 符号 


每 种 Wyckoff 位 置 的 对 称 性 可 用 一 个 后 群 S 描述 . 为 了 指明 某 位 站 的 允 称 元 素 与 
该 量 休 点 阵 的 对 称 元 素 的 关系 ,国际 晶体 学 表 态 中 采用 取向 关系 确定 的 位 置 对 称 性 符 生 ， 
这 种 位 羞 对 称 伺 符号 中 每 一 位 符号 表示 的 对 称 元 素 的 方向 仍 如 表 7-6 所 述 。 若 某 一 组 方 
问 工 该 位 置 对 称 群 没有 对 称 元 素 , 就 用 一 个 点 代表 。 现 举 数 例 说 明 如 下 : 

(1) 空间 群 Cmm2(35)CULEd 8-1) 中 的 44.m. WR. BE ZG 3B2 Dr BD BER S 
中 的 点 。 在 符号 前 后 各 一 个 点 ， 说 有 明正 交 空间 群 Cmm2 的 第 一 :与 第 三 位 祝 有 对 称 元 
素 ,m 是 第 二 位 ,因而 是 垂直 于 [010] 方向 的 镜面 , 即 4 d ,m. CARRERE HAR 
m, AEEA [010]. 

(2) 空间 群 Cmm2(35) 中 的 4em. fir. SEE m ZB ATA CH m T #— 
位 对 称 性 方向 ,位 置 对 称 群 是 m, SEES [100] 方向 。 这 正 是 图 8-11(a) HHA 
的 特殊 位 置 。 如 果木 采用 取向 关系 确定 的 位 置 对 称 性 符号 , 仅 用 一 个 符号 m， 就 不 能 区 
Big CD. 0) Ay. 

(3) 空间 群 P42,2(90) 中 的 2a 2,22 fir. ERS E T Fa XCRISUS 5 
第 二 位 对 称 性 方向 [100] 和 [010] Clg, UC BITES 2 表示 治 第 一 位 对 称 性 方向 
1001] 的 2 次 轴 , 点 之 后 的 两 个 2 表示 沿 四 方 蝇 系 第 三 位 对 称 性 方向 [110] 和 [110] 的 
jur 2 次 加 ,当主 轴 为 4 次 轴 时 ,这 两 方向 是 对 称 性 上 等 价 的 ,只 要 写 一 个 符号 过 就 使 了 ， 
而 在 2a 2.22 位 置 中 ,; 沼 [001] 方向 是 2 ves, [1101 与 [110] 两 方向 在 对 称 性 上 不 
亩 等 价 , 故 露 各 用 一 个 符号 2 表示 。 一 般 说 来 ;如 果 位 置 对 称 群 属 开 较 剑 的 品系 ， 在 原 空 
间 侠 中 等 价 的 一 组 对 称 性 方向 ,可 能 需要 几 个 符号 反 述 。 以 下 再 举 两 个 这 样 的 例 于 。 

(4 立方 空间 群 123(197) 中 的 6b 222,, 位 置 。 位 置 对 称 群 222 REMAR 
支 2 次 贡 沿 1160]，[010]，、[001]， 它 们 都 是 立方 晶 系 的 第 一 位 对 称 方 同 ， 

(5) 立方 空间 群 Pa3a(222) 中 的 6b 422 位 置 。 市 间 的 一 个 点 表明 沿 立 方 第 二 位 
对 称 性 方向 011) 没有 对 称 元 素 。 4 次 轴 沿 第 一 位 对 称 任 方 向 中 的 其 方向 ， 比如 说 褒 
1001] ， 另 两 个 立方 晶 系 第 一 位 对 称 性 方向 , 即 [100] 和 [0101， 各 是 一 支 2 次 轴 * 它 们 
dii [001] 方向 的 4 次 轴 联 系 闭 ,在 对 称 性 上 是 等 价 的 ， 所 凡 只 要 一 个 符号 2， 这 位 置 
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对 称 群 关 422， 第 三 个 数字 “2” 表 示 沿 [110] 5 [110] 方向 的 另 丙 支 2 wë, GI) 
下方 唱 杀 的 第 三 仔 对 称 性 方向 ， 

可 内 取向 关系 确定 的 位 置 对 称 性 符号 中 的 点 是 用 来 标明 其 它 符号 的 方向 的 ， 去 掉 点 
之 行 就 变 成 普通 华 | Hermann-Mauguin MENS., 


8- 4-3 Wyckoff ës 


DB an (Ke A ë RARS ARAR, oui 8-1 到 图 8-3 所 示 的 几 个 例子 ,在 
"hr" (Positions) SS PHAS ARRABA Wyckoff 位 置 的 (i) 多重 性 (Multi 
plicity) M; (1) Wyckoff 字母 (Wyckoff letter); (i) 位 置 对 称 性 《Site Symmetry): 
(iv) n (Coordinates); (v) 反射 条 件 《Reflection conditions), 最 上 面 一 条 是 一 般 
位 名， 位置 对 称 性 为 1; ETEA REMEN RER RR. Wyckoff 字母 仪 是 名 种 
Wyckolf 位 置 的 一 种 编码 ,最 下 一 条 所 列 亿 站 用 字母 =， 往 上 就 按 字 母 上 顺序 继续 ， 

把 一 点 X 变 换 成 它 自己 的 所 有 对 称 操 作 的 集合 构成 一 个 群 , 叫 该 点 的 也 置 对 称 群 , 亡 
在 第 Gu) 栏 雇 取 钠 关系 确定 的 位 置 对 称 性 符号 给 出 。 由 于 位 置 对 称 群 中 的 操作 都 保持 
点 X 不 变 。 位 置 对 称 群 是 32 种 晶体 学 点 群 之 一 。 把 取出 关系 确定 的 位 置 对 称 性 符号 中 
的 点 去 掉 后 ,就 得 到 该 点 群 的 HM fp, 

Wyckoff 位 置 的 多 重 些 M 就 是 每 个 惯用 唱 胞 的 等 效 点 的 数目 。 如 8-4-1 PPE ,一 
舰 位 置 的 点 与 空间 群 中 的 对 称 操 作 一 一 对 应 。 因 此 ,对 初 基 胞 ,一般 位 年 的 多 重 性 好 等 本 
空间 群 的 点 群 的 阶 k WADAH, BEARRA n MEA, M 就 等 于 n, ANGE 
积 。 但 特殊 位 置 中 的 点 与 空间 群 G 对 该 位 置 对 称 群 S 展开 记得 的 陪 集 一 一 对 应 * 即 与 
fait SEL 1:4. 的 关系 对 应 ,这 里 是 位 置 对 称 群 S 的 阶 。 因 此 ,特殊 位 
置 的 多 重 性 是 一 般 位 置 的 多 重 性 除 以 B, BD 


M = s, A (8-147 


次 名 话说 ,对 其 给 定 空间 群 的 所 有 Wyckoff 位 置 , 位 置 多 重 福 M 与 相应 的 位 置 对 称 群 的 
o 的 莉 积 是 个 常数 ,等 于 一 般 位 置 的 多 重 性 (nA). 
Wyckoff 位 置 的 多 重 性 和 位 置 对 称 性 的 信息 对 于 晶体 结构 的 测定 非常 重要 ， 
HN NH, 


` ` Z 
例如 , 若 已 经 知道 一 个 单 胞 内 含有 两 个 结构 式 为 RRIT, XM 
| | | II 
尿素 晶体 所 属 的 空间 群 (P42,m), Sh a[#E zz B PRES 8 rbd HH 8 ED 2 的 全 部 Wyckoff 


位 置 和 它们 的 位 置 对 称 性 。 比 如 说 ， 查 出 多 重 性 为 2 的 位 置 的 位 置 对 称 性 或 为 4 ， 或 为 
2.m 机 ， 由 尿素 分 子 的 结构 式 知 它 不 可 能 具有 4 对 称 性 ,但 可 能 具有 2mm 对 称 性 ,由 此 


C 
就 可 判断 尿素 分 子 应 放置 在 位 置 对 称 性 为 2. mm. 的 特殊 位 育 处 ， 这 置 时 还 要 求人 链 与 


该 位 置 的 2 次 轴 重 合 ; 两 个 NN 原子 位 于 某 一 镜面 上 ， 
xpi. 设 某 晶 体 结构 中 有 四 面体 的 AX, 原子 团 , 如 图 4-10Ce) 中 所 示 的 CCl; 或 
EI BY, 原子 团 ; 如 图 4-10(b) 所 示 的 CO 。 如 果 该 晶体 结构 的 空间 群 是 Pi. 
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那么 A 原子 或 B 原子 不 可 能 位 于 对 称 中 心 处 ,因为 四 面体 或 三 角形 与 对 称 狂 工 不 相 容 .如 
果 空 间 群 是 P2 /mm， 那 么 A 原 子 或 B 原子 不 可 能 处 于 对 称 性 为 2/m 的 点 ,但 有 可 能 处 于 
对 称 性 为 2, m 或 1 的 点 ， 

总 之 ,晶体 结构 中 的 任意 原子 团 或 分 子 , 都 必须 具有 它 所 在 的 Wyckoff 位 置 的 位 置 
对 称 性 。 因 此 , 它 涉 能 放 在 位 置 对 称 性 比 它 的 对 称 性 更 高 的 Wyckoff 位 置 处 。 当 然 , 也 
并 不 缕 求 两 者 的 对 称 性 一 样 ， 对 称 性 高 的 原子 团 可 放 在 位 置 对 称 性 较 低 的 Wyckoff 位 
置 .例如 ,对 称 性 很 高 的 球形 原子 可 放 在 位 置 对 称 性 比 它 低 的 任何 位 置 处 。 关于 Wyckoff 
位 置 的 多 重 性 和 位 置 对 称 性 的 信息 在 晶体 结构 的 测定 和 描述 中 的 应 用 ， 本 书 $ 9-4 还 要 
举 些 具体 例子 。 

1 


对 十 有 心 点 阵 的 空间 群 ,在 坐标 栏 下 有 (0,0, 0). (l, 1, 0) 十 ( 见 图 8-2 所 


示 C 心 空间 群 Clle) 之 类 的 符号 ， 这 符号 未 示 ,其 下 部 的 表 仅 列 出 了 二 个 点 《属于 一 


个 初 苦 胞 ) 的 坐标 ,因此 必须 把 表 列 坐标 分 别 加 上 这 些 平移 才能 得 到 属于 -一 个 惯用 品 胞 的 
该 Wyckoff 位 置 的 全 部 点 。 一 般 位 置 总 是 以 〈1) x ys z 开始 。 一 般 位 置 的 坐标 也 可 
解释 为 空间 群 的 对 称 操作 的 矩阵 表示 的 简略 形式 ， 特 殊 位 置 位 于 某 种 或 某 些 点 式 对 称 元 
素 上 ， 其 坐标 则 受到 特殊 的 约束 。 例如 图 8-2(a) 所 示 以 5 为 唯一 性 轴 的 空间 群 C2/< 
(15) 的 sf 位 置 是 一 般 位 置 ,每 个 惯用 晶 胞 合 8 个 等 效 点 ,因为 Cie 的 点 群 2/m 的 阶 
k= 4, 而 C 心 点 阵 空间 群 每 个 惯用 晶 胞 含 w = 2 个 阵 点 。 表 中 列 出 的 点 Q) 到 点 (4) 
的 坐标 ,依次 对 应 于 “对 称 操作 ， 对 (0，0，0) 十 组 ”条 款 所 列 对 称 操作 (1) 到 (4), 另 4 
个 点 的 坐标 由 它们 加 上 c 心平 移 【 二 ， 二 ，0j 而 得 ,依次 对 应 于 “对称 操 作 , 对 { 二 ， 二 ， 
0 ) 十 组 ”条 款 所 列 对 称 操作 (1) | (4). GR Ce 有 五 种 特殊 位 置 ， 其 中 4a 到 


id 位 置 的 对 称 群 为 1，4e 位 置 的 对 称 群 为 2， 它 们 的 阶 数 k, 一 2， 所 以 多 重 性 由 一 般 
位 置 的 8 降 到 4。 此 外 ,这 些 特殊 位 置 的 点 的 坐标 受到 约束 ,如 4e 位 置 的 4 个 等 效 点 的 


- nr s 23. L 1 1. 15.1, 2 SE 2 | 
坐标 为 O, y, Fe 0, y; E 2! ni 2" x 2 ° y + Pë x ARGA Ed EH 
可 知 , 它 们 都 在 2 xL. 

关于 “反射 条 件 详 见 $ 8-5. 


$ 8-5 X 射线 反射 可 能 出 现 的 条 件 [5 


从 关于 X 射 线 衍 射 的 书 中 我 们 知道 4 在 运动 学 条 件 下 ， 晶 体 产 生 的 Bragg 反射 的 强 
度 与 结 移 因子 FLA) 的 模 的 平方 成 正比 ,而 结构 因子 的 表达 式 是 


N 
F(hkl) = A. fuexp2ni(bz, + ky, + lza) (4-142) 


n=l 
这 里 CARD ERIWER, f. 是 第 * 个 原子 的 原子 散射 因数 ,〈x.，y。， z.) 是 第 ”个 原 
子 的 位 置 , 求 和 应 对 晶 胞 内 的 全 部 《8NY POET ET, 


由 式 (4-14) 显 见 ,结构 因子 (下 门 ， 因 而 反射 强度 ,依赖 于 渴 胞 内 各 原子 的 位 置 
fU (x. yo z.) UL AIRE (Aki), AES SM. RISE FORD 小 到 探测 不 到 。 但 这 
Bh aW SE PRH SER SUL RER BHEE (Ak 无 规 分 布 的 。 若 晶 体 所 属 Bravais 
点 阵 是 有 心 的 ( 依 心 , 面 心 ,出 心 或 在 六 角 举 标 系 中 的 攻 面 体 点 阵 )， 若 晶体 中 合 有 包含 平 
移 的 对 称 操作 , 即 滑 移 反 映 和 螺旋 旋转 ， 则 会 有 一 部 分 遵从 一 定 规律 的 指数 Chi》 的 反 
射 不 出 现 ,这 叫 系统 消光 ， 由 多 射线 反射 的 系统 消光 可 以 判断 该 晶体 属于 何 种 点 阵 ,含有 
什么 包含 平移 的 对 称 元 素 , 从 而 有 助 于 空间 群 的 测定 。、 因 此 ,空间 群 图 表 的 右 侧 上 半 部 分 
载 有 该 空间 群 的 晶体 中 的 各 种 【和 六 反射 可 能 出 现 的 必要 条 件 ， 本 节 就 讨论 这 一 问题 ， 


8-5-1 非 初 基点 阵 中 的 系统 消光 


表 8-2 列 出 了 各 种 点 阵 类 型 中 反射 可 能 出 现 的 条 件 。 这 类 反射 条 件 适 用 于 分 布 在 三 
维 倒 易 空 间 的 ARI 倒 易 点 ,因而 称 为 整体 反射 条 件 ， 


表 8-2 各 点 阵 类 型 中 反射 可 能 出 向 的 条 件 


点 E 类 m P 点 的 & E I8 BUS SE 
P CP TRO 0, D, D 无 限制 
R QE ERI SEHR AUR) 
C (ac ñ + k = n 
Á Cil») k + 1 = 28 
B (Bl) h e 2n 


) Gk» hckei-lin 


D, D, 0; C, x 1, E 0, 1; P Le DA TR, Aci. k + in 


F Cine) 27/272 3* 9*3 
; Ba I Ze 


R《 装 面体 点 阵 用 六 角 坐 标 系 》 os 0265 o i L; L Z, 2. GER) - à +k k |= Sp 
2 1 2 1 2 


ES 了 "a D Z 1 + 
于 {三 旭 闪 前 点 阵 》 0, ûs 0; 1^ 3? 0; 3? 3? d 


# 8-2 hai T Hie EE 258 Tik ESOU SO E, Zeen e 
kE 180° 或 60°, 逆 放置 法 就 变 成 了 正 放 置 法 ,反之 亦 然 ; 读 者 可 参考 图 5~3 验证 之 ， 现 
公 以 六 前 坐标 系 正 放 置 的 厚 面 体 点 阵 讨论 如 下 。 在 这 种 情况 下 ， 每 个 唱 胸 户 的 原子 可 分 
成 三 组 ,各 由 一 个 阵 点 代表 , 式 〈4-14a) 可 写成 下 列 形 式 : 


HO DE b» Spy Oka qk de sl 


Ba ze 


|! A exp2xí (tk + exp LZ | MEO (8-15) 


z (8-15) 中 第 一 个 方 插 导 表示 每 个 阵 点 (代表 着 N/3 个 原子 ) 对 结构 因子 FAK) 的 
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贡献 。 用 复数 加 法 的 矢量 表示 薄 ， 或 将 式 《8-15) 中 第 二 个 方 括号 内 的 复数 化 成 三 角 注 
3 | AD uj EL 25 BB EBR , 仅 当 
—h-- K + I — An (5 WEA, TED 
BIA (8-15) 的 第 二 小 方 括号 才 不 为 零 ; 这 余 的 反射 才 可 能 出 现 。 表 8-2 中 其 它 情况 的 
HEHA E M Ro ika g aTe. 
这 样 ,利用 表 8-2 就 可 由 外 射线 有 反射 系统 消光 的 规律 判断 晶体 所 属 点 阵 类 型 ， 对 了 照 
= 8-2 553& 5-8 可 知 * 丙 者 是 一 致 的 ， 


8-5-2 涓 移 面 引起 的 系统 消光 
EEF [001] 方向 的 位 于 s 一 so 处 的 a 滑 移 面 ,使 位 于 Ces yas z) 处 的 原子 与 
位 于 (+ F xs 加， 一 za 十 el 处 的 原子 成 对 地 出 现 ， 于 是 结构 因子 的 表达 式 〔4-144) 


简化 为 
NI 


FCD = V foexp2ni(hz, + ky, ls,) 


LEM 


L + exp2zt e h — 21 (z, 一 ail (8-162) 


zt (8-162) 中 方 括号 内 的 两 项 对 一 般 的 A 不 能 进一步 简化 ， 因 此 ,对 一 般 的 kki, 不 
HAA., AWET [001] BERE gi, CAO 的 反射 ， 式 《8-16a》 进 一 
步 简 化 为 | 

F(hkk0) = 5 f.exp2ati( Ax, + y.) [1 + expxšh1 (8- 16b) 


显然 , 当 ñ= 2n + 1 Bj. ARO 反射 系统 消光 , 仅 当 和 二 2s Rb. AkO 反射 才 可 能 出 现 ， 

除 垂直 于 [001] H e RE h bs ns d 清 移 面 也 引起 类 似 的 消光 , 见 表 8-3, i 
者 可 仿照 式 《8-16) 的 方式 自行 推导 。 在 推导 惟 直 于 [001] 的 金刚 石 滑 移 引起 的 系统 浓 
光 条 和 件 时 要 注意 : 仅 在 面 心 正 交 与 面 心 立 方 点 阵 中 才 会 出 现 这 种 4 请 移 。 表 8-3 在 列举 
反射 条 性 时 ;不 但 列举 了 滑 移 矢量 为 (a 土 加 /4 所 引起 的 反射 条 件 š+ k= 4n. WEH 
导 内 列举 了 这 条 件 与 面 心 点 阵 的 整体 反射 条 件 《4, k! 全 奇 或 全 偶 ) 两 者 一 起 导致 的 条 
H k, Ass Ze, 


* s-3 SET [001] 的 滑 移 面 引 起 的 系统 消光 


ee eye 
请 多 类 型 AERE CARO 反射 系统 消光 的 条 件 CARO) 反射 出现 的 条 件 
a aja hb = Z2z + 1 keir 
Ü bj? WECKER S = ły 
7 (a + 55/2 Ë + Ë# = 208 + 1 站 = 页 = 2n 
d | (a L 5)/3 (1) p, k RARE; Añ + k= n R. 


(2) TRESCH WEE + £ = 4x + 2 A, k= in 


例如 ,图 8-3(a) 所 载 空 间 群 Fidd 具有 垂直 于 [001] Hd RR TEL HUE 8-3, Ako 
反射 出 现 的 条 件 是 k k— Ze H. + k= 4n. É] 8-3(a) STK ESSE “BE 35 2 
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表 8-4 ”对 应 于 滑 移 面 的 品 带 反射 亲 件 


反射 类 型 反射 条 件 MINE NAE. 反射 条 御所 用 的 
面 取向 EE 符号 Bé [k TE des 
Kk 一 n b[2 b 
DR! Tyta kar i 100 > 
I Ko l =e Seu) bj? Lei? n 2 
DE ! = ta bjt 4 
Tube [4e] 4 
I = Zn cj c à 
ñ = Än ai? e 2 e 
01 010 — Ë) | , 
I + # = Zn (i) "TEE af2 D |n» 
立方 
! A = A 4 4 
d, ñ 一 Ge Seen d | 
A = lr DIE d ) | 
k = 2n | b b SM (c 
hka MAN M (001) PIE UU OM 唯一 性 ) ES 
+ & = Zn el? + 5j n $$ 
A + Kn ajA5j4 
(A, k= 2n)* » 
RAOL (1120) 
ORAN nom ef? š A5 
A0AH (1210) 
TE Bë (1100) 
2h.Ahl | chan el? e RÄ 
h 2A. (1010) 
RAI (110) cj? ĉa m I 
hkk oD lam aj? 3 at 
SEA (101) 5] 
RA ; — 
hhl, AR (110), (110) ` Lee pu; 
z/4 二 54 二 </ 
hkk, hAR (UT), (011). ] ———————— 立方 
2k + ñ = 4n Zodi + 4 士 c1 
k = 2# 
Akh. ERA el (101), (1091) -——ə— ——- 
25 + k = 4n +a/4+5]4 + cft 


* Sin (100), (910) 和 (001) #J 2 HER EL DUH SE FSU L IE md heien A GR Wi R 
整体 反射 条 件 《〈#，A l 全 奇 或 全 个 ) 与 了 消 移 面 的 晶 带 反射 条 件 综合 的 结果 . 


件 :一般 " 栏 内 正好 列 有 这 一 条 件 . 
其 它 方 向 的 滑 移 面 也 有 类 羽 的 系统 消光 ， 其 规律 是 ; 如 果 滑 移 面 垂直 于 [wvw] j 

向 , 油 移 量 (内 豪 平移 分 量 ) 为 us， 出 对 于 属于 Des] San hu 反射 , 即 过 原点 的 和 
AT [ura] 带 轴 的 倒 易 面 上 的 例 易 点 ,满足 条 御 | 
| TITTEN 


(8-17) 
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的 区 而 才 下 能 出 现 , 式 中 gu 是 指数 为 Aki DRRR., 

这 一 规律 可 一 般 地 证 朋 如 下 : 

WREKE W, w 十 w,)， 其 中 反映 部 分 (W, w) 把 坐标 ox Yas x. 
变换 至 x,, yu» Sun DUAE fx 一 za Ya— Ya» Za— ta] f [uru], XE [wvw] RAER 
HAD m. SIb Dir (W, Ww; + zD, ) fE f. T (z, Yas z.) 处 的 原子 号 位 于 x, Yas 
za) + w, 处 的 原子 成 对 地 出 现 , 这 时 式 《4-14a) 变 为 


NA 
F(hkI) = $) Lerpisi äs, + Ry, + fe, 


LE 


{1 ET E Ky. — y) + KZ, — 2) + gu w,1) 


(8B-18a) 

对 本 属于 [ss] m BDE HU 

hu + Rv + Iw == O, 
HI 

hx, DE x.) n k( y, mE y.) ag I( z, ws Za) zz H 

式 《8-18a) 化 为 

NA 

FCAR 一 $) f,expZ2mi(lx, + ky, + iza) 
X [1 T exp2ni( gar š w,)] (8-18b) 


Tt 1-3-2 节 中 已 经 指出 。 清 移 分 量 ww， 必 为 某 点 阵 平 移 矢 量 之 半 ， 故 式 (8-18b) 中 
Su: 0， 可 能 是 整数 和 半 整 数 ,车 为 半 整 数 ,该 Ar 反射 就 会 系统 消光 , 故 有 式 〈《8-17)， 

Sept [uri] 方向 的 滑 移 面相 联系 的 反射 条 件 仅 适用 于 分 布 在 二 维 的 过 原点 且 
垂直 于 [wow] 的 合 易 点 阵 平面 上 的 反射 , 即 属 于 [wvw]】 晶 带 的 反射 ;因而 称 为 “ 晶 带 反 
射 条 件 ”"”， 表 8-4 列 出 了 各 晶 系 中 对 应 于 滑 移 面 的 量 带 反射 条 件 。 例 如 ， 立 方 唱 系 中 垂 
BT [011] 方向 的 4 RI, HARRE w, = +aj4 + bjA —e/4, 属于 [0111 S 
带 的 反射 为 kk 型 , 按 式 (8-17)， 反射 条 件 是 : 

2k + h= 4n' 

jx Es 8-4 中 所 列举 的 反射 条 件 ， 


8-5-3 螺旋 轴 引 起 的 系统 消光 
过 “一 yy 一 加 点 且 平行 于 [001] 的 2 螺旋 轴 使 位 于 《x。，y。，z。)》 的 原子 与 
位 于 (aa Zen -ys + i» ++ z.) 的 原子 成 对 地 出 现 。 这 时 结构 因子 的 表达 式 


A (4-14a) 变 为 


PCAÄI) = Y Jaexp2z3(Àix, + ky, + lz.) 


#= 1 


x d EE | ETE 二 1 (8-192) 


SA (8-16) HX (00) KIA (8-19a) 可 简化 为 
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NA 


F(007) = > f,exp(2ailz,) [1 + exp(ui2)] CB- 19b 


显然 , 当 De 2n + 1 时 , 《001) 反射 系统 消光 , 仅 当 1 一 2n iq (001) 反射 才 可 能 出 现 ， 

平行 于 [001] 的 各 种 螺旋 轴 引 起 的 系统 消光 列 于 表 8-5， 污 者 可 仿照 式 〈8-19) B 
FREUE, W [100] 和 [010] 方向 的 螺旋 辕 也 有 类 似 的 效应 ， 见 表 8-5, GENEE 
的 反射 条 件 仅 适 用 于 包含 原点 的 与 旭 旋 轴 平 行 的 倘 易 点 列 , 因 而 有 了 峙 称 之 为 "系列 反射 条 
it". 


表 8-5 对 应 于 螺旋 轴 的 又 列 反 射 条 件 


| MEE MEE. 
反射 类 全 ”| ujak | 一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 | 反射 第 忻 所 用 的 品 体 学 坐标 系 
3627 n] Kex EL 符号 
2 E 
dee af? [R$ (a EE GAP IE. 5E s gu 
A00 | t100) 5. 立方 
gin «j^ du 
4s (ës tE IESE 207; 
sn 2n Ar? E | 
0X 0 [910] 4, YV 
A= `| bi 4 3 
(6 f Le i — TE)» 
i = 2n 
00 EX š 
| ás 四 方 
I zn 
909: | f=3n | on cj13 | 5 SS se Af 
(es pn ` elo ` 6,5 6, 


ENEE E UE gd RBR T: 
如 果 列 失 量 里 一 grit = (à, k, EE EE ECH 
及 映 操 作 的 矩阵 表示 是 | 


PW — (Wi, x; + Gei e) J 


LZ. 


Wu] ds ki GA AN 
H, Me PH (8-202) 


ET UE PE 
H «aw, hw + kwp, + Iu, Ze 整数 (8-20b) 
X TiEHH EA fp 3808975 E RINE hee, IR e RT o 的 位 置 平 称 分 
ow 二 0, 设 操作 XC NUES mw， 则 单 胞 内 的 原子 每 w 个 一 组 ， 分 成 了 Nim 组 , 结 
构 因 了 于 的 表达 式 式 《4-14a) 变 为 


= 224- 


N/m 


FCAR = >  K[exp2ziH r, + exp22iHE - (Wr, + w) 
uy 二 1 


+ exp2= H (Wr, + W i, + wo ee 
+ exp2xiH : (Wr, + Wew, ck ... + Ww, + w,)] 
对 于 满足 天 件 式 (8-20a) 的 反射 ;有 H WISH 为 任意 正 整 数 ), 上 式 可 进一步 简化 为 


N r rh 
ECAÄIN = > f.expC2siH © r, [i + exp(2=ili - a.) 
"-i 


+ oexp(2zx1H > 2w,) 十 。，* zb exp(Zai H e (m — (Am, Al 
由 于 操作 V 的 阶 是 m, mw, DJAR R, H mu, 等 于 整数 , 5 .Ww 一 + 
(EROM CAPIR AARS l, Ak) 反射 可 能 出 现 ; 当 Ho w, 一 jm) 为 
整数 ) 时 ,大 用 矢量 乃 示 复数 , 方 括号 内 w 项 复数 的 天 基 之 和 构成 闲 合 的 多 边 形 ,; 寺 和 而 和 为 
零 , 这 样 的 Ak] 反射 就 系统 消光 。 
读 岩 试 按 上 上述 一 般 规 律 核对 家 8-4 与 8-5, 


8-5-4 E| SEHE S EE RET 


& ^ zs [EJ EE Pd ze nm F SE SD R e RES c for REX AREE Kai ale SUD ARE. XJ 
BUT—R& br B HJ S EDU BE SR PEL EATARRA Wyckoff Br ES 不 论 某 具 
体 的 晶体 结构 中 原子 占据 什么 样 的 Wyckoff fir. 一般 条 件 总 是 被 遵从 的 。 如 上 文 所 
述 ,一 般 反 再 条 件 来 自 ，(i》 有 心 ( 非 初 基 ) 单 胞 ， 相 应 的 反射 条 件 叫 整体 反射 条 件 ，(ii) 
滑 移 面 ; 相 应 的 反对 条 人 忻 册 晶 带 反射 条 件 ; Gu) Se, BK Sms aka 
件 。 广 解 祥 观 罕 天 的 及 射 时 ,应 按照 从 1) £j Cui) D'REI SW, (ui X 
条 件 可 能 被 包括 在 (1) 类 条 人 忻 中 ，(iii》 类 条 件 则 可 能 被 包括 在 G) 或 Gi) 类 条 件 中 ， 

例如 ;图 8-2(a)》 所 示 空 间 群 C12jel 的 一 般 反 射 条 件 是 : 

(1) hkl.: h + À == 2n 

(i) 0L: Å, i = 2n 

Üi: k = 2n 
ARO: h + k=2n 
Gii) 042: k= 24 
ADG: A = in 
0027: i = 2n 
Hr di (x Bo 81e Akh + k = 24” 说 明 该 空间 群 为 C 心 : 晶 带 反射 条 件 "A04 了 一 
WEE GERI b Hie 温 移 面 。 但 其 它 晶 带 反 射 条 件 都 是 整体 反射 条 件 "ARE h+ 
k = 2n" Dis, an Okk = 2x ”并 不 意味 着 有 垂直 于 [100] HER è is E 
dk 8-4). MÆ & + K = 2# 当 & = 0 时 的 特例 。 系列 反 英 条 件 “040: 一 2n" 是 整体 
反射 条 件 的 特例 ,和 磁 巧 空间 群 CI2/c1 也 存在 着 平行 于 [010] 方向 的 2, 螺旋 轴 。 另 一 
系列 反射 条 件 “A00: 关 一 2n" ”也 是 整体 反对 条 件 的 特例 ， 并 不 意味 着 有 洛 [100] 方向 的 
2, 蛛 旋 轴 ， 第 三 个 系列 反射 条 件 “007: ¿= 2x” 则 是 晶 带 反射 条 和 件 的 特例 也 并 不 意味 
XH [001] 方向 的 2 Wa pesa, 
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对 应 于 每 一 种 特殊 的 Wyckoff 位 置 的 特殊 区 射 条 件 , 除 了 一 般 民 区 条 件 外 ， 还 可 能 
有 附 明 的 其 些 额外 反射 条 件 。 例 如 ， 图 8-2(a) 所 示 空 间 群 C12/el 的 4a 位 置 的 等 效 


点 的 坐标 为 0，0，0 和 0，0， 这 意味 车, 就 占据 Ae 位 置 的 原子 而 言 ， 其 洛 e Bu 


的 平移 局 期 碱 半 , 因 而 其 倒 易 点 阵 沿 ce* 方 向 的 周期 加 倍 。 因 此 ， 就 占据 4 nom T 
对 了 射线 反射 的 贡献 而 言 ,除了 一 般 反 射 条 件 外 ,还 应 额外 附加 一 个 条 件 ; BAIT 2 ， 
当然 ,如果 其 唱 体 结构 中 还 有 占 握 一 般 位 置 或 de. 4d, Ae 等 特殊 位 置 的 原子 , 则 该 晶体 
的 和 射线 反射 出 现 的 条 件 并 没有 上 述 额外 条 件 。 如 果 4a 位 置 由 该 晶体 由 散射 本 领 高 的 
原子 所 占据 ,其它 位 置 的 原子 的 散射 本 领 较 低 , 则 不 遵从 4 位 置 的 额外 反射 条 件 AR: 
i= 2n) 的 那些 反射 就 很 弦 。 

立方 空间 群 的 反射 条 件 往 有 "permutable", — Sk tiho kki 任 
Sa: “h, k, l cyclically permutable” 则 表示 可 拒 指 数 A, k, 1 循环 交换 。 此 外 ,用 
苏 面 体 坐 标 系 描述 的 鞭 面 体 空间 群 中 ，#， A, 1 总 是 可 以 循环 交换 的 ; 某 些 四 方 空间 群 
中 思 与 允 是 可 以 交换 的 。 这些 在 列举 反射 条 件 时 未 明确 说 明 . 

当 采 用 六 角 坐 标 系 描述 六 第 最 族 空 间 群 时 ,采用 Bravais-Miller 指数 kki, EB A, 
k, I 三 指数 与 普通 的 Miller 指数 一 样 ，i 一 (h+k) RANEA, A h, k, i 
可 循环 交换 ,空间 群 表 中 在 列举 反射 条 件 时 也 未 说 明 这 一 事实 ， 


$8-6 Patterson 因数 及 其 对 称 性 


8-6-1 55) 5B TERX 


在 运动 学 衍射 理论 中 ， 晶 体 产 生 的 X 射 线 衍射 的 强度 与 衍射 振幅 的 绝对 值 的 平方 成 
正比 。 设 人 射 波 疲 矢 为 ko SE SI 
k 的 衍射 波 的 振幅 (图 8-12)。 设 一 个 电 
子 产 生 的 散射 玻 的 振幅 是 4., 在 位 和 为 
r 的 4 点 电子 密度 是 e(r), JU r 处 
dV ARARE F EDRI EA iR 
是 

图 8-12 ”说 明 程 笼 的 计算 A.P (r )dV (8-2la) 
r 处 的 电子 产生 的 散射 疲 较 之 坐标 原点 0 处 的 电子 产生 的 散射 疲 的 程 差 为 

A = AB — OC = r- (hk — R>/ | R| 

故 处 d 体积 内 的 电子 对 总 的 衍射 疲 振 幅 的 贡献 是 式 (8-21a) 与 相 角 因子 exp 
(一 2z1A14) 的 乘积 : 


Apl r)exp( —221 A] &)dV (8-21b) 
CHE KE KER k 与 R 的 长 度 为 被 长 4 的 倒数 ,部 
| hi m LI is LI) 
JbE XD X 
s-h—h, 


"Haf A/A 一 —s r, RAA (8-215), HECAYA HARIRA V, 积分， 就 得 


+ 226" 


到 一 个 单 胞 产生 的 衍射 疲 的 据 巾 为 


A | BEE (3-223) 
若 对 整修 品 体 试 样 的 体积 积分 ,就 得 到 整个 晶体 试 桩 的 衍射 下 振幅 为 
4. | pl r)exp(2zis - r)dV (8-22b) 


AX F a, b, c 2 ER , hr A 
r = Xa + YË + Ze 
沿 三 个 基 矢 的 分 量 分 别 为 X, Y, Z. WA (8-22) 中 的 体积 元 JV 可 表示 为 
dV = (Xa) x (dr b): (dZe) = dXdYdZ - V, 
由 普通 的 有 关 和 射线 或 电子 衍射 的 书 ( 如 文献 D. 7, 8D 可 知 , 对 于 尺寸 无 穷 天 的 
LE, are ER s PER hkl BRAN RUY H 
s = ha^ + kb* + fei (8-23) 
村 , 式 (8-22b) 才 可 能 不 为 零 ， 从 而 衍射 强度 可 能 不 为 零 。 满 足 条 件 〈8-23) 的 衍射 东 
称 为 Aki 衍射 ,或 ARD 反射 注意 到 
(Chef + kb* ict). (Xa + Y b + Ze) = hx + £Y + 1Z 
并 定义 结构 因子 为 一 个 单 狗 的 衔 射 波 振 由 与 一 个 电子 的 散射 波 振幅 A 之 比 ,就 可 得 
hkl 反射 的 结构 因子 FORD 的 表达 式 如 下 : 


r 


FOAM — V, Lu | ay | az - o( X, Y, Zyexp2xi( X + AY + 1Z) (8-24) 


如 果 把 一 个 单 胞 内 的 电子 密度 函数 (r) 分 解 成 该 单 胞 内 NN 个 原子 的 电子 密度 函数 
cf 


er) == > pa r) 


[ 式 中 o Cr). 是 单 抱 内 第 ?个 原子 的 电子 密谋 函数 ], 并 定义 第 ”个 原子 的 原子 散射 因 于 
Gs) 一 | pelr)exp2ris - (r — ra)aV 


(RP r, = ra tyb tze 是 第 * 个 原子 的 中 心 的 位 关 为 则 式 〈8-24)》 就 化 成 了 4- 
5-1 节 和 88-5 所 述 的 结构 因子 表达 式 : 


POD 一 A. Jeep Zeit As, + ky, + ize) (4-14a) 


另 一 方面 ,晶体 具有 周期 性 ,电子 密度 函数 (X, Y, Z) 是 X, Y, Z mae 
期 的 周 翰 胡 数 ,内 而 可 展开 成 Fourier 级 数 : 


eX, Y, Z> = >, >. > C,,,exp[ —2=i(pX + qY + rZ)] (8-25a) 


Pm —a 时 本 一 地 T m — 


为 探讨 Fourier 系数 《Cs 与 结构 因子 FORD 的 关系 ,把 式 (8-25a) RAA (8-24), 
得 
FD = V, S) E M C» | aX | dr | 2 


exp2zil (k — p)X + (& — 9)Y + (1 — r)Z ] 
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hL 25 pco 


n exp[2zf(h -~ p)X]1dX = | 
Q0, M ph 


可 得 
FChkl) — V.C 
IL (8-252) 可 改写 为 
p(X, Y, Z) = — 3 3 Kä F(hkl)exp —2ai(A X + RY + 1IZ)] (8-25b) 


1 
V, k= -a k= jaa 
EEIE (8-24) 和 (8-25b》 可 知 , 结 构 因 子 FOR) Pa reg vk, Y, Z) P 
X Fourier Aa 
在 总 体 结 构 的 和 射线 衍射 分 析 工 作 中 ， 人 们 用 买 射 线 和 人 衍射 及 其 它 方 法 5 获得 有 关 基 
品 体 结构 的 (大 的 信息 ,然后 按 式 (8-25b) 计算 出 该 晶体 结构 的 电子 密度 通 数 oA, 
Y, Z). 


8-6-2 Patterson 函数 


PAER, SX (8-25b) EH TARARE- "Em, Dog" AR 
ex. y, z) 的 峰 将 指示 原子 位 置 。 但 实验 能 直接 测量 的 是 累积 强度 及 由 之 计算 出 的 
Ai， 很 难 测 定 结构 因子 的 相 骨 ， 为 此 ， Paterson 提出 利用 可 实验 测定 的 数据 
|F (AK 进行 Fourier 变换 ,这 样 变 换 得 到 的 当然 不 是 电子 密度 函数 olr) ER 
结构 与 注 逆 结构 的 凑 积 ,或 原子 相关 阔 数 , 称 之 为 Patterson pA, 

为 了 型 解 Patterson 函数 的 上 述 意 又, 以 一 维 晶 体 为 例 说 朋 如 下 。 图 8-13(a》 表 未 
六 一 维 晶 体 的 电子 密度 函数 上 失 X)， 该 晶体 单 胞 长 度 为 a, SRTURERPYE S PDT X ,= 
0.0, Xa = 0.2, Xe = 0.7 的 AH, B, C "HT, eX) KRAE X = 040, 0.2 Si 
0.7 处 为 极 大 。 现 我 们 定义 一 维 Patterson PESE 


P(x) = o | CXX + dX (8-26) 
最 然 , 对 这 样 的 * 值 ,它们 使 被 积 项 数 中 的 珊 个 因子 eCX) 和 X + x) ERAS PO 
TRAE: H r 等 于 零 或 原子 | 间距 了 时，、P(x) 才 达 极 大 值 。 图 8-13Cb) 是 与 图 5-13Ca) 
有 所 汞 出 子 密度 明 数 CX) 相应 的 Patterson EM, CE x= t02, +03 3530.5 处 的 


EM B + C 


| 
| 


(b) 
B] 8-13 一 维 唱 体 的 型 子 密度 函数 o(X) (a) 祝 相 应 的 Patte:son 读数 Pir) Cb) 
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嵌 分 别 对 应 于 AB, CA 和 BC 原子 对 。 换 名 话说 ，Parterson 图 数 的 蜂 并 不 代表 原子 
位 史 , 而 代表 原子 对 间 的 位 矢 ,; 是 原子 对 相关 冰 数 ， 
三 维 Patterson 国 数 的 定义 是 : 
Di ri = |, eC R)ec R + ryaR (8-273) 
或 
Dien y, z) = V, | ax | ay Let? Y, Z)e(z + X,y + Y, z+ Z)aZ 
(8-27b) 
式 中 的 P 用 式 (8-25b) 表示 就 得 到 
BC E S E SS Y Y FKKUFRDexpI—2ui(hx + ky 
c n^ d F n n i 


4 49] | | |. cui ou payka qha yp qh 
+ DZ]Y4X4YaZ 
注意 上 式 中 积分 具有 # 函数 的 性 质 ; 当 h + hp — 0, K + k=—0, {十 1 一 0 时 积分 值 
为 1， 兵 它 情 况 下 积分 人 为 零 。 并 注 春 对 当 原 子 散 射 因 子 L 为 实数 ( 即 忽略 反 前 色散 效 
应 > 时 
FCAR = F*(hkl) ( 4-14b) 
PCr, y, z) = + > 2 5 | FBRD) | exp [ —2=i( bx + ky + 1z)] (8-282) 
$ ñ k í 


式 (8-28a) 说 明 Patterson PE EEG] H SC RUE P s 3X | F(AkD)|* 的 Fourier 变换 。 
由 式 (4-14b) SIS | FORD! = | F(ARD 2, fb Patterson 函数 是 实 函 数 ， 可 写成 


Ets, y, x) x $29 S) |FCAkI) l costæ(hx + Ry dz) — (8-28b) 
¿ç A L í 


8-6-3 Patterson 函数 的 对 称 性 


某 出 体 结 构 的 对 称 性 用 空间 群 符号 描述 ， 则 该 总 体 结构 的 Patterson 明 数 的 对 称 性 
Hi Patterson 空间 群 的 符号 描述 。 由 某 晶 体 结 梅 的 空间 群 的 符号 求 其 Pauerson 空间 群 
RES E BE U RE: 

(1) DER EI E P A 9] FB AB Rz B ERE FC A E FAAA EA 

(2) 若 这 点 式 空 间 群 不 是 中 心 对称 的 ;就 加 上 倒 反 中 心 。 

例如 ,图 8-1 ARZA Cmm 加 上 合 反 中 心 后 成 为 Cmmm; 图 8-1(3) ARE 
NE Ci2/el 变 成 点 式 空 间 群 后 成 为 Cl2/ml, 

为 了 说 明 上 述 步 卫 的 正确 性 , 需 证 明 Patterson 函数 具有 对 称 中 心 。 还 需 证 明 ; dX 
(W, w) 是 晶体 的 茶 对 称 操作 ， 则 W 是 Patterson 函数 的 对 称 操 作 . 

对 式 《8-27a) FERGA 

R —ü— R+ r 

可 得 
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PCr) = le — r)e( RM — P(—r) (8-295 
这 就 证 明了 Patterson ARRE XE RUD, 

AAIR (W, w)fERSIS—EREPEE I) 上 ， 就 是 招 空间 呈 这 函数 Oro Ha 
dii (HI at gi HADAR r CNEL: W, HEB w, 
EREHRA r) FERREE W. 
w) 操作 , MU tS #l|— ARR Ari C 8- 
14): 


WAA 


d(r) = (W, wyr) 
由 图 8-14 SI, hf rk ir 
AEF IARE WHr — w) 处 之 值 ; 
dir) =L W (r — w)] 


BH 

(W, w)fCr) = IIW (r — w)} (8-30) 
现在 我 们 利用 Paterson AR HEXA 
图 8-14 对 函数 (Gei 的 操作 变换 (8-27a) WA (8-30) (ERR, u^ (OW, w) 是 

空间 群 的 对 称 操作 , 旭 电 子 密度 国 数 (r) RARER (W, w), BI 
er) = (QW, wplr) — plW (z — w)] (8-31a) 

则 Pauerson MARRAN ERE W, B 

Pri = WP(r) = PWr) (8-31b) 


把 式 (8-31a) RAA (8-27a) 可 得 


se 二 维 与 三 座 Patterson 对 称 性 
Patterson 对 称 弓 (空间 群 序号 ) 


et CIR 
C2/ m(12) 
Cmmm(65) Immm(71) | Frmmm(69) 
I4m(87) 
l'4mmm(139) 
p R3(148) 
P KR3s(156) 
P 
6i» w /m(175) 
ñ ! rt sa tn P P6 /memmÁ (191) 
m3 PIF Pm3(200) fe ZC 2047 Fm3(202) 
mni PF Pmri3m(221) Imim(229)  Fmim(225) 
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PCr) = | et Biet ët e 
= | elW^(R — w)Yot W- CR + r — wy]aR 


& | pCR)pCR + Web 


== POW r) 
以 上 进行 了 变量 替换 R —W-(R w). = (8-31) 说 明 Patterson. 空间 群 总 是 点 式 
至 | 团 群 , 而 不 论 某 晶体 结构 的 空间 群 是 否 点 式 空间 群 . 

表 ?7-1 已 列 出 了 三 维 的 73 种 点 式 空间 群 。 将 它们 加 上 倒 反 中 心 后 得 到 24 种 三 维 
Patterson 空间 群 ， 见 表 8-6, 表 中 已 考 卉 到 Laue 38 3m 与 六 角 点 阵 组 台 的 方法 有 詹 
种 ,从 而 得 到 两 种 Patterson 对 称 性 Pai 和 P31m, Æ 8-6 中 还 列 出 了 二 维 Patterson 
对 称 性 ,共有 7 Rb. 


5 8-7 特殊 投影 的 对 称 性 
8-7-1 引言 
把 电子 密度 oe(X，Y，Z)》 沿 其 点 阵 矢量 方向 积分 ， 就 得 到 电子 密度 沿 该 点 阵 矢 量 
方向 的 投影 。 例 如 把 式 〈8-25b) 对 ed2 从 一 二 到 十 — 积分 就 得 到 电子 密度 沿 e 方 


向 的 投影 ; 
AX Y) o e| p(X, Y, EM? 


Tm 


=E > $ F(hRO)exp[ —2ri(hX + ÀY 2] (8-31) 


A, An-e bz-—o 
rh 4 = Ue lla" x 6*|， 是 单 胞 在 要 直 于 e FARRER. 


式 (8-31) 说 明 ， 只 要 用 [001] 带 轴 的 衍射 数据 FARO, BEIER tE 
[001] 方向 的 投影 。 因 此 ， 唱 体 学 家 经 常 利用 晶体 结构 的 投影 。 但 沿 任意 一 般 方 向 的 投 
影 不 能 反映 昆 体 结 构 的 特征 , 仅 藻 点 阵 矢量 方向 的 投影 才能 较 灵 敏 地 反映 结构 的 特征 . 国 
际 晶体 学 表 A 卷 呈 中 每 个 三 维 空间 群 图 表 中 都 列 出 了 若干 特殊 投影 的 对 称 性 ， 利 用 投影 
结构 的 对 称 性 可 以 简化 结构 因子 和 电子 密度 的 投影 的 计算 ( 详 见 S 12-3), MAAS Bh F sa 
i £i JEN ABT. 

翅 图 8-1 所 示 空 间 群 Cmm 的 等 效 位 置 配置 图 党 [001], [100] 和 [010] Ji 
投影 所 得 投影 结构 分 别 示 于 图 8-15(a), (b) A C). AHERE RE FEEF 
的 配置 绘 出 了 对 称 元 素 的 配置 ， 将 这 三 种 对 称 元 索 配 置 图 与 图 2-11a) BUR 17 种 平面 
群 的 对 称 元 素 配 置 图 对 比 , 可 知 这 三 个 投影 结构 的 对 称 性 分 别 是 ¿2mm, plm] 和 pllm_. 
由 于 空间 群 Cmm 有 C 心 平移 《ea + b)/2, EER [100] 的 投影 结构 在 b ona 


HAERES 8-15Cb) 中 取 æ 一 > b 5 mEGPEBHOBUBO-—T 4x. HA, c 


s Aale 


图 8-15 aal Cmm? gi [001], [100] 和 [010] 
的 投影 图 。(a) HE [001] E, c2 mm; (b) EE [100] 
HE, imi) e) m [010] iE. plim 


心平 移 还 使 得 治 [010] 的 投影 结构 在 a 方向 的 周期 减 半 ， 图 8-15 中 用 a ah X 
RERE ARRIER a, b 和 e 表示 空间 群 惯用 胞 的 基 矢 . 

为 了 系统 地 推导 投影 结构 的 对 称 性 ,我 们 先 在 8-7-2 节 介 绍 求 有 心 单 胞 和 对 称 元 素 
的 现 影 的 一 般 原 理 和 方法 ,再 在 8-7-3 和 节 中 介绍 空间 群 图 表 中 有 关 特 殊 投影 的 对 称 狂 的 


Bao; 
45 = LI 


8-7-2 EE KC ek rekt 
有 心 单 隐 的 投影 分 贞 种 情况 ; 
(OD 投影 方向 平行 于 点 阵 有 心 尖 量 ， 对 于 4, B, C, 1 m R 3 ( RA f IRAI 
共 面 体 点 莲 的 三 重 单 胞 ) 有 心 单 胞 ;投影 得 到 的 平面 胞 是 初 基 的 ;对 于 Fi 心 点 阵 , 单 胞 的 多 
mr 4 EZ 2, 
BA G) kO [111], [i1], [1111 $0 E111] ££: SUAE [i ia ; 
(3) COP [110] 和 [110] 投影 得 初 基 单 胞 ; 


(ii) FHR A Ee blei, 正 放置 (有 心 阵 点 在 


322 g) wi [T11]，[211] R C20) 投影 , 逆 放 置 CT 
| e 处 ) fia E111], [211] 或 [121] 投影 ;都 得 到 初 基 胞 ， 


| 


(2) 投影 方向 不 平行 于 点 阵 有 心 矢 量 ， 此 时 平面 单 胞 与 三 维 单 抱 的 多 重 性 一 伴 ， 但 
3A FER SE MA BRE T6 AS ee 50 S 


din. G) 体 心 立方 单 胞 沿 [0011 投影 得 c 心 正 方 平 面 单 胞 . 需 采用 a' 一 P (a— 


b), b 一 A (a + b) APERE 2: , 1355 RUBRO TEE ta IE 25 SE TRE PLIN 


(Gi) 正 交 体 心 单 胞 沿 [010] 投影 得 “ 心 矩 形 平面 单 胞 ,这 是 惯用 胞 . 
(ii) e EE EE EE RARE [0001] 投影 得 三 重 的 六 角 平 面 鸥 ,在 mi 


处 各 有 一 际 点 ， 经 过 基 基 变换 a = E (2a + b) gj b 一 i (一 a + b) 后 就 得 到 惯 


HARRAK. 

空间 群 的 对 称 元 素 投影 后 不 一 定 还 是 对 称 元 取 ， 当 对 称 元 率 的 取向 平行 或 垂直 于 投 
影 方向 时 ， 该 对 称 元 素 投 影 后 可 能 是 对 称 元 素 。 任意 对 称 操作 沿 投影 方向 的 平移 分 最 都 
会 消失 ， 垂 直 于 投影 方向 ( 即 平行 于 投影 面 ) 的 平移 分 量 则 本 保 留 。 各 种 晶体 学 对 称 元 素 
的 授 影 妇 商 列 在 表 8-7 rh, 


表 8-7 晶体 学 对 称 元 素 的 投影 


三 # 对 称 x K S mmu Eo 


As ken d ERA? GENH 
G TS =x] HORREA) 
转轴 2; 3; 416 旋转 点 2; 3; 46 
We sh 2, 旋转 下 2 
Aua 3, 3 
x hs 4, 43 d 
p bs ën Go 6o 6, ó 
E XM ^ 流转 点 4 
E 6=3/m 3, ATAŞ 
Ou 3253xT 6 
ES m RR m 
E EOD Tab piq D 2 E 
TEE TG m SES TRS m 
转轴 2; 4:6 RE m 
3 X 
x AR in 5 45 6,5 6, 反映 线 m 
W 2,5 a An fun Daun 6, mou og 
i 31» 5 x 
影 Wem 4 XiDPRREOEE Em 
s Zen Zo TREE EE 17:3 0251 25173 kk sË ne 
3= AT RRE duo 9 ERO RS 2 
反映 和 面 8m FTH EN R st 
iios tonum 平移 t 


0 
Xx 8-7 可 概括 如 下 : 
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(1) 平行 于 投影 方向 的 n, sas 4 轴 ， 投 影 成 了 次 旋转 点 ，3 投影 成 5 次 ，6 投影 
成 3 次 旋转 点 。 由 于 垂直 于 投影 方向 的 镜面 《6 = 3/z)， 后 一 种 情况 下 投影 电子 密度 加 
fit, 

(2) SEELT XE JI RICRIDETT Tis BJ NI nus 5 0 为 奇数 时 ,投影 后 不 再 是 对 
PC, 7 为 偶数 的 > 和 5 投影 成 镜 线 ，4,, 6,53 6. 含有 2， 所 以 也 投影 成 镜 线 。2,， 
^i Aas 6, 6, 和 6, 含有 2 所 以 投影 成 滑 移 线 . 

(3) 三 二 于 投影 方向 的 反 且 面 投影 后 不 再 是 对 称 元 素 , 但 由 于 原子 重合, 使 投影 电子 
TRIS. EETRI ARRE AREIA RERE ERER aS TARM 
HUE B, 使 这 方向 的 平移 周期 缩小 。 

(4) 平行 于 投影 方向 的 反 喘 面 投影 成 反映 线 ; 滑 移 面 投影 成 滑 移 线 或 反 轴 线 , 决定 于 
首 攀 矢量 有 或 无 乎 行 于 投影 面 的 分 量 。 

(5) 沿 任 何方 向 投影 ,对称 中 心 1 和 3 轴 (3 轴 合 有 对 称 中 心 ) 都 投影 成 2 次 旋转 
M, 


8-7-3 ”空间 群 图 表 所 载 特 萄 投影 的 对 称 性 


在 每 个 三 维 空 间 群 图 表 的 标题 “Symmetry of special projections. 《特殊 投影 的 对 称 
性 ) 之 下 都 询 出 了 该 空间 群 没 三 个 方向 的 投影 的 对 称 性 、 所 有 的 投影 都 是 正 交 投影 ， 即 
运 影 到 迁 且 于 投影 方 同 的 平面 上 。 这 样 ， 球 形 原 子 的 投影 融 是 圆 ， 对 于 有 三 种 对 称 方向 
的 点 阵 ; 革 个 投影 方向 就 对 应 于 表 7-6 所 列 的 第 一 位 ,第 二 位 和 第 三 位 对 称 性 方向 ,例如 
立方 点 阵 的 [001], [111] 和 [110] fi: 四 方 空间 群 的 [0011, [100] 和 [110] 75 
疝 等 ， 若 点 阵 包 含 的 对 称 性 方 问 的 类 型 少 于 三 ,如 三 八 . 单 糙 和 蓝 面 体 点 阵 ， 束 再 选 一 个 
或 几 个 没有 对 称 性 的 坐标 轴 方 向 或 适当 的 方向 进行 投影 。 空间 群 图 表 中 采用 的 特殊 投影 
BJJ;milize 8-8, 


X 8-8 空间 群 男 表 其 用 特殊 投影 的 方向 


a 标 ES SS YR É E PJ odd 
M 
单 料 5 两 种 放置 ) | [001] [100] [010] 
IE 
四 旋 ( 501] [100] [110] 
A [001] [100] [210] 
Ju ik C111] [110] C211] 
立方 [001] [1111 [110] 


在 每 一 投影 方向 后 列 出 空间 群 沿 该 方向 投影 所 得 平面 群 的 Hermann-Mauguin 符号 . 
必要 时 平 用 到 问 关 系 人 兢 定 的 符号 ,如 图 8-1 中 所 列 空间 和 群 Cmm2 ix [100] 和 [010] 方 
向 的 挨 影 的 对 称 性 分 别 是 plml 和 plim, 

随后 一 行列 出 平面 群 惯用 坐标 系 的 基 矢 a. D eier Ride Sp E a, 


b, c 的 关系 ,如 图 8-1 中 沿 [100] 投影 时 a — b, b 一 ec， 对 三 斜 和 单 料 空间 群 ， 
Axa, b, e 可 能 不 在 投影 面 上 ,就 用 qs，48,，c, 表示 它们 在 投影 面 上 的 投影 。 例 如 
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£i 8-2(a) 所 示 空 间 群 Cl12/cl Th [001] 投影 时 ,由 于 e 与 e 不 垂直 , 就 取 a 等 地 
a 在 投影 面 上 的 投影 矢量 oa: z = a,. 

最 后 还 列 出 了 投影 结构 的 平面 群 的 原点 相对 于 空间 群 的 单 胞 的 位 置 .如 图 $ 348) = 
In Fddd $ [001] 方向 投影 结构 的 平面 群 c2mm 的 原点 在 该 空间 群 单 胸中 的 位 过 


是 Ü, u, z (Originat Ü, 0, z); 但 图 8-3(b) HH pl 29 "E SS z, 


HAR 8-2€a) 所 载 空间 群 C12/e!l WERE ARRE PAR F, TRÍRIER 
^12/cl RANE O, CE 8-7, 任何 投影 都 具有 2 次 旋转 点 ， 
(D Wr [001] 投影 : 世 心 的 投影 为 5 D. 21010] 投影 成 m, ¿[010] BJ ES X E 


(0, 0, +) 沿 投影 方向 ， 投 影 结构 中 这 滑 移 分 量 消失 , 故 滑 移 面 [010] 也 投影 成 反映 


线 wm， 内 此 ，C12jel 沿 [001] 方向 投影 得 平面 群 c2mm, RERI a =a, b = b, 
其 单 胞 原点 在 投影 负 上 《0，0，z)。 
(2) 沿 [100] SE: cO E Ca 十 b)/2 Wk a 方向 投影 的 结案 出 现 了 平移 矢量 


b/2, rr b 方向 周期 碱 为 一 半 ，2[010] 投影 成 m。c[010] 的 滑 移 分 量 In, 0, —} 


在 投影 面 上 有 分 量 , 故 请 移 面 con) 投影 成 请 移 线 #8。 因此 ，C12jcl 3$ 1001 512342 
影 得 平面 群 plam. HERA e => b, b 一 e,, KARRAR, BIZ r 


0，0 处 ， | 
(3) WV [010] 投影 。C 心 使 a 方向 的 周期 减 半 , dë kb -=> a, c[010] FOB 


得 雪 于 投影 方向 , 故 其 投影 为 平移 e/2, 使 e 方 向 的 局 期 减 半 , 因 而 取 a 一 > c, 2[010] 


t; | 部 投影 成 2 次 旋转 点 ， 因 此 ，C12jel W [010] 方向 投影 得 平面 群 ei, HERA 
a = — c, D E ea， 其 原点 在 0, y, 0 处 , 即 在 投影 轴 上 ， 


s 8-8 emm TE OR 


8-8-1 ARDIE 

图 8-16 去 图 表示 空间 群 Cmm2 的 一 般 位 置 的 配置 我 们 可 以 想象 图 中 每 个 贺 图 代 
类 一 个 占据 该 位 置 的 原子 ; 右 图 表示 其 在 一 个 单 胞 内 对 称 元 素 的 配置 ， 图 和 的 下 方 列 出 了 
一 个 单 胞 内 的 八 个 基本 对 称 操 作 和 八 个 一 般 位 置 的 坐标 ,它们 的 编号 互相 一 一 对 应 ,并 与 
两 局 图 中 的 编号 一 一 对 应 . 

设想 男 有 一 种 晶体 结构 , 见 图 8-17Ca)， 其 编号 为 C1), (3), (1) G) 的 四 个 原 
子 的 位 置 同 图 8-16 中 一 样 ， 但 原子 (2) 5 (4), Q2 与 《4) 互相 靠拢 (图 8-17a) 中 
As, He bist Cmm 中 的 C 心 平移 和 m[0101 PRE, BRET 2[001] 和 
m[100], SEE Cmm 的 八 个 基本 操作 中 保 禄 了 编号 为 《1)，(3), (1) 和 《3 7 giu 
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(+O (Qu (O90 


(3) +@ Qt 

*O +O | @+ 

10 Q+ 10.04 
对 称 操 你 
(1) 1 (2)2 0,0, x (3) m x, 0, z (C4) m 0, ys £ 
(DEET Gi LL: (3) s n La (625 L yes 
-- 般 位 置 坐 标 
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图 8-16 空间 群 Cmm 的 对 称 元 素 与 一 般 位 置 


个 ,构成 空间 群 Clm1l， 它 是 空间 群 Cmm2 的 一 个 指数 为 2 的 子 群 ， 其 陪 集 展开 式 为 
G — H + Hb, 

AG = Cmm2, H = C1ml, b, 是 空间 群 G 一 Cmm ORT H = Cimi 的 性 
意 一 个 对 称 操 作 , 如 图 8-16 中 所 列 操作 “2)， G. GO m G» 

如 本 由 于 某 种 原因 ,例如 有 序 化 ,使 得 位 于 图 8-17(a) rh (1) d (3D) 处 的 原子 与 位 
F G) 和 《3) 处 的 原子 不 等 价 , 则 < 心平 移 不 冉 保 留 ， 从 而 得 到 图 $-17(b) 所 示 空 间 
ER Plml, "LIÉ Clml 的 指数 为 2 的 于 群 ; 

Clml = Plml +  (P1m1)5,; 

B.E Clml RAT Plm! 的 任意 操作 ， 如 图 8-16 中 所 列 操作 (1) R (3). Plmi 
当然 也 是 Cmm 的 一 个 子 群 其 指数 为 4: 


Cmm2 = Plml + (Pim) >. 0) 


+ (Plm1) (2[001], 0005 + (P1m1)(2[001}, > : 0) 


HE Cmm2 中 的 第 (1), (2), GO 和 (4) 号 一 般 位 置 , 风 图 8-17tc), 得 到 的 
就 是 Cmm2 的 指数 为 2 的 子 群 Pba2. 
如 果 在 图 8-16 所 示 空 间 群 Cmm 中 取 e = 2e 作为 新 的 基 矢 , 即 单 胞 在 e 方向 


扩大 至 2 倍 , 则 原先 坐标 为 x, y, c RI 的 原子 相对 于 新 基 矢 的 坐标 变 成 了 x, y, r + "n 
XB x E z， 换 和 旬 话 说 ,对 新 基 矢 qq，65，e' 一 2e 而 言 , 每 个 单 胞 有 16 个 一 般 位 


曾 ， 它 们 是 图 8-16 rug (D. GQ), G) G), (r), (02, (3 GO 以 及 把 它们 的 
e EJ A 所 得 另外 8 个 位 置 。 设 想 另 有 某 种 最 体 结 构 , 它 只 保留 上 述 16 个 一 般 位 


236 * 


2) +O HE 
5 


0 SE Si du 
1 qM 
à NON 
1 «o nar No 
WA Z asa Sa oo 
(d 


图 8-17 空间 群 Cmm2 HEFTE. (a) Cilmi, 保留 CIO, (3)s CU OI (b) 
Plml, (REL (10, (3); (e) Pal, RE (Ds (2). (3), (4); Cd) Ceci, ZC 


e 之 后 ， 保留 O) GQ), G)+(0, 9. +), CO (0, 0, 7). 10s Q2. C3) + 


(o; 0, +) C4)+ (0, 9, T): (e) Cmm2, Är = 3b 


置 中 的 下 列 8 个 , 即 : (D, GQ), G, Q7) 以 及 把 G) GO, G, G e 坐标 加 + 


的 位 置 , 见 图 9-17(d)， 就 得 到 空间 群 Cmm2 的 另 一 种 指数 为 2 的 子 群 Ceci, 

图 8-17(e) 表示 Cmm2 的 一 个 指数 为 3 的 子 群 Cmm, BU Acc a =a, b= 
3b, c —c, HARRER b = 3b HI (a + 5b)/2 = b + (a + b)/2, 44E 8-16 
所 示 空 间 群 Cmm2 中 的 平移 b, 2b, (a + b)/2, 2b + (a + b)[2 等 .这 样 得 到 的 晶 
体 结 梅 的 空间 群 的 符号 仍 是 Cmm2， 但 其 平移 操作 的 个 数 仅 为 图 8-16 所 示 Cmm2 的 
1/3, 

一 般 地 ， 如 果 基 空间 群 G 中 的 一 部 分 对 称 操作 5; 的 集合 H 一 Aj 满足 群 的 条 
件 , 因 而 是 一 个 空间 群 , 划 H 是 G 的 子 群 ，G 是 H 的 母 群 。 作 出 G 相对 于 H 的 
LS, 

G= H + Hb t+- + Hb. 
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Hohi G 的 元 $s o” h 不 属于 前 面 的 陪 集 ， 障 集 的 个 数 s 叫做 子 群 H 在 G 中 的 

在 其 些 位 务 型 和 形变 或 无 序 - 有 序 相 变 中 , 相 变 前 后 两 相 的 晶体 结构 很 相近 ， 这 两 柜 的 
A RRE E AR TARRA PE Le, EHER RAE KE etx mk 
和 精细 结构 的 类 型 时 ,在 研究 有 联系 的 两 种 申 体 结 梅 的 关系 时 ,有 关 空 间 群 的 母 群 污 子 群 
时 信息 极为 有 有 用。 


8-8-2 空间 群 的 最大 子 群 


如 3-3-1 "Gre, äu H 是 空间 群 G 的 子 群 ,而 且 不 存在 满足 条 人 性 
GAP 

"USt Af, WS H 是 G 的 最 大 子 群 ，G 是 H 的 最 小 母 群 ， 以 上 GSM 表示 M E 
G HATER G 中 有 对 称 操作 未 包含 在 M 内 ， 或 者 说 M 在 G 中 的 指数 大 于 1. 
BE] 3-3-2 节 所 述 Lagrange 定理 ,指数 为 2?，3，5,… 等 素数 的 子 群 都 是 最 大 子 检 . 因 
Vz E 3-17a), Co), (d), (e) FR Clml, Phal, Ceéei, Cmm2 都 是 图 8-16 J: 
Cmm? WA AT ER. (d Plml 不 是 Cmm2 的 最 大 子 群 ， 因 为 空间 群 Clml [图 8-17 
(a)], Pmm2, Pbm2 都 是 空间 群 Cmm2 的 指数 为 2 的 真子 群 , 它 们 及 都 是 空间 群 Plmi 
[482x279 2 EJ SHE. 

任何 空间 群 的 子 群 的 个 数 都 是 无 穷 多 的 ,在 空间 群 图 表 中 不 可 能 列 出 其 全 部 子 纤 . 但 
妇 玉 我 们 有 了 关于 每 个 空间 群 的 最 大 子 群 的 信息 ， 则 对 于 给 定 的 空间 群 G。 其 任何 一 个 
TE H 者 可 以 通过 最 大 子 群 链 G 一 HHH... DH, — H 而 获得 .在 
wik TERKO h, H; 是 Hia 的 指数 为 Un ARATE, 1 i, 2, sr。 在 二 与 
H 之 则 可 能 有 车 十 这 样 的 链 ; 例 如 从 空间 群 Cmm2 HETE Plm1(Pm) 有 3 个 不 同 的 
ii AATRES, 从 Cmm2 到 P112(P2) 有 4 个 最 大 子 群 链 ， 见 图 8-18， 画 中 各 空间 群 者 
采用 了 到 癌 关系 确定 的 扩展 HM F5, 如 Car dn C121 播 号 内 则 是 该 空间 群 的 标准 简 
kí HM Tf, 


Cmm2 
bai 
M EH Pbm2 Pmm2 Pha2 C112 
(Cm) (Pma2) | (P2) 
Piml 
so [| ll JL 
P112 
(P1) 


图 8-18 SER Cmm 到 其 子 群 Plml 和 P112 的 最 大 于 群 链 


空间 群 的 子 群 可 以 分 成 三 种 类 型 : 

(D * 子 群 或 同 平移 子 群 ， 母 子 群 具有 相同 的 平移 群 ,但 子 群 的 点 群 阶 数 降低 . 如 图 
5-172) 所 示 Cimi 是 Cmm 的 同 平 称 子 群 ，C1m1 的 点 群 m 的 阶 (2) Æ Cmmi 的 
H mm2 Ait CO 的 一 半 。 | 

(U) £T ES 2 TÉ. SPCT PEB A PEIB, BUECTI-— IO. 但 母 群 中 的 
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一 部 分 平移 在 子 群 中 内 去 了 ,或 者 说 母 群 的 点 阵 中 的 一 部 分 阵 点 在 子 群 中 失去 了 ， 

k T REX n] y EX — REIR 10: 

(la) EET EEBS EU S e FE SES G 的 惯用 晶 胞 是 有 心 的 , 子 群 H 失去 了 G 
的 某 个 或 全 部 有 心平 移 , 保留 G 的 整数 平移 。 如 图 8-17(c) rz, Gg Pha? 较 之 
Cmmz, RAAN BEET CO, i Pbo2 E Cmm Hk, EAZA REHE 
E HË, Pmm2, Pbm2 和 Pma2 都 是 Cmm2 HRA AERAR & TE 《 同 晶 类 于 
BE). 

(IIb) H HRERL G 大 ,但 H 5 G mmi, 

3-3-6 节 已 介绍 了 群 的 同 构 的 概念 ,两 个 同 阶 的 群 G 与 CG # 8 aji 3S2E XE. EI 
G 中 的 任 一 元 g Wi dë te XN. B. G RATHER gz 与 
G HURE ng 对 应 , 则 称 群 G 5 G 同 构 。 但 空间 群 的 同 构 的 定义 则 更 严格 ,机 求 
群 G 与 G 是 同 一 种 空间 群 或 互相 对 映 , 才 能 说 G 与 G' mI. 

例如 ,图 8-17(d) 所 示 空 间 群 Cec2 ARRAREN 8-16 所 示 空 间 群 Cmm2 的 
HAHAH (c = 2c)， 而 且 丙 前 同 电 类 (mm2)。 此 外 还 有 Cmel (e 一 2c)， 
Immie = 2e), lbal(c = Zei DI Ima2(c = 2e) 等 都 是 空间 群 Cmm2 DIr 
三, 但 它们 的 攒 用 量 胞 都 化 《 癌 2 的 大 ,而 且 与 Cmm2 ^n. 

(uc) H 的 惯用 品 胞 比 G RA H t, G iis. 

图 8-17(e) 所 示 空 间 群 “mm2 较 之 图 8-16 所 示 空 间 群 Cmm2 RH REC. (b 一 
5)， 两 者 不 但 同 晶 类 ， 而 且 正 是 具有 同一 种 符号 的 同一 类 空间 群 《 同 梅 ])。 此 外 ， 还 有 
a —3a, d a = pa B, b = pb 的 空间 群 Cmm2 都 是 以 a, b. c 为 基 矢 的 空间 
RE Cmm? 的 同 构 子 群 ; 这 里 ? 可 以 是 任意 奇数 ， 

(HI) 空间 群 G 与 其 子 群 H 的 平移 群 和 点 群 都 不 相同 . 子 群 赋 失 去 了 一 部 分 平移 ， 
还 属于 阶 数 较 低 的 唱 类 , 

TRE OD 类 母子 群 关 系 讨 论 起 来 较为 复 求 。 府 好 Hermann 早 在 1929 ZS 
明了 一 个 定理 。 按 这 个 定理 na, 对 于 空间 群 G 的 每 一 个 子 群 再， 如 果 它 们 的 平移 群 和 
点 群 都 不 相同 , 总 存在 着 一 个 空间 群 M, GƏM SH, M 是 G 的 同 平移 子 群 ， 且 H 
是 M dme TEES 因此 ， 空 间 群 G 的 研 不 同 平移 又 不 同 蝇 类 的 子 群 H PERK 
子 群 ,最 天子 群 只 可 能 是 同 平移 子 群 或 癌 遇 类 子 群 . 

由 于 任意 给 定 空 间 群 G 的 点 群 P 是 有 上限 群 ,而 有 限 群 的 子 群 的 个 数 是 有 限 的 ， 从 
而 P 的 最 大 子 群 的 个 数 也 是 有 限 的 。 因 此 ,空间 群 G 只 有 个 数 有 限 的 最 大 上 子 群 。 例 
如 空间 群 Cmm2 只 有 三 个 最 大 上 子 群 , 它 们 是 CI12(P2), Clml(Cm) 和 Cmll(Cm)., 

对 于 一 维 . 二 维和 三 维 空 间 群 可 以 证 明 RAA k TERATE At 
是 有 限 的 , 例如 空间 群 Comm2 的 最 大 不 同 构 的 太子 群 是 : a) Dep Pmm2, 
Phal, Pbm2(Pma2), Pma? 共 四 个 ; CIb) 惯用 晶 胞 比 母 群 的 要 大 的 有 Ceoel(e = 20), 
Cmc? Ce —2€), Cemile = Zei (Cmc), Imm2(c — 2c), lba2(c 一 Zei, fm? 
(e' = Zei (1mo2) 和 Imale —2e) 共 七 种 。 以 上 括号 内 的 e —2e 表示 子 群 的 惯 
BEI d 与 母 群 的 惯用 晶 胞 基 矢 e 的 关系 。 括号 内 的 空间 群 符号 是 该 空间 群 的 标 
准 的 简 路 HM 符号 ,括号 前 的 符 号 则 是 与 母 群 的 取 商 关系 一 致 的 符号 。 

世 是 ,上 述 Ile 类 最 大 同 构 子 群 的 个 数 则 是 无 限 多 的 , 详 见 8-8-3 "d, 
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8-8-3 *ejs£tBUy9 2 

8-8-2 节 中 所 述 空 间 群 G 的 第 I 类 上 子 群 和 第 Da 与 Hb 类 类 子 群 都 是 G 的 不 
HATH IIc 类 不 子 群 是 同 构 予 群 ， 空 间 群 G 的 最 大 不 同 构 子 群 的 个 数 是 有 限 的 ， 
全 舱 太 同 构 子 群 的 个 数 则 是 无 限 多 的 ,这 可 举例 说 明 如 下 : 

MSK 8-17(e)， 与 图 8-16 所 示 基 矢 为 oho 的 空间 群 Cmm2 He, CERET 
月 心 平移 b + (a + b)/2, RETALES Ca + 55/2 $1 (a 十 66)12 + 2b, IK ffs 
Ea a = a, b = 3b, c — c 的 指数 为 3 的 同 构 子 群 。 事 实 上 ,如 下 保留 有 心平 移 
(a + 55/2 十 25， 就 可 得 到 基 矢 为 b' = (2m + 1)b 的 指数 为 《2m + 1) 的 同 构 子 群 . 
只 要 Im 十 二 是 素数 , 它 就 是 最 大 同 构 子 群 , 显 然 其 个 数 无 限 多 .这 里 以 及 下 文中 的 m, 
n. fm Site, 此 外 ,还 可 作出 C mm2 的 基 舌 为 a 一 (2m "p 1)a 的 同 构 子 群 , 当 
2n. 十 工 为 素数 时 , 它 也 是 最 大 同 构 子 群 ; 还 可 作出 基 矢 为 ec me 的 同 构 子 群 , 当 mc 
素数 时 它 也 是 最 大 同 构 子 群 , 其 个 数 都 是 无 限 多 ， 

每 个 空间 群 G 的 同 构 子 群 H HER a, F, e 5 GEK a, b, e inui 
能 是 什么 关系 , 详 见 国际 晶体 学 表 AA 卷 中 第 13 T. 

在 国际 而 体 学 表 A 卷 由 中 列 出 了 每 个 空间 群 的 最 低 指 数 的 最 大 辣 构 子 群 。 以 空间 群 
Cmm2 为 例 , 在 所 有 a'— (205 十 1a 的 指数 为 (25 + 1) B (On + D ARRIE 
六 同 构 子 群 中 ;内 列 出 o 一 3a 的 那个 指数 最 低 ( 等 于 3) 的 最 大 同 移 于 群 。 Comm? Bg 
小 本 个 指数 最 低 的 最 大 向 构 子 群 是 指数 为 3 的 二 = 3b 的 对 群 和 指数 为 2 的 & = egy 
Ti. 

此 外 ,空间 群 Cmm 还 可 能 有 a = ma, b — 2mb, 一 nc WARTE EE 
人 不 是 最 大 同 构 子 群 。 这 是 因为 ,比如 说 ,就 指数 为 4 的 区 一 2a 瑟 一 2 e = c 5j 
EERTE Cmm 而 吉 ;存在 着 下 列 最 大 子 群 链 ( 但 它 是 最 大 不 同 构 子 群 链 ): 

Comite, b, c) OPmm2(a, b, c) DCmm2(a — 2a, b = 2b, c = c) 

必须 指出 ,最 大 子 群 与 最 低 指 数 是 两 个 不 同 的 概念 。 最 大 子 群 村 以 有 很 高 的 指数 S 
BI Lagrange 定理 ,指数 为 素数 的 子 群 总 是 最 大 子 群 而 不 论 其 指数 有 多 Z 而 车 些 指数 
很 小 ;如 上 例 中 Cmm2 的 指数 为 4 的 同 构 子 群 C mm2(a = 2a, b —25) 却 不 是 最 大 
子 群 。 这 方面 还 可 举 一 例 : 

Gol P23 的 最 低 指 数 的 最 大 司 构 子 群 是 指数 为 27 的 P23(a'— 3a, b = 3b, 
c 一 Zei, ts E ,P23 还 有 个 指数 为 8 的 同 构 子 群 P23(a = 2a, b = 2b, c = 2c), 
但 它 却 不 是 景 大 子 群 ;因为 可 作出 下 列 最 大 不 同 构 子 群 链 : 

P23(a, b, c)2i41/23(a' — 2a, b = 2b, c = 20)2I2]P23(a , b, ei 
" 

P23(a, b, c)25[2]F23(a = 2a, b = 2b, c = 20)2[4]P23(a , b, c) 

以 上 方 括号 内 的 数字 表示 子 群 的 指数 ， 


8-8-4 空间 群 图 表 所 载 关 于 母子 群 的 信息 


空间 了 群 图 表 通 常 在 右 页 下 灶 部 分 列举 有 关 该 空间 群 G 的 子 群 H 和 母 群 S 的 信 
B, Ei “BARAKAH THE” (Maximal non-isomorphic subgroups) 之 下 分 成 三 组 询 
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UH. [， 同 平移 子 群 ; IIs， 同 晶 类 子 群 ， G 与 Hem Sp. ec, -r 
E H 的 惯用 晶 胞 比 群 G MEA. ESIA Ia 组 内 列举 G 的 所 有 最 大 子 群 H, mis 
TAMRA: 

Plan: 图 8-1 所 示 空 间 群 Cmm 的 图 表 中 有 


I [2}C112(P2) (1: 2) 十 
[21Clm1(C m) (1; 3)-F 
[21C mll(C m) (1; 4)—+ 
Ila [2]Pmm2 1; 2; 3: 4 
[212522 1,2; (3; 0) (2. t. 0 
[2]Pbm2(Pma2) 1;3;: (2: 4) (+, 3 o) 


其 中 方 括号 内 的 数字 表示 子 群 H 在 空间 群 G 中 的 指数 ,随后 是 采用 G 的 坐标 系 和 放 
次 时 子 群 H 的 Hermann-Mauguin 符号 。 这 符号 不 一 定 是 惯用 符号 ， 此 时 在 其 后 的 括 
JASHTE H 的 标准 的 简略 HM 符号 。 最 后 一 组 数字 是 子 群 H 中 所 保留 的 空间 群 
G 中 的 那 一 部 分 一 般 位 置 的 编号 ， 也 就 是 H dO G 的 基本 对 称 操 作 的 编号 。 对 
TE IET., H 中 保留 G 的 全 部 平移 (包括 有 心平 移 ) , 故 上 全 中 Clml 内 和 的 “(1; 
DH ÈR H 中 保留 着 G 的 第 (1)，(3) 号 一 般 位 置 以 及 它们 经 G 中 全 部 有 心平 移 
后 的 位 置 , 即 (1 ),(3) 号 一 般 位 置 , 见 图 8-174a)， 第 Ila 组 中 ;GG 的 一 些 有 心平 移 在 

1 


H 中 来 保留 ,此 时 Pha? 内 的 1: 2; G; 4)+ E i» 0) 就 表示 H HERE O), 


` 


《2》 号 一 般 位 置 以 及 经 (i. i, d 平移 后 的 第 〈3)，(4》 号 〔 即 图 8-17(c) 中 的 第 


(35, (4D 号 ) 一 般 位 置 . 
tan. G 3X P422(89) 
I [2]P221(P222) 1; 23 5; 6 
H 的 符号 P221 中 第 一 位 数字 2 表示 G 中 的 4 次 轴 在 H DX. RAT 2 03. T 
e H 的 符号 P221 是 对 四 方 坐 标 系 的 符号 ， 其 中 第 2 位 的 数字 2 fux [100] 和 
1010] 方向 的 2 次 辕 ， 第 三 位 数字 1 ARA [110] 和 [110] 方向 无 对 称 元 素 。 这 说明 
H 是 正 交 晶 系 ,在 正 交 坐标 系 由 H 的 标准 简略 HM 符号 是 P222， 

在 Nb 组 中 不 列举 G 的 全 部 最 大 子 群 ， 也 不 给 出 H 中 保留 着 的 G 的 一 般 位 置 ， 
RETH H 的 HM 符号 后 括号 内 给 出 子 和 群 HES a, b, e 与 空间 群 G 的 基 
2 a, b, c 的 关系 因此， 可 能 在 Ub 组 中 的 一 个 笨 旧 代表 着 和 干 个 子 群 H, TS 
HM 符号 一 样 , 且 与 G 有 一 样 的 基 矢 关系 ,但 它们 分 别 保留 G 中 的 不 同 的 一 般 位 置 ， 

Qiu. G 为 Pmm2(25) 

ib [2]Pcc2(e = 2e);---; [2]Pbm2( 5. = 2b5Y(Pma2);:-- 
图 $-19(4) om [RISE Pmm2 的 一 般 位 置 和 对 称 元 素 的 配置 。 X4 c = 2e [DEBE 


CQ). Q2 号 一 般 位 置 及 《3; 4)+ (0, 0, L) (采用 a, E, e" 坐标 系 ) 这 两 位 罗 ,就 
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图 8-19 Pmm2 及 其 最 大 子 群 Ferl 和 Pbm2. Ca) Pmem2; (bO[2]Pee2(e' = ze); (2 [2] Pbm20b = 
26) 保留 (152) aG; 4) (8, +> OKA) [2] Pbm2(b = 28) 88 05 3) GQ; 4)+(9, 二 ,9) 


得 到 Pmel 的 具有 较 大 惯用 晶 胞 的 同 晶 类 子 群 Pec2， 见 图 8-19(b). 
B4 bib, HAE (1; 25 Gi O+ (0, T» 0) 或 保留 (13 3: (2; O+ 


(0, L, 0), 就 分 别 得 到 图 8-19(c) 或 (4) 所 示 具 有 较 大 惯用 晶 乃 的 同 铝 类 于 群 Pbm2. 


这 两 个 子 群 的 HM 符号 一 祥 , 且 与 G= Pmm2 有 同样 的 基 基 关系 (b' = 25), Dn 
jam G 中 的 不 同 的 一 般 位 置 , 闭 保留 G 中 的 不 局 的 对 称 元 素 ， 由 图 可 见 ， 这 样 的 
山 个 于 群 的 惯用 原点 相对 于 G 的 位 置 也 不 同 。 但 它们 在 空间 群 图 表 中 由 Db 组 内 的 同 
— RE [2]Pbm2(b = 2b) (Pma2) 代表 ,其 中 第 二 个 括号 内 蚌 这 子 群 的 标准 HM 简略 

在 标题 “最低 指数 的 最 大 同 构 子 群 ”({Maximal isomorphic subgroups of lowest index) 
之 下 列举 了 第 Ue 组 子 群 H, SU H 的 符号 与 G 相同 或 是 G 的 对 回 空 间 群 ， 各 文字 
的 含义 与 Ib 组 相同 ,每 一 条 目 也 可 对 应 于 车 干 个 同 梅子 群 。 如 8-8-3 节 所 述 ,空间 群 的 
虐 六 同 攀 子 群 的 数目 是 无 限 多 的 ,在 IIc 组 内 只 列 出 其 中 指数 最 低 的 最 大 同 梅子 群 inzs 
iE P23 的 lc 组 内 只 列 出 了 U7]P23(a = 3a, b —3b, ç = 30), CE P23 的 
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衣 大 同 构 子 群 由 指数 最 低 者 ， 而 其 指数 更 体 的 同 构 子 群 [8] P23(a'— 2a, b —2b, 
e = 2c) 由 于 不 是 最 大 子 群 而 未 列 出 。 

Za HER S 的 最 大 子 群 , 则 S m) H 的 最 小 母 群 。 空 间 群 的 最 小 母 群 也 可 分 
成 最 小 不 同 构 母 群 和 最 小 同 构 母 群 两 大 类 。 最 小 不 同 构 母 群 也 可 分 成 第 1 组 ( 同 平 移 z 
FEDME H ERE kE). EAR 最 小 不 同 构 母 群 ”(Minimal non-isomorphic 
supergroups) Z F, 先 在 第 I 组 内 列 出 了 与 G 同 平移 的 最 小 母 群 S 的 标准 HM 符号 
总 在 在 当中 的 指数 ,然后 在 第 I 组 内 列 出 了 与 .G 同 基 类 的 最 小 母 群 S 的 标准 HM 
符号 ,如果 它们 的 惯用 易 胞 不 一 样 , 还 在 括号 内 列 出 了 S Ex a, b.c 5 G 的 基 
天 a, b, c 之 间 的 关系 。 第 U 组 没有 进一步 细 分 成 Ha 与 Hb WE. 在 这 一 标题 之 
下 只 指出 空间 群 G 的 第 1 组 与 第 H 组 最 小 不 同 构 母 群 S 各 是 哪些 ,由 于 GG 是 5 的 
BARRAT TEZER S 的 图 表 中 查 到 两 者 的 详细 关系 . 

例如 ,图 8-2(a) 所 示 空 间 群 C2/c 的 “最 小 不 同 构 母 群 " 第 1 组 内 列 有 “[2]Fadd”， 
阐明 Fddd 是 C2/c 的 指数 为 2 的 最 小 不 同 构 同 平移 母 群 。 初 看 起 来 , 两 者 的 品系 ,点 
阵 都 不 同 ， 难 于 理解 两 者 的 关系 。 查 空间 群 Fddd, DR 8-3， 在 其 “最 大 不 同 构 子 群 ” 
第 工 组 内 列 有 


"[2]F112/2(C2/c) (1; 2, 5; 64 
D'Suen — G; 8 5; D 
[3]F 2/d11(C2/c) (1; 4; 5; KÉ D 


可 见 保留 空间 群 Fddd (BD F zii) 中 [001] 方向 上 的 入， 得 其 同 平移 子 群 F112/ 


z， 青 作 基 矢 变 换 a = b, b = e, c = (a + b);2, WAZEE C12/c1, 保留 空间 
& P222 中 [010] 或 [100] 方向 的 之 也 可 得 到 类 似 的 结果 ， | 

Z HT REESE Hn a 90 He ERR B REL E lal ELEM, De 组 子 群 中 的 
数据 求 得 ， 例 如 ， 记 图 8-1 所 示 空 间 群 G= Cmm2 所 列 ` 最 低 指 数 的 最 大 间 构 + S 
llc [3]€ mmz(a' — 3a g 5b — 3b); [2] mm2(e = 2e)" CRU on Cmm2 的 最 低 指 
数 的 最 小 同 构 母 群 3 有 两 类 ,其 基 矢 a”, A, e 5 G BJ X a, b, e 的 关系 也 是 
已 知 的 ,它们 可 表示 为 : [3]Cmm2(3a"” — a R 3b — b); [2]Cmm2(2c" = c). 


习 
1 .空间 群 Pám2, P42m, Pic, P3ml, R3c, R3c, P6, mme, [234 12,3 和 3d 的 点 群 各 是 什 父 ? 


2 , 绘 出 空间 和 群 €mm2, Cl2fel 和 Fddd 的 无 对 称 单元 ,并 指出 : 由 这 些 无 对 称 单元 出 发 个 样 得 到 各 空 
间 群 的 整个 单 胞 ? | 


3 空间 群 Pós mmc(194) 的 无 对 称 单元 的 方程 为 Dese: i 0= y = =; Deg = 1; CH ES 
mia(]l 一 xs24) 无 对 称 单 元 的 顶点 为 0, 0, 0; isl: 0; i i 0; 9, 0, "E i, P Ar 2 


L T 试 络 出 此 无 对 称 单元 并 由 它 册 发 施 以 _P6y mme. 的 对 称 操作 得 到 整个 单 乃 。 
«.C1) 写 出 空间 群 C12/e3 的 八 个 基本 对 称 操作 的 短 阵 表示 和 Seitz 符号 | Seitz 符号 即 形 如 {2:1010 A 
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Är +) 的 符号 ]， 并 在 OYA 的 对 称 元 素 配置 图 中 依次 标 出 对 应 于 这 些 对 称 操作 的 对 称 元 素 ; 


(2) CN TER RS en, = 的 点 各 变换 成 何 坐标 ? 请 在 一 般 位 图 配 置 图 中 把 这 些 矶 标 出 ; 
(3) Sim Cmm? 和 Fedd 重复 上 述 作业 . 


AHA 8-1 MRZE Cem? 的 侧 视 图 ， 


(1) 给 出 空间 群 Bos ie 的 对 称 元 素 和 一 般 位 置 配 置 网 ; 

(2) 给 出 Bm2m 的 一 船 位 置 坐 标 和 基本 对 称 操作 的 和 矩阵 表示 ; 

(3) 给 出 8m2m 的 基本 对 称 操 作 的 Seitz 符号 和 几何 描述 符号 《后 才 即 空间 群 图 表 在 “对 称 操作 ” 
标题 之 下 来 用 的 符号 )o 


0) HHE 8-205) 所 示 空 间 群 412/51 与 C12/cl MANERE E 


(2) 利用 3-4-3 节 关 于 坐标 变换 引起 的 对 称 操作 矩阵 变换 的 公式 〈5-53)， 求 出 空间 群 A12/61 的 
对 称 操作 的 岷 阵 ; 
(3) f& ey 412/21 的 一 般 位 置 的 笃 标 . 


0) 号 出 空间 群 Fada 的 生成 操作 的 Seitz 符号 ; 


(2) 由 F444 的 生成 操作 推导 出 其 基本 对 称 操 作 ; 
(3) 由 Fada [EAE ER SRTEHESEUR E — ARRABA REESE PUR, 


CL) 由 HM 符号 Cl21el 判断 这 空间 群 有 哪 几 种 基本 对 称 操 作 , 写 出 其 Seitz SS: 


(2) 这 些 对 称 操作 应 满足 什么 筠 法 关系 ? 

(3) 殷 誉 标 原 点 选 在 对 称 中 心 处 ,由 这 些 对 称 操作 之 疗 的 对 法 关系 确定 它们 的 Seitz 符号 中 的 平移 
分 明 , 并 将 其 分 解 成 位 置 分 量 和 内 让 分 朋 珊 部 分 ; 

(4) 壕 而 推导 出 空间 悦 C12je1 在 一 个 惯用 曲 胞 内 的 全 部 对 称 元 素 的 配置 图 ， 


-由 空间 群 简略 HM 符号 Pame 推导 出 其 基本 对 称 操作 和 一 个 惯用 晶 胞 内 的 全 部 对 称 元 素 ， 
. 求 出 下 列 对 称 操作 作用 到 点 kz* ，y。， z) 变换 所 得 点 的 坐标 ， 


(D 先 = 清 移 反映 ,请 移 面 为 *， 十 。*， 紧 接着 洛 [os s L| 轴 2 螺旋 旋转 ; 


(2) de n HEB, SEE z, 0. 5 aa | os o e| + te 
若 上 述 操作 的 次 序 其 个, 结果 将 如 何 ? 


, 找 出 得 到 下 列 变换 的 对 称 元 素 的 种 类 和 位 置 ， 


1 1 1 
-一 -一 二 一 一 — 十 省 
1 1 
(rs LE x) — MÀ EE ES d 
CEET ER — (L += ys L. + s) 
4 4 4 2 2 
GET ys Za) — (» -:, EE) 


12.(1) 5 空间 群 Fada 当 原 点 在 工时 的 一 般 位 置 举 标 水 出 其 基本 对 称 操作 的 Seitz 符号 ; 


(2) 和 由 此 出 发 ;推导 出 Fdgd 当 原 点 在 222 时 的 对 称 操作 的 Seiz 符号 和 一 般 位 置 的 坐标 . 


13.34 2:[H]if£ Cmm2, Ci2/cl 和 Fddd 讨论 下 列 问 题 : 


(D 分 析 各 种 Wybo 位 置 的 点 对 称 性 ， 并 担 出 各 位 置 对 称 性 符号 中 每 一 个 点 和 每 一 位 文字 的 仿 
X; 
(2) 生 空 间 群 的 各 特殊 位 置 的 对 称 群 与 该 空间 群 有 何 关系 ”与 该 空间 群 的 点 群 有 何 关 系 ? 
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(3) HAZAR E Jar S DF ka P3 PE cA Sk m.， 空 间 群 的 点 群 的 阶 LLK OE Wyckoff 位 置 的 对 称 
性 点 群 的 阶 和， 求 每 个 初 基 胞 内 拟 及 每 个 展 用 晶 胞 内 该 空间 群 一 般 位 置 的 多 生性 和 该 种 Wyckott 
wAn EH, 


: 试 惟 导出 天 8-1, 32 8-2 AR 8-4 所 列 各 种 情况 于 反射 可 能 出 现 的 条 件 . 
: 试 证 时, 在 六 前 晶 系 中 ， 


(1) 平行 于 《tl00] Ta e Sms, A, —25, 0D) 反射 可 能 出 现 的 条 忻 为 上 一 ia: 
(2) 平行 于 (1120) Dn: FEV (^, A, 0, D) 反射 可 能 出 现 的 条 件 为 上 一 ie, 


. 试 证 明 采 用 芍 面 体 坐 标 系 的 著 面 体 Bravais 系 空间 群 中 平行 于 《ti0) Dj ERES ei? mud EE 


《空间 群 R3e 与 Ki: hiye RESQUE (521) 反射 可 能 出 现 的 条 件 为 !=2+。 滑 称 量 为 Ca + b+ 
cjj 2 We? 


, 诚 证 明 ， 在 四 方 与 立方 唱 系 中 平行 于 (110) 面 的 4 带 移 面 使 (#61) 芭 射 可 能 出 现 的 条 件 为 254 


了 一 47, 


(1) 空间 群 Cmm 的 一 般 反 射 条 件 中 哪些 是 整体 反射 条 件 ? 哪些 足 量 带 反 射 条 件 ? WEE Sa 


射 条 性 ? 各 来 源 于 何 种 对 称 元 素 ? 

(2) 绘 出 Cmm2 的 各 种 特殊 Wycket! 位 置 的 等 就 点 配置 图 ， 说 明 各 种 特殊 Wyckott 位 置 引起 的 
附加 的 反射 条 件 ; 

(3) 对 空间 群 Fada 重复 上 述 作业 ， 


.请 际 品 体 学 表 A ip Zeil Ric 与 Rie 的 图 表 中 ， 当 分 别 采 用 六 面体 与 六 前 两 种 坐标 系 时 ， 


AGREE HE ENDS A 反射 可 能 出 现 的 条 件 ? 两 者 有 何 联系 ? 为 什么 ? 


.第 222 号 空间 群 Palao) 的 图 表 中 给 出 了 哪些 类 型 的 A 到 射 可 能 出 现 的 条 件 ? 它们 各 是 点 
林原 因 引 起 的 ? 

, AK SIBI SE Pim, Pi2m, P4c2, P3ml, R$c, R3c, PG, mme, 123, 12,3 和 aj Bü Patterson 
对 称 性 , 

,分 淹 终 出 空间 群 Ciz/et PE Ion, (100] 和 [010] AREA AD RSA EAHA R 
au, 

ergi B Ciel 有 哪些 最 大 不 同 构 同 平移 子 群 ? 它们 与 Cl12 cl 有 何 联系 ? 


.空间 群 C12/ rl 有 哪些 最 大 不 同 构 同意 类 且 棋 用 局 胞 不 奕 的 子 群 ? 它们 与 C12/61 有 何 联系 ? 
,给 出 出 clre 到 P2 和 PI oke, 
ARB Cmm2 的 dv 组 最 大 子 群 中 列 有 “2 Cme2 te = 2e)”, 


(1) 说 明 这 子 群 是 Cmm2 的 最 大 不 局 构 同 晶 类 子 群 , 且 两 者 的 惯用 晶 胞 不 相同 ,并 请 指出 两 老 的 馈 
Hi a gem X A. 
(2) 给 图 说 明了 于 群 Cm, 中 保留 了 Cmm? Ein RES A. 


空间 群 G= C12/e1 的 IIe 组 子 群 (最 低 指 数 最 大 同 构 子 群 ) 中 列 有 “[3]C127cel(e = 3eYC€2/0P", 


(1) ARATE H = Cl2/el(e = 3e) 中 保留 了 G 的 一 般 位 置 中 的 那些 点 ; 
(1) 说 明 H E G mma EFT EE, 


,空间 群 Cmm2 的 第 1 组 母 群 (最 小 不 同 构 同 平移 母 群 ) Hp) UbD2]P4me, 试 绘图 探讨 这 两 空间 


群 之 问 的 联系 ， 


SENE Cmm2 的 第 上 组 母 群 ( 最 水 不 同 梅 同 晶 类 母 群 )》 中 列 有 [2] Fmm2; 12 Mani ie = a, 


ib = b), i EHETE Famm? 和 Pmm2(2a = a, 25 = 5) 两 者 分 着 与 Cmm? 的 联系 . 
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第 九 章 ”空间 群 与 品 体 结构 


在 人 类 对 天 然 矿 物 晶 体 和 人 造 晶体 的 长 期 观察 与 研究 的 基础 上 ， 俄 为 晶 体 学 家 E. 
C. (énopoB ($$ 2 38 2c) T 1890 年 ,德国 数学 家 Artur Schoenflies (ADF 1891 年 ， 
英国 科学 家 W. Barlow T 1894 年 互相 独立 地 推导 出 了 230 个 空间 群 。 但 在 此 后 二 十 
多 年 内 , 这 一 科研 成 果 仅 是 纯 理 论 的 , 既 未 受到 实践 的 检验 ， 也 不 知道 能 否 在 晶体 的 研究 
中 实际 应 用 ，1912 年 ,德国 物理 学 家 Laue 《 劳 捷 ) 和 他 的 动手 们 用 晶体 对 和 射线 熏 射 的 
实 难 不 但 证 实 了 放射 线 的 波动 性 ， 同 时 迹 证 实 了 晶体 的 周期 性 。 随 后 一 些 物 理学 家 用 工 
射线 衍射 的 方法 测定 了 某 些 简单 晶体 的 结构 。 但 他 们 在 晶体 结构 测定 的 工作 中 波 有 运用 
宝 间 群 的 理论 。 瑞 士 量 体 学 家 Paul Niggli 首先 指出 了 XX 射线 衍射 在 实验 测定 晶体 的 空 
同和 群 中 的 应 用 .和 髓 此 以 后 , 晶体 学 家 总 是 先 测 定 晶 体 的 空间 群 , 再 在 空间 群 有 关 规 律 的 指 
导 下 初步 推测 并 最 终 检验 读 唱 体 的 结构 。 这 禅 ; 一 方面 ,空间 群 理论 在 测定 和 认识 蜡 体 结 
构 的 工作 中 有 着 广泛 的 应 用 ; 另 一 方面 ,随后 测定 的 大 量 的 晶体 结构 也 证 实 了 空间 群 理论 
的 正确 性 ， | | 

本 章 将 从 不 同 的 角度 讨论 空间 群 与 晶体 结构 的 关系 首先 以 空间 群 作 为 一 把 销 王 来 
汰 识 若 于 较 简单 的 晶体 结构 ,理学 习 如 何 从 蕊 知 晶体 绑 构 辩 认 罕 间 群 ? 在 简单 介绍 T 空间 
群 的 实验 测定 方 靶 之 后 举例 说 明 空 间 群 的 规律 在 晶体 结构 调 定 工作 让 的 应 用 ; 最 后 介绍 
JL ERE E Zen £i £3 238 700, op ik ET RE ER +k 2E SE RA SF LJEZEEB frt CL ie V E PRO; 
法 。 限 于 篇 幅 ， 本 书 不 详细 介绍 未 知 丫 构 实 验 测 定 的 方法 . AORA 3 3 S E FJ is 
者 可 参阅 文献 [1 一 4]， 


$9-] 某 些 较 简单 晶体 结构 类 型 的 介绍 7 


晶体 由 在 空间 规则 地 、 周 期 性 地 重复 排列 的 原子 基 团 构成 。 办 此 ， 晶 体 结构 可 用 点 
阵 和 点 阵 中 每 一 阵 点 代表 的 原子 基 团 两 者 描述 。 点 阵 描 述 晶体 结构 的 周期 性 (平移 对 称 
REY, 总 共有 14 种 类 型 。 每 一 阵 点 所 代表 的 原子 基 轩 则 比较 复杂 。 它 可 以 是 一 个 原子 ， 如 
mirt ARER Cu 和 体 心 立 方 点 阵 的 a-Fe; 也 可 以 是 几 个 原子 或 离子 ,如 ， 六 角 密 堆 


的 Mg 中 每 一 阵 点 代表 两 个 Mg 原子 ,它们 位 于 0,0，0 和 hos 处 ; 面 心 立方 点 阵 


的 NaCl 中 每 一 阵 点 代表 一 个 位 于 晶 了 胞 项 点 或 面 心 的 氧 离 子 Cl 和 相 邻 的 一 个 位 丁 唱 
胞 楼 边 中 点 或 体 心 的 钠 离 子 Nat; 简单 立方 点 阵 的 CsCl 中 每 一 阵 点 代表 一 个 位 于 晶 胞 
顶点 的 氯 离子 CI” 和 一 个 位 于 唱 胞 体 心 的 钨 离子 Cs+。 它 可 以 是 一 个 具有 茶 种 对 称 性 
的 分 子 , 也 可 以 是 由 车 千 个 阅 一 种 分 子 按 一 定 的 对 称 性 组 合 而 得 。 通 过 本 章 和 名 例 , 读者 将 
对 晶体 结构 获得 较 铺 晰 的 概念 ， 

上 述 Al (Ou), A2 型 (wu-Fe》 和 六 角 密 堆 的 A3 7S (Mg) 这 三 种 大 多 数 金 属 
才 崇 常 具 有 的 晶体 结构 类 型 以 及 如 Bl 型 (Naci) 和 B2 型 《CsCl) 这 样 一 些 简单 隐 
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后 休 结构 11 为 一 般 读 者 所 熟知 ,下 面 再 介绍 一 些 较 简 单 的 晶体 结构 准 型 ， 


9.11 ez (CaF,) 型 (Cl 和 型) 结构 
EL 9-1(a) 和 (b) 分 别 表示 得 化 鳃 的 晶体 结构 的 透视 图 和 投影 图 。 CaF; OSIE 
是 Fmim(O), Eli. Bai 列 出 了 它 的 一 部 分 Wyckoff 位 置 ，CaF; mig 


+ 


Poids PL: 


mno) 


Ke 


(a) (c) 9 
(OF 6 Ca SC II 
周 393-1 etwa (a S0; (b) HR: (c) 部 分 对 称 元 未 
多 重 性 坐标 
1 1 1 1 1 ! 
W yckoft X 0,04,05 十 0 一 5 一 - | 十 一 sy 一 Jk 了 + 
y SE (0,0,0) (ii uu 2 g0 
Ir ett 
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Sai 空间 群 Fmjm 的 特殊 等 效 位 置 
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Ca 占据 4 (a); 0,0,0 


F HI 8 Ce): 2 | 


KE? 

44 4 4 

我 们 可 以 说 每 个 阵 点 代表 的 原子 基 团 由 位 于 (0,0,0) 的 Ca Ei ir + (i x Se 
的 是 个 下 原子 组 成 。 我 们 也 可 以 说 ,每 个 阵 点 代表 位 于 阵 点 的 Ca 原子 以 及 位 于 以 Ca R 
子 为 中 心 的 立方 体 八 个 顶点 的 F 原子 的 一 《因为 每 个 F 原 了 分 属于 四 个 钙 原 子 )， 这样， 
"ëm MER mim. 图 9-16c) 列举 了 4 [001], m[001], 1, 3(1111, 
2[110] 和 m[110] 共 六 个 对 称 元 素 。 实际 上 和 气 石 型 (C1 型) 结构 还 具有 许多 与 这 些 对 
称 苑 素 等 价 的 以 及 由 它们 派生 出 的 对 称 元 素 , 在 图 9-1(c》 中 未 能 将 它们 全 部 绘 出 . 
3-1-2 ”金刚石 型 (A4 型 ) 结 构 


W 9-3(a), (b2 和 【《c) 分 别 表 示 金 刚 石 型 结构 的 透视 图 、 投 影 图 及 部 分 对 称 元 素 ， 
EO (C) më, E (oi, A (Ge) 和 灰 锡 部 具 有 这 种 结构 类 


型 ,空间 群 是 Fdim(OD, K HM KERGER EIE, Ei cde A 卷 中 关于 空 
HHE Fd3m 的 等 效 位 置 的 数据 见 图 9-4， 由 空间 群 符号 可 知 ,点 阵 是 面 心 立方 ,是 非 点 式 
习 间 群 , 誉 间 群 的 点 群 是 m3m(O,), 原子 占据 Be (0,0,0; SE 三 ) 位 置 ,其 位 置 对 


称 性 为 +43m， 低 于 空间 群 的 点 群 的 对 称 性 。 一 般 的 ， 任 意 非 后 式 空 间 群 中 都 内 存 伍 低 于 
该 空间 群 的 点 群 的 对 称 狂 的 特殊 位 置 , 没 有 等 于 其 点 群 对 称 性 的 位 置 ， 
由 该 空间 群 的 HM 完全 符号 知道 有 平行 了 a,b 与 c W 4 Sab, CH 9-300) 


中 标 出 了 其 中 一 支 平 行 于 e 且 通 过 点 x 一 >» y= 二 的 d Deg, IA LEE 3: 

转 使 位 于 (地, +, 上 ) 处 的 原子 变换 到 (二 ,0 st. 等 等 RET HEBR A E 

&Tieitsia 位 TL, L, ) 处 的 原子 经 > mL 处 的 滑 移 面 反 映 并 平移 
l 1 1 KSE 

w, =- (二 ,十 L, oy 后 变换 成 位 于 【二 ， 人 L, L) 处 的 原子 经 
do. ol 1 a lies 

e- egene, —L, o) 后 变换 成 位 于 "uk 0， 二 处 的 原子 ,等 


等 。 人 金刚石 型 结构 中 没有 原子 位 于 对 称 中 心 处 ， 因 为 8 (a) 位 置 的 点 对 称 性 43m 中 不 
包含 对 称 中 心 ， 但 这 空间 群 的 完全 符号 中 的 3 说 明 它 有 对 称 中 心 。 观 察 空间 群 Fd3m 的 


LE WE 
Kl CH 9-4) 可 知 ， 位 置 6C) (3. a I nee 
5 5.35 7 I.7. dL SI 3. Z lv ç 
TORE M A M MCN EL RE ee T ) 都 处 于 对 称 中 必 因为 它们 的 位 


Eit 3m 中 包含 有 对 称 中 心 。 试 举 二 例 说 朋 人 金刚石 型 结构 中 的 对 称 中 心 : 位 


GE dod I P. {l 1 4 - zd : 3 
(L, L. E) 处 的 合 反 中 心 把 位 于 (I. d +) 处 的 原子 变换 到 (0 geg 
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ACOD1) 


35010) 


(b) tc) E 
S(1113 
E 9-3 金刚 石 型 结构 ， (a)》 通 视图 ; (b) PEL; (c) GH 
& mt Sp 
Wyckoff 字母 (0,0.0)+ (0,3,3)-F (35051). (Hed, 02 
it E 对 称 性 
36 A ez £y + £ i» + Y.y + 3 TA + dy + 3 žy + 1 
y 十 pi y + dy + š yt y*5b»- 
pti 十 oF 十 人 8。 rtbhytbi 9»»t53 
yy isy 十 lytt Py + 3.y + 1 Pr hy 
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EEMEMERNEIZZTASCLEMERETLETLEMERLESTESTES: 
r4 d. 十 未 十 各 X-cdzc brc d c0 hg iti sctiscisckid 
DEET bkcti z+ -F 4: + 3 š+ x + y£ + li z+ 4sX F ox + 
41 i à.mn 2j, 0 CTE FE, 0, 240 TETT. 04,0,x tata Y 
isr + dj bibi z+ Pbi + + dbi 354: + d LUTTE 
3? ° Aan IECH: vEheTEbk 
Z F TE OE r+ 13 二 元 二 了 
xc d4d.r4b5í£frid x+ 1,x + 1i;,x + i 
x+ 1,33 + 3,.x + 3 K+ E PE + l,x + 1 
lé d 3m $5895 GE ibi Se? 
16 d .im ERIT. 85358 GT EE 
š b 43m $4,3,1 weii 
Ë ü d3m 0, 0,0 1.i.1 
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Hj9-4 deels Fd3m 的 特殊 等 效 位 置 


) 处 的 对 称 中 心 则 把 它 变换 到 (1 ,1,1) 处 ,等 等 。 最 后 ,请 读者 自己 观察 体 对 角 线 上 


的 3 次 旋转 轴 ; 平 行 于 4110 ;方向 的 2 Vete e SUI R36 ECT C110)75 IBS ER. 
也 可 以 这 样 描述 金融 石 型 结构 ， 它 的 空间 群 是 Fd3m， 是 面 心 这 方 点 隆 、 每 个 阵 点 


代 发 位 于 (0,0,0) 和 (十 , +, T-) 处 的 两 个 原子 ， 有 时, 人们 项 户 坐 标 原点 位 于 对 称 中 心 
而 不 位 于 对 称 性 为 Ge 的 位 置 ， 国 际 表 中 关于 空间 群 Fio 的 下 一 页 正 就 是 这 样 选 的 


原点 .此 时 具有 dim 对 称 性 的 8 《a) 位 置 的 坐标 是 Y ES 


a 230 = 


7 
8 


cm Em 
t- EN -一 > AAA Zum 
8 8 


对 称 性 的 1 6c) 位 置 的 坐标 则 是 0,0,0; 等 等 ， 


9-1-3 AHT (ZnS) 型 (B3 型 ) 结 构 


9-5(a),(b) 30 Lei DREHER (GaAs) ANED HRY ZnS 的 结构 的 短视 
猎 、 投 影 图 和 部 分 对 称 元 素 ， 闪 笠 矿 结构 与 金刚 石 结构 和 毛 石 结构 之 间 有 某 此 联系 。 金 


刚 石 结构 中 的 一 半 原子 《比如 说 位 于 0, 0, 0 处 的 原子 ) 换 成 Zn， 另 一 半 原 子 (位 于 + 


一 ; 一 E 处 的 原子 ) 换 成 S, RANET. 但 既然 这 两 个 位 置 被 不 同 种 类 的 原子 占据 ， 就 再 


— D, AME Efl RU SEL SE BERI d ABET. 男 一 方面 ， 如 果 把 气 石 中 的 Ca M 
成 Zn， 一 半 的 下 痪 成 8S， 也 就 变 成 了 闪 锋 矿 结构 。 这 么 一 来 ， 也 就 类 去 了 4《001》， 
m<001), 20110) 和 工 等 对 称 元 素 ， 闪 锌 矿 的 空间 群 F413m 的 等 效 位 置 见 图 9-6， 由 空间 
群 符号 Fim 知道 它 是 点 式 空间 群 ， 其 点 群 为 4 由， 其 阶 数 为 Fd3m 和 Fm3m 的 点 
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图 9-6 空间 群 Pim 的 等 获 位 置 
PERNES EREN, Fim 的 基本 对 称 操作 的 个 数 是 Fd3m 和 Fm3m 的 一 半 . 由 
此 可 见 , 当 两 者 惯用 晶 胞 一 样 时 ,空间 群 FA3m(Ti) 是 Fdim(Ol) 的 一 个 指数 为 2 RT 
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GG, Fi3m kE Fd3m 少 了 一 个 对 称 中 心 ， 同 理 ，F43mw 也 是 Fmim 的 一 个 指数 为 2 的 
D 一 个 位 于 《0;0,0) 处 的 对 称 中 心 。 
(LR (ZnS) fer Bi 型 的 面 心 立方 的 闪 锌 矿 结 梅 外 ,还 可 以 结 量 成 B4 Um 
纤 锋 矿 结 构 的 空间 群 是 P6 mc 《Ci)。 每 个 品 胞 含 两 个 Zn3 分 
f, Zn 与 $5 都 占据 2 (6) Jr e (0,0,2) 和 (+, i dE + z)» Zza 一 Ü, zs == EA £ 
2 B 

TE Za SÉ S, S/W FE MEERHRFE2 ABAB 的 六 和 角 密 堆 结 构 《 见 9-5-1 Tr), 但 Zn 
位 于 S 构成 的 四 面体 间 际 内 ， 

除 Zas 外 ,许多 碘 化 物 , 硫 化 物 , 硝 化 物 , 太 化 物 、 氮 化 物 、 磷 化 物 和 压 化 物 都 可 结晶 
成 闪 锋 矿 或 纤 锌 矿 结构 ,或 由 它们 演变 而 得 的 结构 , 详 见 参 考 文 献 [?]， 


59-2 从 已 知 唱 体 结构 辨认 其 空间 群生 


书 知 用 图 ,原子 模型 或 一 组 坐标 给 出 的 晶体 结构 后 , 如何 辨认 出 该 结构 属于 什么 空间 
群 十 品 体 学 家 很 熟悉 的 问题 ,因为 在 晶体 结构 测定 工作 的 革 一 险情 必须 壮 碟 这 一 问题 .这 

-问题 对 其 它 辐 体 科学 工作 者 也 可 能 重要 。 例 如 ,在 固体 相 变 的 研究 领域 中 , À MEAE 
其 种 结构 的 胡可 能 变 成 哪些 结构 的 相 。 又 如 ， 若 某 一 实验 事实 与 该 晶体 的 已 发 表 的 敌 构 
弟 汗 ,倾向 于 某 另 一 结 梅 ,此 时 需 辨 认 这 新 结构 的 空间 群 ， 凡 便 检 验 它 是 否 与 过 去 所 有 的 
一 切实 验 结 果 吻 合 

辨认 某 晶 体 结构 的 空间 群 的 步 台 如 下 : 

(1) 四 点 阵 参 数 初步 判断 晶 系 。 这 时 要 估计 到 可 能 的 实验 误差 ,如 a 一 90.1", Y= 
89.9? 可 能 意味 着 a = T = 90" (HG ARR), IB b uj EE — Sion A. 

(2) fti e JE d 8 OB EAS RE. 

(3) UOUMOOA. TL XTARJG3S E FÉ EE 

UTERTER. — JE EVER CTE RG RL Gri FL 8 T] — Fi 2 IB] 
St. S8— 4 PUT ESSAKU" EUR BE JU RUR TRAZER 2 1828 06. 


9-2-1 AMA 

蕊 的 分 子 式 是 CaHi， 是 一 种 芳香 族 有 机 化 合 物 ， 图 9-7 表示 单个 草 分 子 ， 由 三 个 
eo — poti 9- 

、 较 中 绘 出 了 在 晶 孢 内 的 几 个 荐 分 子 (未 绘 出 氨 原 子 )， 我 们 首先 注意 到 量 胞 轴 不 是 
点 阵 参 数 是 a= 8361À, b= 6036À, ¿= 11.153À, 8 — 120242, a r= 
$09. 点 阵 参 数 说 明 晶 系 很 可 能 是 单 斜 的 (唯一 性 轴 如， 由 图 9-8 ip E, HAST 
位 于 晶 胞 原点 的 分 子 , 没 有 其 它 分 子 是 由 它 有 心平 移 而 得 ,可 见 图 9-8 绘 出 的 是 简单 单 余 
AMR. 当然 ， 考 虑 到 实验 误差 ， 也 许 c 5v 角 并 不 严格 等 于 an", nj 88 E: as 

现在 考虑 对 称 苑 素 。 岂 图 9-7 可 知 , 草 分子 是 扁平 的 ,具有 对 称 中 心 . 图 9-8 表明 站 
吕 体 也 有 对 称 中 心 位 于 晶 胞 顶点 ,楼 边 由 扎 ,侧面 中 心 和 体 心 处 ， 查 看 附录 7 可 知 ， 简 单 
单 斜 点 昕 具有 对 称 中 心 的 空间 群 只 可 能 是 下 列 四 者 之 一 : P2/m, P21jm， P2/e 或 DIV e, 
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图 9-7 JS BATA C. j BLAS H Was SS rëm? 


为 唯一 确定 空间 群 ， 具 需 核对 蕊 晶体 是 有 ? 次 轴 还 是 2 螺旋 轴 ， 是 有 镜面 还 是 有 消 移 
而 ， 如 果 蓝 品 体 既 没 有 2 次 轴 , 也 没有 2 螺旋 轴 ，, 就 可 以 表 定 它 不 是 单 余 品系， 即使 < 一 
Y 一 90"， 也 可 判断 它 是 三 斜 空间 群 PL. 

由 图 9-8 可 现 , 每 个 草 晶 体 的 晶 胞 含有 两 个 葛 分 子 ， 其 中 之 一 的 中 心 位 于 晶 胸 原 总 ， 


另 -个 位 于 (L, L, o ) 处 , 唯一 性 加 为 6 的 单 斜 时 系 中 的 轴 2 或 1 应 平行 于 b DU 
这 两 个 分 子 互相 联系 着 。 显 然 这 两 个 分 子 不 能 由 平行 于 b NOME 
B 5 方向 有 一 平移 量 6/2。 仔细 观察 可 发 现 ,它们 是 由 位 于 一 , y. 0 的 为 螺旋 轴 联 系 
次 ， 再 观察 垂直 于 b 的 对 称 面 . GEAR gH. EDS ERE 
于 b 的 平面 内 互相 有 个 a/2 WPB. Pamela geben a z HENT b 


的 a 滑 称 面 ,， 因此， 总 "e Pia, EHE a 与 e fA. Can D 标准 
的 HM 符号 PZ/c (Ch). 

空间 群 P2./e zm T Bd 7-5, 其 点 群 的 阶 h=4, —Ó Sz Wyckoff 
(ng SEED EE % Jia 4 CEET K ERU 
Paje 的 四 个 基本 操作 中 的 一 半 的 操作 (包括 全 同 操作 在 内 ) 作 用 到 总 分 于 上 把 它 变 换 成 
它 自己 。 换 句 话 说 ， 剖 分 子 必须 具有 下 列 三 种 对 称 性 之 一 ， 对 称 中 心 ， 刀 螺旋 轴 或 诊 移 
Hi ER ROTRA RRD. | 

Muk EFAA MAL AS I TAM p TR aW BDE GG n, 与 空间 群 的 扩 群 的 
DAD. M 过 zh， 则 该 分 子 必须 具有 一 定 的 对 称 性 ， 其 对 称 操 作 ( 包 括 全 辐 操 性) 
的 个 数 为 sh]M; £ M = nh 则 该 分 子 可 以 毫 无 对 称 性 (当然 也 可 能 具有 茶 种 对 称 
ME), 如 果 晶 体 由 有 限 分 子 组 成 ， 这 样 的 分 子 不 可 能 具有 螺旋 轴 或 消 移 面 , 则 这 样 和 的 有 限 
分 子 必 须 处 于 空间 群 的 一 般 或 其 种 特殊 Wyckoff wE. 按 式 (8-14), 这 Wyckoff 位 置 
的 对 称 群 (点 群 ) S 的 阶 而 一 nh M. zl 时 为 特殊 Wyckoff Gr BOR T UA 
有 位置 对 称 群 ( 点 群 ) S 所 描述 的 对 称 竹 ; 及 一 1 时 为 一 般 Wyckoff 位 置 ,该 分 子 可 以 
没有 对 称 性 (当然 也 可 以 具有 某 种 对 称 性 )， 
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biet 是 对 有 机 晶体 非常 重要 的 空间 群 , 蘑 、, 吟 喇 . 四 扎 基 醒 〈《TCNQ) 和 许多 其 
它 有 机 晶体 都 具有 这 空间 群 ， 其 原因 可 能 与 户 平 的 各 向 异性 分 子 的 堆 夫 有关: 空间 群 
Plc SET A SEN, ENK SS A DT E ERR Se, 


9-2-2 HATAK 


钙 钛 矿 型 结构 是 分 子 式 为 ABX, (A 与 B 是 阳离子 ,和 是 阴离子 ) 的 无 机 物 的 结 均 ， 
BaTiO;, SrTiO; 和 CaTiO, 是 策 钛 矿 型 结构 的 典型 例子 ,其 中 钛 酸 钢 〈《BaTiO:) SEE 
a (SrTiO) 都 是 典型 的 位 移 型 铁 电 体 .图 9-9 示 理 想 的 钙 然 矿 的 晶体 结构 , 现 以 Ga TC 
SANHAT. AF Titt 的 半径 较 小 《0.514 访 )， 钢 离子 Ber 的 半径 (1.43A) 和 


(b) | 
图 9-9 ”理想 的 御 钛 矿 型 结构 。《#》 原子 位 置 ;《b) 9 SEA ERES EUR 


err O- 的 半径 (132À) Ww. TH 居于 六 个 人 ”构成 的 正八 面体 的 间 隐 的 
i 中心 处 。 两 个 氢 八 面体 的 顶 角 相连 共 一 个 氧 离子 ,因此 ,每 个 TO 从 面体 的 化 学 式 实际 
E Tio., 八 个 这 样 的 八 面体 相 连 产生 了 一 个 较 大 的 空 队 ， 其 中 是 半径 较 大 的 钢 离 子 
Boa+， 见 图 9-9(b)， 图 9-9(a) 是 这 种 策 钛 矿 结构 的 另 一 种 示意 图 ， 唱 狗 原 点 选 在 Bat 
窗子 处 ,显然 有 
a= bmg, oss g= r = 909 
阳离子 AC(a 位 于 (0,0,0) 


阳离子 Een 位 于 (i.i) 


mas xo» en fr ken Halt, Sei 


TEE EE 90 e 5 t C 36 A ARE). EILER PROU 3 E 
型 然 的 ， 在 阳离子 或 阴离子 的 位 置 是 对 称 中 心 ; EB PF01008 0 plan H T b 
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多 重 性 坐标 
Wyckoff 字母 
位 置 对 称 性 
4i 8 1 (1) tyor (2) *,V,z (3) Esya (+) ry, 
(3) 1,14) (6) z,Z,y (7) Ex.» (8) Spa? 
(3) yaza (10) y,z.£ (11) y,z,& (12) YF 
(13) y,2,2 (14) Ps (15) y.X.z (186) Fraz 
(17) x,z,y (18) x,z,y (195 x,z,y (20) z,E,y 
(21) z,y.x (22) zeng (23) z,y,r (24) z,9,5 
(25) #,y,g (16) x,y, (27) zx ap (2B) z,y,z 
(29) gz,€,5 (30) z,5,y (31) s, x,y (121) z,X,y 
(33) y,£,5 (4) y,z,* (33) y,z,x (36) ya, 
(37) y mos (38) y,x,z (39) v,z,m (40) y,Z,š# 
(41) ,By (42) x,£,.Y (43) x,z,y (445 x,z,y 
(45) g,V,t (46) 2,y,X (47) z,9,E (48) z,y;x 
3M m mg Saba 元， 于) Fyr, AERE: , z DECH 
FEFE] FETE) X4Z24T TEE) ,£ GËTT 
LITE. É,x,z T „r Fyr, r, z, £ Eë 
FETE r,g.r z,X,T Sa af F,r, S.S? 
245 ł m. (ET iy. (ET EE DËS TE dE 
ET 2,3.7 ysZ51 Fzt ys PETET. 
PI PE Fala ys3.7 GUTE (TK i.n. 
daa H Of TEE | Taya} SE 
24 k "m, "DET 0, y.z f age ` Daag ks (ry y ss Ü, y 
IUS 2,0,y y»1,D y,z,0 y35,0 GEB 
y,0,2 y,0,z LETT: y.0,z (TZ dE, 
042,y Ü,#,y Taya Ù Sa Haf E .y40 E.y, 
Lë 1 m.m i.ysy 5y.y bays (KÉ y33,y yb) 
l GÉIE y;.v EK GEI GK GE 
12 d m.mi . O.y.y Eet 0,5 ys Oy y. y +937 Y»0, 
Falay ` F307 - y »y,0 y, y,0 yay, KÉ 
12 h moi GË du $,4,0 TIT. 0,£,i 3,0,2 (HE 
$,r,0 GTM 15054 €,0,1 045,5 If 
8 Z 3m r r. EE Fat x. x 
PEPE F,r, F r. Z, > FERE: 
6. i 4m.m 133, Fii hed ELIT istsr AE 
á e Án ep 1,040 £€,0,0 (BE d 0, €, 0,0,x 0,0, 2 
3 Fi timm.m 3,0,0 0,340 0,0,4 
š Ajmm.m 0,4,3 0 pil 
1 b mim 3,444 
1 g mim 0,049 


Hi9-10 空间 群 Pm3m 的 等 效 位 置 


B iix (0,0,0) 与 (0， L, 0 ) 的 镜面 ; 沿 (111) 方向 ( 即 垂直 于 八 面 体 的 各 正三 角形 表面 ) 


的 3 次 旋转 轴 ; 垂 直 于 《1107y 方向 的 镜面 。 这 些 就 说 明 空间 群 是 Pm3m(OD. 一 旦 知道 
了 空间 群 是 Pr3m， 就 可 肯定 必然 还 有 -- 些 其 它 的 对 称 元 素 ， 如 沿 立 方 晶 胞 面 对 角 线 
(110577 [E18] 2 o SEI 3775 Bi eU (100) 方向 的 4 次 旋转 轴 。 查 看 Pmim 的 Wyckoff 
EE 9-10)， 可 知 钙 铁 矿 的 所 有 高 子 都 位 于 特殊 位 置 : A 离子 在 1(a) 位 置 ，B 离子 
# 1(5) 人 位置, 六 离子 在 3 Ce) 位 置 ， 当 然 也 可 把 耸 标 原点 取 在 阳 沿 子 B 处 ,此 时 BB 离子 
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ÉRIC yE, AB T hi 1 (6) ré, XATA 3( 力 位置， 显然 这 两 种 取 阳 RSS 
Jj EFE AS TRIES HIJA 

Ek AT BBB mA 2E e Ge, 它 有 好 几 种 同 素 异 至 结构 ， 晶 体 可 在 这 水 圳 
结构 间 发 生 相 变 。 这 些 结 构 类 型 都 仅 对 理 稳 的 钙 詹 矿 结 构 略 有 候 离 ， 其 变化 主要 有 尺 下 
ZAHIL: 

(1) 两 种 阳性 离子 或 平行 或 反 平行 地 由 共 中 心 移 位 ，。 

C2》 阴性 离子 八 面体 绕 不 同 的 轴 倾 转 ， 

(3) 以 上 两 效应 同时 发 生 ， 

关于 这 类 问题 的 详细 讨论 网 510-3, 

已 经 发 现 五 十 多 种 氧化 物 与 拖 化 物 具 有 钙 詹 矿 类 型 的 结构 ,其 中 一 部 分 列 于 表 9-1. 
当然 , 表 9-1 中 所 列 化 合 物 不 一 定 都 具有 理想 的 钙 然 矿 结 从 。 


Sai 某 蕊 重 钛 矿 结构 的 化 合 物 


CaTiO, CaSnO, 


SrSnO, SrHíO, | LaA1O, | PbMgP, 


KNbO, SrTiO, 

Na WO, Ba T) O, BaSnO, BaHIO, LaCrO, KNIF, 
CdTiO, CaCeO, BaThO, LaMnO, | KZnF, 
PhTiO, SrCeO, LaFeD, 
CaZrO, BaCeO, 
SrZrO, CdCeO, 
BaZrO, PbCeO, 
PbZrO, 


观察 图 9-9(a) 可 知 ， 从 几何 角度 来 说 , 钙 钦 矿 结构 可 看 作 是 大 的 阴离子 (X) 与 大 
的 阳离子 CA) 构成 的 密 堆 结 移 , 小 的 阳离子 3 则 位 于 某 些 八 面 体 间隙 内 。 因 此 , 钙 钛 入 
LEES A DT Clin 9-1 中 的 K+, Catt, Ee, Bat 等 ) 的 半径 较 大 ， 约 为 1.0 一 
1.4 有 入， 与 氧 或 氟 离 子 差不多 ,而 B 离 予 则 应 较 小 ， 约 为 0.45- 一 0.75 只 。 SERIES A 
与 了 离子 的 化 学 价 的 要 求 并 不 很 严格 .对 氧化 物 ， 只 要 求 它们 的 总 价 数 为 6, 以 保持 整个 
结构 的 电 中 性 ， 例 如 表 9-1 所 列 策 化 物 中 的 阳离子 的 价 数 可 以 是 1 与 5。 2 与 4, 以 及 3 
与 3, 钙 软 矿 结构 中 人 离子 或 3 离子 的 位 置 甚至 可 镇 几 种 离子 占据 ,例如 (KosLats)TiO，， 
Sr(GansNbos)O; # (Bass K, IT lh AC, 都 是 钙 詹 矿 型 结构 。 

钻 稣 矿 结 构 中 的 某 些 A 位 置 可 以 是 空 的 。 例 如 , 钠 钓 青铜 的 理想 成 分 是 NWO, A 
和 钙 坏 矿 结构 。 但 钠 钨 青 钢 的 成 分 和 颜色 可 以 变化 很 大 ， 其 分 子 式 最 寻 是 写成 Na WO, 
(129322 0)， 其 颜色 可 从 金黄 色 (x = 0.9) 变 成 红色 (= 0.6) Š x< 1 时， 为 了 
维持 电 中 性 ;对 应 于 每 个 空 着 的 ( 缺 Nat B0) A 位 置 , 就 有 一 个 钨 离子 由 五 价 变 成 六 价 , 这 
种 化 学 价 的 变化 就 导致 疹 色 的 改变 ， 但 却 保持 钙 钛 矿 型 结构 不 变 。 若 钠 名 青 铜 移 或 分 进 
一 步 改 变 成 NasyWO,， 颜 色 就 变 成 深 兹 色 ,也 不 再 保持 钙 钛 矿 型 结构 。 

在 此 顺 恒 介 绍 ReO; 型 结构 。 把 钙 詹 入 型 结构 中 的 位 于 8 个 BX， 八 面体 之 间 的 大 
训 隐 内 的 大 A 离 子 去 掉 , 就 得 到 ReO: 的 结构 . 换 句 话说 ，ReO， 结构 的 基本 单元 是 ReO， 
作 押 所。 招 这 些 八 面体 共 顶 地 连接 成 立方 结构 ,就 得 到 ReO, 在 89-7 中 将 以 ReO, 型 
洁 构 为 厅 础 介绍 更 复杂 的 氧化 物 的 结 称 。 
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$ 9-3 iB] BER Sca az Utd 


S Bar WI XE: RAE AJ im PK BJ2 EES y o. PON Dt 2 UR. 

(1) WEHA. 

(2) HHE Ef 

(3) WEAR. 

(4) 测定 空间 群 的 衍射 符号 ， 

县 中 测定 唱 系 多 采用 开 射 线 衍射 方法 ， 用 和 射线 衍射 方法 也 不 难 测定 晶 胞 参数 并 握 
此 计算 出 晶 胞 体积 V. 由 实验 测 得 的 晶体 的 密度 o MARR Vo OTTEMA Avo- 
gadro CHRIS W E N， 可 以 计算 出 每 个 晶 胞 内 分 子 的 个 数 2: 

Z = oNV,ÍM (9-1) 

& 89-4 (LARES Re Pa RA ay TTT Ale e DICA EI T (P S SE BU PX, 

根据 表 8-2, iiis BEER E 85 X CR ele 1 2: P RET 2 Ba RB DE SI 

ACT GA GE KSE TEE 8156-4 已 作 了 简要 介绍 .由 表 6-4 0] Ul, HAAR 
Ji E TETEA Sek —BRHEUSEAXCCR AER KAJ RR ER. ERRE D F, JÁGUUEPERIOSSBU S S87 26 
可 以 帮助 我 们 鉴 罚 点 群 。 例 如 , 设 尖 一 简单 四 方 点 阵 的 晶体 属于 和 jm Laue K, 但 我 们 无 
法 判断 它 的 点 群 究 疯 是 4,1 还 是 4/m。 若 X 射 线 衍射 实验 发 现 该 晶体 具有 hI 4, WË E 
qh, HARGATS ERARE 4, 因 为 与 点 群 4 或 4/m 同 态 的 属于 简单 四 方 点 阵 的 空 
HERRA 4, 或 4 螺旋 轴 。 此 外 ,如 $4-5 中 已 提 到 的 ,会 聚 束 电 子 衍 射 是 测定 晶体 学 氮 
群 的 一 个 好 方法 。 当 未 能 最 后 确定 点 群 时 ， 可 先 试 试 按 对 称 性 最 高 的 点 群 来 调 定 晶体 结 
构 , 若 得 不 到 合理 的 结构 ,就 再 尝试 用 对 称 柱 较 低 的 点 群 . 

衍射 符号 描述 直接 定性 观察 衍射 谱 所 能 获得 的 关于 空间 群 的 信息 . 为 了 帮助 晶体 学 
家 由 关于 Laue 类 .反射 条 件 和 在 某 些 条 件 下 可 能 测 得 的 点 群 的 信息 判断 晶体 的 空间 群 ， 
国际 前 体 学 表 A 卷 外 第 41 一 47 页 列表 载 有 反射 条 忻 、 衍射 符号 和 可 能 的 空间 群 ， 购 附录 
8， 表 9-2 是 其 摘录. 

衍射 符号 由 两 大 部 分 组 成 :第 一 部 分 是 Lau 类 符号 ,第 二 部 分 是 消光 符号 .消光 符 
号 又 由 两 部 分 组 成 ,左边 是 表示 点 阵 类 型 的 大 写字 母 ,右边 是 用 三 位 符号 表示 的 螺旋 轴 和 和 
滑 移 面 。 这 三 个 位 置 代 表 的 对 称 性 方向 与 点 群 和 空间 群 的 HM 符号 一 样 , 见 表 7-6. = 
某 对 称 性 方向 没有 螺旋 轴 和 谓 移 面 时 ,就 用 一 短 横 表示 . 

附录 8 和 表 9-2 对 每 种 晶 系 各 列 有 一 个 表 。 表 的 最 左边 是 反射 条 件 ， 丛 左 到 右 依 次 
列举 整体 反射 条 件 、 晶 带 反 射 条件 和 系列 反射 条 件 ， 条件 Bo 2n 和 大 十 下 一 2n 分 别 简 
写 为 上 和 上 十 庆 ， 等 等 。 表 的 中 间 是 消光 符号 ， 往 其 左边 烘 上 Laue 类 符号 就 得 到 完整 
的 衔 庙 符 号 。 表 的 右 部 是 对 应 于 该 种 反射 条 件 , 即 对 应 于 该 种 消光 符号 的 可 能 的 空间 和 群 ， 
这 些 空 间 群 一 盘 用 简略 HM 符号 及 其 序 等 (在 括号 内 ) 按 其 所 属 Lau RAARD P 
Im. ës HM 符号 ,以便 区 别 对 应 于 不 同 唯一 性 办 的 符号 ， 

当 按 照 5-1-1 节 的 厌 则 选取 惯用 最 胞 时 ,四 方 三角, 六角、 立方 品系 的 坐标 辑 的 选取 
是 唯一 的 ,但 正 交 和 单 土 晶 系 的 坐标 轴 仍 有 许多 种 选 法 ,在 测定 出 基 蜡 体 结构 的 空间 群 之 
入 选取 的 洗 标 轴 不 一 定 对 应 于 空间 群 的 标准 HM 符号 ， 为 了 测定 空间 群 的 方便 ,国际 唱 
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笨 学 琢 & 卷 岂 中 对 单 科 和正 交易 系 落 虑 了 各 种 可 能 的 单 隐 选 择 和 坐标 轴 放 置 ， 其 中 仅 标 
演 放 家 灶 的 空间 群 符号 用 黑体 字 印 刷 ， 对 某 空 间 群 在 其 它 坐 标 轴 放 置 之 下 的 HM Sx, 
可 根据 该 空间 税 的 序号 利用 附 孙 7 迅速 查 出 它 所 对 应 的 标准 HM 符号 及 网 者 的 基 天 之 
TJA. 

每 个 品系 的 表 内 各 条 上 自 芍 编排 顺序 不 象 附录 7 PERDAR. Padus it RIA 
标 轨 的 放下 的 系统 ,) 操 是 编排 得 使 测定 空间 群 尽 可 能 方便 。 为 此 ,由 上 到 下 的 顺序 是 : s 
左边 的 栏 空 着 (没有 反射 条 件 ) 移 条 目 排 在 上 面 ; 当 区 左边 的 栏 不 空 ( 包 含有 到 和 庙 条 件 ) 时 ， 
Iz 8: 26 VESTRI AB HE ZE_E TI. 

设 有 -一 晶体 的 衍射 花样 显示 Lave 类 mmm BQXPERTE.UI U EREZ mA. XH 
反射 出 现 的 条 件 是 DIE + Is 2n, AkO: A — 2n;h00: À — 2n;0k0: k= 2s 和 004; 
i= 2n. 查 附录 8 或 表 9-2 知 其 消光 符号 是 Pn-a。 这 一 消光 符号 是 这 样 推导 出来 的 ; 
i: 88-5 知道 ,整体 反射 名 /无条件 出 现 意味 着 是 简单 点 阵 《P); 0 反射 条 件 为 十 i! 二 
In 吉 味 背 有 垂直 于 [100] 方 向 的 ”请 移 面 ， 站 0 反射 条 件 为 让 一 2n 意味 着 垂直 于 1001] 
BW adieu. A00 反射 条 件 为 À — 2n 是 Aën 反射 条 件 为 ñ == 2n 的 特例 ， 并 不 
— ERRA AY [100] 方向 的 2 螺旋 轴 ; ORO fn 001 的 反射 条 件 也 是 OR) 反射 条 件 的 
KR]. X 9-2 告诉 我 们 ,对 应 于 这 种 Laue 类 和 反射 条 件 ( 即 对 应 于 衍射 符号 mmmPn-a) 
的 空间 群 有 两 种 ， 即 对 应 于 点 群 mim 的 Ps2(33) MIM TAR mmm 的 Pama 
(62), SP: PII, Pa2,5(33) 不 是 标准 HM 符号 ,其 基 矢 a,b,c 与 标准 HM í$ 
t Pna2, 对 应 的 基 矢 a,b,c 的 关系 是 ^ 一 a,b = —e,c = b, (m Puma(62) WE 
标准 HM 符号 , 故 用 黑体 印刷 ,把 b De 交换 后 , MIRE AROIA in 就 变 成 了 
OI A 2n, 与 此 对 应 的 消光 符号 是 Pna-, 相应 的 空间 群 的 符号 就 变 成 了 标准 的 Pna2, 
(33) JEREJ Pnam(62), 

又 例如 空间 群 PE Co), HETER abe 的 六 种 取 法 的 HM 符号 依次 
JL. (Dabe,Pben 【标准 的 )3(2) bae,Pcan;(3) cab,Pnca; (4)6ba,Pnab; (55bca, 
Pbna; (56)acb,Pcn&。 相应 地 ,在 附录 8 和 表 9-2 中 就 有 关于 这 空间 群 的 六 条 内 容 ， 兵 中 
QUEE HM 符号 Phen 用 黑体 字母 印刷 。 

附录 8 共 列 有 219 个 消光 符号 ,它们 与 Laue 类 一 起 梅 成 了 242 个 衍射 符号 , 兵 由 有 
纪 符 号 的 次 别 仅 在 于 单 胞 选择 和 基 矢 放置 的 不 同 。 如 上 例 中 的 六 个 符号 ， 若 把 这 样 的 几 
个 答 号 看 作 是 一 个 符号 ,就 只 有 101 个 消光 符号 和 122 个 衍射 符号 ， 其 中 50 个 衍射 符号 
各 对 应 于 一 种 空间 群 , 如 表 9-2 中 的 mmmPben 对 应 于 一 个 空间 群 Phen(60); 其 余 72 
个 衍射 符号 各 对 应 于 多 种 空间 群 , 如 表 9-2 中 的 衍射 符号 mmmPna-a 可 对 应 于 两 种 空间 
Im. 6/mmmP--- 对 应 于 五 种 空间 群 , 等 等 ， 

如 采 不 但 有 关于 待 研究 晶体 的 Laue 类 的 信息 、 还 能 设法 测定 其 晶体 学 点 群 及 点 群 
相对 于 点 和 阵 的 取向 ; 则 可 由 消光 符号 唯一 地 鉴别 204 种 空间 群 .如 仍 射 何 号 mmmPn-a 对 
应 半 两 种 之 关 群 ,但 这 浴 种 空间 群 分 属于 不 同 的 点 群 ， 知 道 了 点 群 , 空 间 群 就 唯一 地 确定 
了 .在 衍射 符号 6/ mmmP--- 的 例子 中 ;对 应 于 点 群 P62m 的 两 种 空间 群 中 ,P621m( 189) 
ju 2 yehH[1001,L010]Xu][ 110175 im, P6m2(187) 89 27x833[110], [120130[210]5 
H. ADÉ T AEBDL ES 62m 这 样 的 点 群 相 对 于 点 阵 的 取向 ,对 应 于 6/ mmmP--- BJ 2318) 
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群 也 可 唯一 到 鉴 别 . 已 知 消 区 符 写 和 点 群 仍 不 能 区 分 的 空间 群 是 表 7-3 所 载 11 x[ E iH 
HRAJE ER [2224—5912,2,2, 和 123—123 这 网 对 空间 群 ， 这 是 很 明显 的 ， 因 
为 ;比如 说 全 螺旋 轴 和 6, 螺旋 轴 5| 起 同样 的 系统 消 范 :使 0007 区 射出 现 的 条 件 为 ， 一 3， 
它们 多 都 与 6 次 旋转 轴 和 同形 ， 就 无 法 用 测 系 统 消光 和 测定 点 对 称 性 的 上 万 社区 别 它 们 ， 在 
附录 8 NIS 9-2 中 ,这 样 的 对 有 鼎 的 一 对 空间 群 用 大 括号 { HS. 测定 晶体 结构 持 可 下 这 
一 对 空间 群 中 的 任何 一 个 ， 此 外 ;空间 群 1222 和 12,52; 部 具有 平行 于 «b.e =+ 
向 的 2 Gs 2, 螺旋 轴 , 只 不 过 在 两 个 空间 群 中 这 些 轴 的 空间 配 罗 不 同 ， 当 然 也 不 能 由 
系统 消光 来 区 别 它们 。 123 与 12,3 也 具有 类 似 的 关系 。 在 附录 8 和 表 9-2 中 这 两 对 空 
RRES 别 用 方 括号 [ MR X. 


5 9-4 ”空间 群 在 晶体 结构 测定 工作 中 的 应 用 (1 


上 一 节 简 单 介 绍 了 如 何 利 用 空间 群 图 表 中 关于 反射 系统 消光 的 资料 测定 空间 群 ; 本 
节 则 通过 几 个 实例 说 明 , 在 浏 定 了 某 语 体 的 空间 舒 及 每 个 晶 胞 所 含 分 子 数 之 后 ;如何 利用 
空间 群 峰 表 所 载 有 关 等 效 位 置 的 资料 初步 判断 或 推测 该 晶体 可 能 的 结构 。 


E? m Z NH 
9-4-1 gelo cs) 

图 9-11(a》 示 尿素 晶体 的 天 然 外 形 k tk E W Si EIDA. SEL 
一 对 斜面 ， 且 下 个 儒 面 都 与 楼 和 柱 面 构成 同一 夹 角 .通过 四 次 旋转 例 肥 操作 4 可 以 使 这 四 
ug bg ,比如 说 , 了 11 面 变换 成 111 面 ,等 等 。 因 此 ,容易 判断 尿素 晶体 其 有 42m 
宏观 对 称 性 ,不 具有 422 宏观 对 称 性 ， 按 $ 6-4. 尿素 的 点 群 很 可 能 是 42mo 


Ri9-11 RS Ga) 尿素 晶体 的 天 然 外 形 ; (b) REAT: (6) RRN iR s 
(d) Sanne Fix E 
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尿素 的 品 胞 参数 是 a= 5.67À, c— 473 À, WEE 1.335, ERO- DITAR AT 
BEI ld XR. GD 型 一 般 上 肥 射 没有 系统 消光 ,因而 是 简单 色 方 点 泗 ,《 恕 0). 
(ORD 和 Ch0D); (BAD) D CARD) 等 反射 也 没有 系统 消光 ,说 朋 没 有 沸 移 面 . (007): Akt) 
和 CAÀ0) 等 反射 也 没有 系统 消光 ,说 明 没 有 党 [0011 和 《1107 方 向 的 此 旋 轴 ， 仅 有 的 杂 统 
消 沪 是 《0k0》 反射 ( 当 k= 2# 十 1 时) 和 (Ch00) 反射 【 当 天 一 28 + 1 时 )。 因 此 , 仅 
E BUB A EXEBYS MOUSE RR 《100) 方向 的 2 螺旋 轴 。 由 此 可 知 尿 素 的 衍射 符号 是 
4/mmmP-2,- EN 8 可 知 , 对 应 于 衍射 符号 4/ mmmP-2,- 的 空间 群 是 P4212 和 P421m- 
前 老 的 点 群 是 422， 后 者 的 点 群 是 42m。 既然 尿素 的 宏观 外 形 不 具备 422 对称 性 向 其 备 
12m 对 称 性 ,我 们 就 可 以 肯定 它 的 空间 群 是 时 2m。 


位 置 
m gë EE 
Wyckotf ER 

h Í 1 CU r.y.x (2) X,ysz (3) y,2,7 IM 5 — z 
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特殊 : 同上 ;加 上 上 
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图 9-12 ”空间 群 P 和 um 的 等 效 位 置 和 反射 条 件 


7-10 和 图 9-12 摘自 国际 玫 所 载 第 113 号 空间 群 Fil D 的 图 表 ， 个 数 为 2 
的 等 效 位 置 只 有 下 列 三 种 : 


Zei, BTE EE 
: 1 1 1 E 
2(5), MIRRE 40,050, 7 579 


1 
2 
z 


2( 6); 点 对 称 性 2 mm 0, LA Z0, 


由 于 每 个 晶 跑 内 含 两 个 尿素 分 子 ， 而 尿素 分 子 又 是 有 限 分 子 ， 不 可 能 具有 螺旋 轴 或 消 移 
各 ,它们 就 只 可 能 占据 上 述 三 种 位 置 之 一 ;而且 尿素 分 子 还 必须 具有 各 该 等 效 位 置 的 点 对 


HN NH, f 
称 性 ， 从 化 学 上 已 知 尿素 分 子 的 结构 式 为 ` ， 它 显然 不 可 能 具有 点 对 称 性 +, IN 


i 

O 
而 不 能 占 所 a) 或 2(5) 位 置 , 剩 下 的 唯一 的 可 能 性 就 是 20) 位 置 ， 这 要 求 尿 素 分 
=F. mm 对 称 性 ,这 是 完全 可 能 的 ; 见 图 9-11(b), 其 中 一 张 镜面 通过 OC. N 原子 
的 中 心 。 这 样 ; 我 们 就 可 以 表 定 ， 累 素 分子 中 的 C 与 口 原子 必须 位 于 图 7-10 中 的 2 Ad 
上 上 ,各 有 一 待定 参数 z; 而 N 原子 则 必须 位 于 对 称 面 上 ,有 了 两 个 待定 参数 as 5 as. SÉ 
可 得 到 图 9-11(e) BUR EDT CE Ge He B EE RR 971104) 所 示 尿 素 晶体 在 (001) 面 
的 投影 ， 这 里 没有 考虑 氨 原 子 , 因 为 和 射线 方法 不 能 测 BARTIN E. 
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现在 讨论 应 用 空间 群 判 断 尿 素 晶 体 的 结构 的 另 一 种 方法 。 这 方法 先 考虑 每 种 矢 子 的 
可 能 的 位 置 ,最 后 才 引 人 分 子 的 概念 ， 我 们 的 任务 是 考 虐 每 个 量 胞 内 的 两 个 磋 ,两 个 氧 和 
FAT urine. 若 把 碳 放 在 2Ca)》 位 置 ,把 氧 放 在 205) 位 置 , 则 沿 [001 ] 方 向 就 
会 有 等 问 距 交替 配 冲 的 碳 - 氧 - 碳 - 氧 原子 链 , 这 意味 着 形 如 图 9- 1100) 的 尿素 分 子 中 的 氧 
原子 与 同一 分 子 内 的 碳 原子 的 间距 等 于 氧 原子 与 相 邻 尿素 分 子 中 碳 原子 的 间距 ， 这 是 极 
不 可 能 的 ， 若 磋 占据 2(e) 而 氧 占据 Xec) 位 置 , 也 会 得 到 同样 不 合理 的 站 果 。 唯 一 合理 
的 放置 方法 是 让 磋 与 氧 都 频 据 200). 位 置 而 有 互 不 相同 的 参数 zc 与 zo. 

由 图 9-12 可 知 ,空间 群 P42,m 中 的 四 重 等 效 位 置 有 下 列 两 种 ， 

aCa)- 0 020 0 8B l l E 
2. 2 42 


&Co) xs 十 aE — ni + aval 一 
2 2 2 

若 坦 两 个 毛 原 子 放 在 2Ca)， 另 两 个 放 在 2(8》 位 置 或 者 更 一 般 地 让 四 个 氮 原 子 都 鼎 括 
Kd) 位 置 , 就 会 使 氢 原 子 与 两 个 矶 原子 的 距离 相等 ,根据 上 一段 的 理由 ,这 也 是 极 不 可 能 
的 ， 岂 不 可 能 四 个 氮 都 占据 并 ce) 位 置 , 因 为 这 种 配置 与 尿素 分 子 的 结 梅 式 予 让。 这样， 
哗 一 这 能 的 是 把 氨 放 在 Ke) 位 置 上 ， 也 就 是 过 图 7-10 中 2 Peg ERR SET F. 这样， 
我 们 得 刘 与 前 一 方法 相同 的 结论 , 即 尿素 晶体 的 结构 应 如 图 9-11(e) Pio. (EXX— hi4 
中 有 四 个 独立 的 原子 位 置 的 参数 需要 实验 测定 ,它们 基 : no zo 和 zo, 

前 述 落 虑 已 知 化 学 结 梅 的 分 子 在 量 临 中 如 何 放 置 这 一 方法 适用 于 有 机 量 体 ， 总 刚才 
讨论 的 考虑 单个 原子 或 离子 应 占据 什么 等 效 位 置 的 方法 则 对 离子 晶体 用 处 于 六. 

以 上 上 并 没 最 后 确定 尿素 的 晶体 结构 ， 还 需 通过 一 些 与 实验 测 得 的 衍射 强度 对 比 的 方 
法 才能 决定 上 述 四 个 原子 位 置 参 数 ， 最 后 还 应 该 复核 所 测定 的 结构 。 所 有 这 些 已 超出 了 
本 书 的 范围 ， 对 晶体 结构 测定 感 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 11 一 4]。 


9-4-2 XT E N FET 

小 晶 石 是 成 分 为 MgALO+ 的 矿物 ， 空 间 群 是 227 号 ，Fd3m(03)， 见 图 9-4， 每 个 
Gs 8 个 尖 晶 石 分 子 S(MgALOO. 许多 有 类 似 分 子 式 的 化 合 物 ， 例如 亚 铁 磁 修 的 
铁 氧 体 ZnFeO, SR Tuam. 

oe Fdim(Ol) 中 一 般 等 效 位 置 有 192 个 ， 因 此， 所 有 的 原子 都 占据 特殊 亿 具 ，。 
而 且 我 们 也 不 必 考 虑 位 置 个 数 大 于 32 者 ， 需 考虑 的 位 置 是 (原点 取 在 43m 3): 


3 
8(2):0,0,05—, 


— — "m 一 一 一 一 i H — — — — —À — — 
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ñ 

JV 8 P T k is Bei 位 置 或 者 I) tE. 由 于 这 两 种 位 置 具有 梧 样 的 对 称 
性 ,号 们 的 译 别 仅 在 于 原点 人 不同; 我们 可 以 任 取 一 种 位 置 ,比如 说 S 位 置 。 因 为 ai 
位 寺中 浅 有 可 变 的 参数 ,它们 一 且 被 钦 原子 占据 后 ， 就 不 可 能 再 被 其 它 原 子 占 据 * 起 十 六 


个 知 原 子 不 能 占据 8Ce) NOE 两 种 位 置 ， 而 只 可 能 占据 16C) 或 16(d) 两 种 位 器 
一 :本 来 ，16(e》 与 16(4) 丙种 位 置 的 差别 也 仅仅 在 于 原点 平移 了 { 二 ,二 ,二 )， 但 


当 我 们 马 经 把 八 个 镁 原子 安排 在 8(e) 位 置 之 后 ，16{c) 与 16(4) 位 置 相对 于 8(a) 位 
加 的 关系 就 术 一 样 了 ,也 就 是 说 ,原点 已 经 固定 了 ,不 能 再 变 了 ， 究 况 十 六 个 铝 原 子 占 提 
6600) 还 是 16(4) 位 置 ,不 能 仅 由 空间 群 的 著 弄 来 决定 。 最 后 , 氧 原子 显然 应 占据 32Ce) 
位 着 , 它 有 一 个 待 测 参数 x, 

RARER MgAkO 的 结构 如 下 : 

8 个 Mg fE 8(a) (OS, 

16 个 Al fE 16Cd) fir&, 

32 小 口 在 32(e) 位 置 ， 参数 x =s 

JE IEE ABQXQ(A 是 Mg", BE A”, XE OUO db e 方向 的 投影 图 示 于 图 
9-43， 为 了 作 图 清晰 和 起见, 一 个 晶 胞 的 上 半 部 分 与 下 半 部 分 分 成 两 个 图 绘 出 ,图 中 数字 表 
RETE e 方向 的 高 度 ,以 e 为 单位 。 

AURIS ARX 中 的 阴离子 X0) Wë Sai DEI DIE 
ZG ae S EILER, mr RSR SIS, alt, “Ç 
B Vii NC rir ME A Ei +. (Mg!) 位 于 四 个 义 离 子 构成 的 妈 面 体 


SE BS 


cu * s ug. 


an -13 Jnd ABX, NS cA EEBEBR itp B9 CEU DRCT PLEBE :以 “和 
为 单位 ， (a) FS: (b) Era 
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m RV M IAE 


Saz 某 些 尖 晶 石 结构 的 化 合 物 


BeLiF, x MgFe,O1 FeNi,O, Mea? 
Ma Na F, MnGr,O* | TiFe;O] GeNi,O, ZnGa,O, 
W Na,O, FeCr,O? | MnFe,O, Fe NIS, CaGa,O0? 
Zak (CN), CoCr, 0t FeFe.O1 Ni Ni,S, Mgln.O1 
CdK (CN), NiCr,O? Pe MgRbh,O? Caln,O, 
HgK,CCN), CuCr,O? CoFe,01 ZnRh,O* Mnln,O, 
TiMg,O! ZnCrO* | ^— NiFe,O? | TiZa,01 Feln,O1 
VMg OJ CdCr,O* CuFe;Q7 5nZn,Ut | Colm, 07 
SnMg,Q, MnCr,$, ZnFe,Of MgAI,Of£ Nil n. OT 
MgV,O* FeCr,5, CdFe Or SrAI,0, Cdln,0, 
FeV,Q0, CoCr,5, AlFe Ù, CrA1,0, Hgls,0, 
ZnV,0t CdCr,S, PbFe,O, MaA1,0, | 

HzUCr,S* MgCo,O, MnAl O? 

ZnCr Se, T1Co,O, FeAI,O0* 

CdCr,Set CoCo,0f CoAIL,0f 

TiMn,O, CuCo,O, NiA1,O, 

MnMn,OË ZnCo,0? Cu AIT,O, 

ZnMn,Of? SnCo,0 ZnAÁl,Of 

CoCo,5, AlO, 
CuCo3, ZnAÍl,S, 


* E EE t ERREAK 
WRR BAT (A) 则 位 于 六 个 和 离子 构成 的 八 面体 间隙 中 .每 个 和 离子 与 一 个 A 离 
开 和 二 个 卫 离子 相连 或 与 两 全 和 和 两 个 了 相连 . 

大 多 数 尖 晶 石 结构 的 氧化 物 中 ,和 4 是 二 价 阳离子 ;3 是 三 价 阳离子 ， 但 这 并 不 是 类 晶 
石 结构 的 基本 条 性 .重要 的 是 A 与 BB 离 子 的 总 价 数 为 8, 以 便 整 个 尖 晶 石 结构 呈 电 中 性 ， 

得 是 , 男 有 许多 具有 类 似 分 子 式 的 化 合 物 ,如 Me bech, FeFe;O., MnFe;O,, NiFe;O,, 
CuFe;O,, 它们 都 是 立方 蝇 系 、X 射线 照片 说 明 它们 是 面 心 点 阵 , 每 个 晶 胞 内 也 是 包含 83 个 
分 地 ， 但 技 上 述 结 构 模 型 计算 出 的 XX 射线 衍射 强度 与 实验 数据 不 吻合 ， 此 外 ， 由 饱和 说 
化 强 坚 的 实验 测量 值 可 求 得 分 子 磁 短 ， 按 上 述 尖 晶 石 结构 模型 计算 出 的 分 子 磁 窍 理论 值 
也 与 天 验 悄 不 符合 ， 为 了 解释 这 些 矛 冒 ， 人 们 提出 了 下 述 反 从 晶 石 结 构 。 上述 化 合 物 可 
iub BCA B OT) DAMAST AM 代表 Mgt, Fet, Mur, Mir, Cut 等 ，-= 价 中 
AT B" 则 代表 bei, 反 尖 唱 石 结构 是 : 

8 个 B+ 在 8(a) frg, 

8 个 BY 十 8 个 AT 统计 地 分 布 在 16(4) 位 置 ， 

32 个 O* 在 32(e) 位 置 ,参数 x ex 3/8, 

肥 尖 蝇 石 结构 与 尖 晶 石 结构 很 类 似 , 只 不 过 二 价 与 三 价 金 属 离 子 的 分 布 有 所 不 同 . 按 
这 种 结构 模型 计算 出 的 MgFeO, 等 晶体 的 XX 射线 入射 强度 就 与 实测 值 一 至 了， 此 外 , 技 
这 种 结 梅 模 型 计算 出 的 这 些 铁 氧 体 材料 的 分 子 磁 矩 也 与 实测 值 基 本 一 致 - 

B ZR i ERAT j TUR BR. T: 

CI) 按 空间 群 图 表 所 载 有 关 等 效 位 置 的 资料 和 每 个 晶 胞 中 各 种 凉子 的 个 数 来 判断 涯 
子 位 站 时 ， 在 大 多 数 情况 下 可 按 尿 素 与 尖 晶 石 的 例 于 如 .上 考 卜 问题 。 但 还 应 该 考 旧 到 原 
耳 部 分 无 序 排列 的 可 能 性 ,虽然 这 样 的 例子 比较 少 、 有 时 可 能 是 几 种 不 同 的 诛 - 玉 或 峪 子 
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元 规 遇 分 布 在 同一 种 位 鼻 中 ， 如 反 尖 品 石 结构 中 的 八 信 AT BAUR BU 离子 ; 还 可 能 
H am, lp 个 某 种 原子 无 规 地 分 布 在 某 种 多 重 性 为 ?4 的 Wyckoff fir rB, 8 1/3 的 
专 效 位 置 是 空位 ,好 平 均 每 2/3 个 原子 占据 一 个 等 效 位 置 . 

(2) 运用 空间 群 的 规律 判断 原子 可 能 占据 的 位 置 ， 只 是 测定 未 知 结构 的 工作 的 一 个 
步骤 ,而 旦 只 是 一 种 辅助 手段 。 在 大 多 数 情况 下 ,不 可 能 仅仅 由 空间 群 的 考虑 就 唯一 地 确 
ERAH. du B ;为 机 判断 茶 一 结构 模型 是否 正确 ,必须 检验 这 一 结构 模型 是 否 与 衍射 

不 但 计 多 AB,X， 型 的 氧化 物 , 而 且 某 些 太 化 物 , 友 化物、 氢化 物 和 蚀 化 物 也 其 有 尖 明 
位 结构 ,其 中 一 部 分 列 于 表 9-3。 


5 9-5 “ 密 堆 结构 及 其 空间 群 [ea 


9-5-1 密 堆 结构 及 其 符号 表示 

许多 蝇 体 的 结构 可 用 密 排 原子 户 的 堆 吉 来 表示 。 拒 同类 原子 当做 等 径 刚 球 ， 它 们 在 
平面 上 构成 图 9-14(a) 所 示 的 等 径 刚 球 的 密 徘 层 .这 密 排 层 的 对 称 性 可 用 PL a, 
其 一 个 卓 胞 办 较 重 要 的 部 分 对 称 元 素 的 配置 示 于 图 9-14(b) 《全 部 对 称 元 素 的 配置 则 请 
参看 国际 品 体 学 表 A 卷 中 所 载 空间 群 P6/mmm). 


GC DOT) 


2 1007 


A 9-14 等 径 刚 球 的 密 排 层 【a) HRS (b) 
在 和 层 刚 球 间 有 8B 及 C 两 种 等 价 的 间 随 。 在 图 9-14(ay c, BARA c RORY 
位 置 是 (2,2,0), 其 特征 是 近乎 三 角形 间隙 的 顶 角 朝 下 , HRR e 轴 的 投影 位 置 是 


(1.50), 其 近乎 三 角形 间 除 的 顶 角 朝 上 ， 第 二 层 刚 球 的 中 心 若 在 3 间 队 位 置 或 C 间 
隐 位 置 ,整个 体系 的 能 量 低 于 在 4 RRE LEE. D, MEA ES Lä 
Bi CE, BEPREL 4R CARH., CAELS AK B PNIS. m E Sitt 
+. 

w HERKES Pe HE EE Rh 258 EE GE EIER ER. HEREA AIA. — A 
HS ABCABC:-- MFR IX EIB A p ARCI II HE ERU MEER, (Gel 
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类 型 为 41 的 晶体 ,如 AlCu, Ag Au, T-Fe $, 3Xib BIDUB Rer kE rh E 
iB [111], 方向 的 3R HEXECIR 3D. BAERE EHE [001139] 4B AB WÑ 
HEBUHERR. (E) A3 型 的 晶体 Mg.Zn,Cd 等 ， 在 这 些 密 排 层 的 堆 控 中 很 容易 出 现 层 错 ， 
例如 在 ABCABCABC--- MERIH, WE c 层 上 引 人 一 个 ? 层 而 不 是 4 层 就 形 或 
4BCiBC4BC4. 《篇 头 指 示 层 错 面 )， 这 是 很 可 能 的 , D tt e, EC 层 上 面 
难 一 层 4 或 一 屋 了 是 等 价 的 ， 只 是 次 近邻 不 同 而 已 ， 整 个 体系 能 量 差别 不 大 。 在 层 错 附 
近 ，AB8CA8C--. 的 类 序章 到 局 部 破坏 ,而 出 现 局 部 的 BCBC 堆 嫩 ， 即 局 部 的 六 角 密 
堆 结 构 ， 

如 果 这 些 层 错 是 长 程 有 序 排列 的 话 ,还 可 以 降低 整个 系统 的 能 量 ,产生 稳定 的 晶体 结 
构 。 根 据 层 错 的 周期 不 同 以 及 一 个 周期 内 窗 排 层 的 堆 如 方式 不 同 ， 可 以 产生 许多 密 堆 结 
构 。 这 些 结构 之 间 的 差别 仅 是 c 轴 的 长 短 不 同 以 及 沿 e 辅 方向 排列 的 顺序 不 同 ， 这 种 现 
象 称 为 多 型 ， 以 区 别 于 称 为 多 态 的 同 素 异 构 。 对 于 多 态 的 各 种 结构 (如 a-Fe 与 v-Fe), 
往往 有 一 定 的 形成 条 性 (温度 ,成 分 等 ), 而 多 型 的 各 种 结构 往往 共生 在 一 起 ， 这 种 现象 是 
中 于 各 结构 间 原子 最 近邻 关系 相似 ,系统 自由 能 之 间 无 多 大 差异 。 

设 密 排 层 的 间距 为 co MEN BH SE NE Rp 4BC4…， 凰 序 ( 以 下 称 为 
正 序 ) 的 堆 壤 数 为 p, # CBAC--- 岩 序 (以 下 称 为 北 序 ) 的 堆 操 数 为 n, Mj 

p + n= N 

现在 分 三 种 情况 讨论 如 下 : 

(1) p — n = 0 (LI 3 248) 

HJ p — n J: 38g Uk, TRE N+ 1 层 在 第 1 层 的 正 上 方 ,得 到 晶 胞 参数 < Ne, 
的 六 角 点 做 的 结构 ,用 大 写 英 文字 坪 互 起 示 ， 

(2) p —n= +1 (Ü) 3x8) 


这 时 第 N 十 1 层 原子 较 之 第 一 层 的 位 移 是 Lal 换 句 话说 ， 若 第 一 层 是 4 


层 , 则 第 YY 十 1 层 是 了 3 层 , 第 2N 十 1 EJE C E, 第 3N + 1 层 才 回 到 4 层 。 由 $5-2 可 
知 , 这 样 得 到 的 是 正 放 算 的 攻 面 体 点 阵 , 称 为 正 尺 型 堆 坷 ， 这 时 葵 面 体 坐 标 系 的 三 个 基 和 天 
可 用 六 角 坐 标 系 表示 为 


dug (PN) (9-22) 


G) p — n = 一 1 (以 3 为 模 ) 
这 时 第 十 1 层 较 之 第 1 层 的 位 移 是 (二 ,之 ,Neo), DEn FR E RUF 


是 4CB4,..， 得 到 逆 放 置 的 鞭 面 体 点 阵 , 称 为 逆 民 型 堆 拒 , 葵 面 体 坐 标 系 的 三 个 基 矢 可 
用 六 角 坐 标 系 表示 为 
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必须 说 明 , 正 如 在 52-2 节 中 已 经 提 和 到 过 的 , 正 R AHERN R AER HAUR IA a 
不 同 的 结构 ,而 是 对 同一 种 堆 召 结构 用 相差 60^ 或 180" 的 六 舶 坐标 系 来 描述 的 结案 ;也 可 
A Uie Fl fe] — 7 fi Seb Z oe df IB] — HE E GRO BST - BB HR. TIRE 60 180°, LATE 
607 EE 180? 3B RETE GS fH 56 b AA e Shy eds 78. 

Án S E B 6 88 = =Ñ EF pa BJ 7ç 8 AER s ña Wa 3 TUS 2E TR ALIE , 则 单 狗 参数 c=3Na. 

除了 自控 用 ABCABC O EVEN, RAMASA Ramsdell 符号 和 
knapp (Zhdanov) %3, Æ Ramsdell fS MERKS 3X SE B H REOR šN ME Pets 
ka P] J db EA fi saa IR, EBI S de E Rés So jg N Sl Sr BJ e ELE N 《六 
伯 点 阵 ) 或 3N (RR THEE, PUn 6H 代表 该 结构 是 六 和 角 点 阵 , 单 胞 内 有 6 个 密 排 质 ; IR 
和信 求 该 结构 是 菱 面体 点 阵 ， 一 个 堆 却 周期 含有 5 个 密 排 层 。 这 一 符号 的 优点 是 简洁 明了 
的 给 出 了 堆 诬 类 型 和 层 数 ,缺点 是 未 给 出 具体 的 谁 诬 顺序 。 在 Kaaos 符号 中 用 一 对 对 
的 数字 表示 堆 雯 顺序 ,第 一 个 数字 代表 正 序 堆 堪 的 次 数 ,第 二 个 数字 代表 其 后 的 逆序 堆 熔 
的 次 数 , 第 二 个 数字 代表 斤 下 去 正 序 堆 埃 的 次 数 ，…… ;如 此 继续 下 去 , 直到 一 个 堆 井 LB 
的 末了 (这 些 数字 的 和 为 N), 对 于 型 堆 坏 ， 则 还 需要 把 这 一 组 数字 用 括号 括 想 来 入 
让 一 个 虹 标 3, 表示 要 3 个 这 样 的 堆 探 才 得 到 蓉 面 体 点 阵 用 六 角 堂 标 系 摘 述 的 一 个 局 期 . 
Jam. (3:3) REHE A BICA COB CA) 的 6H Sp: (21,1, 2 je e 
Io 4B'C B*C B (4) 的 6H Gm RET S NIE PF E, So SI EI 
许 ; 揪 号 内 的 4 表示 下 一 周期 的 第 一 层 , 写 在 这 里 的 百 的 是 为 了 吉明 ERDA. 又 如 ， 
(3,2), Base AtB+C+A CC 有 + 让 + 下 -+ 站 4) 的 ISRÉEESE f 
(2,1,1, D), AREMA 4*B*C^B*C B^C* 4 CAC AB AB CA) 的 15R 结 
€. TERR ZI Kaare 符号 不 如 Ramsdell 符号 简便 ,但 由 于 已 可 以 反映 具体 的 堆 
HA, Mm Ramsdell 符号 并 用 。 

di 9-4 以 Kanor 符号 列 出 了 N =< 12 的 所 有 可 能 的 密 堆 结构 以 及 这 些 结构 的 空 
间 群 ， 为 了 表示 的 方便 , 该 表 按 六 是 偶数 或 奇数 , 正 序 堆 埃 数 ， 与 道 序 推 诬 数 的 关系 分 
ips. AE NE BK R| 8EBU MEER P AE 9-3-2 节 ， 给 出 密 堆 结构 后 如 何 求 它 


anl 


FJs I SEN, 9-5-3 H, 


9 5-2 可 能 的 堆 炬 方式 的 推导 

己 奥 一 个 扒 恕 辣 贿 含有 NN 层 ， 则 可 能 的 谁 壤 方式 是 有 限 的 ， 推 导 的 方法 是 : JEN 
作 解 为 两 项 之 和 ,这 两 项 分 别 代 表 正 序 堆 壤 的 次 数 P are ME Sp ken s. (Ud. N = 8 
BF 分 证 为 ?,1;6,2;5,3;4,4。， 由 9-5-1 "B aZ RU STA E IESU ER BE 2S 3: 77,1 53 4,4 是 六 
iE: 6.2 55,3 Jy EIE IE CER SEC TEL UAE, 

BaF R p ES z BUBT leën EZ N LE IF BF Eë ME én PF EE), 
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就 得 到 了 各 种 可 能 的 用 Kaare 符号 表示 的 堆 操 方式 。 例 如 当 p= 5, n—3 时 ,正字 
堆 垢 次 数 呈 可 分 解 为 54 13 3,2;3,1,1 与 2,2, 1; BEER MEX CER n RE] 0r 29 3: 2,1 与 
1,1， 把 这 两 组 数字 交 赫 排列 , S519 5805,39; (4,2, 1,1):(3, 2 2,0; Gsl, 1 1 1,0083 
(,1,2, 1 13:1) 共 五 组 数字 ,这 正 是 表 9-4(ce) 中 所 列 的 对 应 于 N = 8, p En $5295 25 
3 RJ RR EPS y k. SCD]: p—4, n=4 B, 4 SIAERE2G 423,1:2, 2; 2, 1, LRL 1,1,1,1. 
因此 , TT BEDAE ERI 3 (645 4252 6393,15 DRTC, 131,3); (32,1, 255 (2, 2, 1, 1, 1, HE 
11,1,1,2)50C2, 1,152, 1, 1) RD C1, 2,1, 1, 2, 1) 35 5 种 ,这 正 是 表 9-4(a) 所 载 对 应 于 太一 
$, p= n-—4 AJERAN RD X, 其 它 可 能 的 符号 (2, 2, 2, 22 fü (1,1,1,1,1,1, 1,1) zt SU 


49.4 密 堆 结构 及 其 对 称 性 """ 


(a) NABH p= n, 六 角 点 阵 


| Pó mmc 


N asa 
S O 

2, |(12|(321 

VIZE 

6 LESILE 

sg | LE’; 

[10221] 10221 | 

|41114[; 
[32/23]; 
|311|113[5 

10 : 
| 1221|122|; 
| |2111]1i12|; 

|1211j1121] 

OODI zaas O30203; a; 
|1C64)1|10(4)115 |421|24[; (4)21(2512; 1(1)221(1)122; 
DE | |411j114|; (23211(2541121(3)211(1)112; 

J123[3214; (3)112(15211 
[231[132|; 
- 1312|213|; 


12211j1122|; 
[2121|1212|; 
[3111[1113]; 
|1311]1131]; 
121111111112]; 
|12111[11121] 


(b) NAR’ en, RAAR 


P3ml 
N ju [nl—————————— c] dE ides 
Š o 

8 7,1 (Y) 1 
10 8.2 x een | OD 101 4 
i2 | an | (9)(3): KIIIKIIE 8211;7221;6231; u 

(5591201215 (DIADA | 5241 
612111:513111; 
| | 413121 
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(e) NAAR pua. FERE 


| 
We | 堆 E 
N | Pn | Rim | na 
0 
ee | | 
| 人 
4 p 3.1 (3X1) | l | i 
c esr === ——À—————————| —. L. u u 
ú 5,1 TO b | 
442. | (4)(2) TR | ;| 3 
3 GE | (530225 (1(2)1 (551151. E x 8 
5,3 (53(35; (3)11(1)115 4211:3221 | 5 | 
| (nao | i 
DEZ (X) Pd 
7,3 (1335 (110115 6211;5221;4231; 8 
| 634. | (6304): (43)2(2)2; (3302(1)21;(17)31(1)13. | 412111 33 
(4)11(2)11;5(2)21(2)12. | (592(1)25 (3)3(1)3; 53115,4321;421111;| 14 
(35t1(1)1105 322111;321121; 
x (15211(135112 312211 
12. j| 11,1 111) TENET 
10,2. [ C002) CO1(2)15 DIOE AS A 
| 8.4 | (6)1(4)1 其 5 种 方 武 3 略 Jk14 $575 A. S ER | 26 | 
| 7:3 | 3£ 6 种 方式 ? 略 E Sé EST SEL j dB 


SED X (6) 中 的 44037 和 811 分 别 代 表 数 字 十 和 十 一 * 各 是 一 个 数 
(d) NNER’ ZA E 


Binet SO? 
EE 4 ;1 (45(15 l 
7 | 05.2 |(5)GQ5G101321; G (2)1 TM 
9 . 6,8 | (6595030035 (1111 5211;4221;312111 6 
Oo |o o IOC 1 21 
| EE | (25(05:(6)2(002:(5)2(2)2; (4)2(321 6311;,5321:4331;521111; | 20 
| (5511(25115;(32012(2)21; (2)31(1)13; 422111;421121,412211; 
| 10111021115 0)1102)10150212102121 | 3132115322121531211111 i 
(ei N 29 Er s 2E H fk JN PE 
N prt Rim($Q) Rim HAHEN 
"ol 19 (1X0) BEEN 
: 3 144 | (2)(1) | 8 L 
05] 32 | OOGA | 2 
03 | 83 |(6(0 ar s 
$3 | 0005: Q)2002;G)110)11 3211 MEAN 
° Bl | (8 (15 | | 1 | 
7,2 | CRIACAO; jene NIGH | d 35 
5,4 [(053(4):0432(1)2 :(3)2(2)2: 3511(2)115 4311733211321111; ; 10 | 
Gu Ci) iuto 221211 | i 
11 9.2. | (99029:(80101)1507)1(2)1 5C 1035153 0H CDI 5 
8.3 (O0) MOD; 001 0015 6012011; 7211:6221552315512111; 10 41 
(2)13C1)31 413111 26 
IESEL 3516 $075 3 Xt 


6,5 | X 


属于 N = 4, p= n=:2 20 N = 2, 了 一 # 一 1 的 情况 ;所 以 不 计 人 N= 887 X, 


中 ， 
困 上 述 方法 可 以 推导 出 对 应 于 给 定 六 值 的 所 有 可 能 的 堆 操 方式 ， 


9-5-3 等 径 刚 球 密 堆 结构 的 空间 群 
单 就 一 个 4 密 排 层 而 言 ; 它 的 对 称 性 可 用 P6lmmm 描述 ,其 较 重 要 的 部 分 对 称 元 素 
的 配置 未 于 图 9-14(b), Gäeren CS ET o Ae të EI mf001]; 第 二 
个 mm 代表 于 垂直 于 a.b 和 a + b 的 三 张 镜面 m[1001, m[010] 和 m[110]; 第 三 个 
六 代 表 m[120], m[210] 和 m[110]1. 由 这 些 对 称 元 素 还 派生 出 了 对 称 中 心 1 5 ES 
Dieu, Ee, 4 密 排 层 的 B 间隙 或 C 间隙 都 位 于 3 次 轴 上 ,而 且 过 B 和 CC 间隙 的 只 
Age mp1001,m[010] 和 mI110], 没有 m[120] F, Kit, 密 堆 结构 的 对 称 性 肯定 
低 于 一 个 密 排 层 的 对 称 性 ,其 最 低 对 称 性 汐 Piml 和 R3m. 如 果 堆 壤 方 式 的 OKgauos 
符号 满足 下 述 条 件 , 就 出 现下 述 较 高 的 对 称 性 : 
(1》 对 称 中 心 1: 如 果 Kaane FS AFEROUNA FTE ATENE E 
的 ;就 出 现 对 称 中 心 。 例 如 ,在 (和)231(3)132 密 堆 结构 中 , 括号 内 的 数字 (4) 和 (3 各 包含 
一 个 对 称 中 心 。 表 9-4 中 也 是 用 揪 号 把 含有 对 称 中 心 的 堆 探 次 数据 趣 来 。 如 果 括 号 邢 的 
数字 是 偶数 , 对称 中 心 就 在 原子 球 的 中 心 ;如 时 是 背 数 ， 对 称 中 心 就 在 八 面 体 间隙 内 。 表 
9-4 把 含有 对 称 中 心 的 玲 典 方式 又 分 成 下 列 三 类 : 
$; 两 个 含 对 称 中 心 的 玲 操 数 都 是 偶数 ,所 以 两 个 对 称 中 心 都 在 原子 球 的 中 心 。 如 (4》 
3(2)3, 其 维 埃 方式 是 
A4*B*C^B-A-C* A* B A^C^ B*C*( A) 
1 tt 1 


其 中 4 个 正 序 堆 操 的 中 心 屋 4 〈 用 箭头 标 出 ) 和 另 2 个 正 序 堆 井 的 中 心 层 A (Hi 
双 箭头 标 出 ) 处 都 是 对 称 中 心 ， 
O: 两 个 合 对 称 中 心 的 堆 吉 数 都 是 奇数 ,所 以 两 个 对 称 中 心 都 在 八 面体 间隙 内 ， 如 (3》 
2(1)2, 其 堆 襄 方式 是 
| ki C s 
LED IE PEDRO Ab AER rh bs, 
BA 以 上 两 种 情况 下 N 都 是 偶数 ， 
$0: 两 个 含 对 称 中 心 的 堆 操 数 一 奇 一 偶 , 所 以 两 种 类 型 的 对 称 中 心 各 一 个 ， 如 (4)2(1) 
2 其 堆 操 方式 是 | 
due LE EC 
UE R FUMER, GE f agebett, — A EL FER S, 
显然 在 这 种 情况 下 必定 是 奇数 ， 
(2) 水 平 镜面 m[001]。 当 异 序 堆 井 的 数字 相对 于 两 个 堆 井 数字 之 间 的 空间 对 称 要 
置 时 ,就 出 现 对 称 面 ， 例 如 [311]113], 这 里 以 及 在 表 9-4 中 ,长 竖 线 表示 位 于 审 排 原子 


面 的 对 称 面 。 上 述 [311|113] 代表 着 密 堆 结构 
c c s, 
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ST Lenin tre, 

显然 ,在 这 各 情况 下 NN EARE p n, 

(3) RIE 6: NS, Der NI 次 堆 珠 与 后 NID RIER HAS. 
MIJE fn^ nam 得 号 的 前 一 半 包 活 奇 数 个 数字 且 这 些 数字 在 后 半 周 期 重 冥 出 
SE. £451123123 MESURIR 6， 现 以 密 堆 结 构 123123 为 例 说 明 如 下 。 这 种 密 堆 结 构 
ARA: 

”前 半 周 期 BERR 
ABA C ABC B CA CB (A) 


—— | 


H DEAR A.B 5 c 层 分 别 对 应 于 后 半 周期 的 C,B 与 4 层 。 因 此， 过 位 置 8 的 中 心 
Si x 5; 螺旋 轴 ， 它 把 前 半 周 期 的 4 位 置 变换 成 后 半 局 期 的 CC 位 置 ， 8 位置 变换 战 8 
Tu ba, CC 位置 变换 成 4 位 置 . 

TR ERR TN 必定 是 偶数 且 p == n, 

iB |- 还 三 个 对 称 元 素 组 合 到 P3ml 和 R3m 中 去 就 得 到 下 烈 七 个 空间 群 : P3mi, 
P3m1(8,0,8O0), P6m2, P6.mc, P6,/mme(5,0), R3m 和 Riets OO 综 上 所 
述 , 仅 涩 外 为 偶数 是 了 二 2 时 , 才 可 能 有 水 平 镜面 m[001] SUME ERR 6: AE DL p = n 
时 才 可 能 有 空间 群 为 Póm2 《有 水 平 镜面 )，P6smc 《有 螺旋 轴 6) 和 P6mmce (AKE 
SLAT 6, 三 者 ) 的 密 维 结构 ， 当 了 万 # 时 ， 最 多 只 可 能 在 P3ml 或 R3m 上 添加 一 个 对 
SUE EIST Pml 或 R3m， 在 这 种 情况 下 ,如 果 NN 是 偶数 ,就 可 能 有 S ERO 
类 对 称 中 心 ; 如 果 NN 是 奇数 ,就 只 可 能 有 SO 类 对 称 中 心 . 另外, (60011) (2,1001), 
三 C2.1001 了 ) 与 水 平 镜面 反映 操作 Cm[0011). 的 乘积 就 是 个 反 操 作 (1)。 换 句 话 迪 ,6, m 
en. 水 平 镜面 和 倒 反 中 心 这 三 个 对 称 元 素 中 任 两 个 的 存在 必然 导致 第 三 者 的 在 在 。 所 
和 有 上述 现 律 部 已 经 反映 在 类 9-4 m. 


9-5-4 含有 间 际 原子 的 密 堆 结构 


以 上 较 详 细 地 讨论 了 同类 原子 密 排 层 的 密 堆 结 构 。 密 堆 结 构 的 概念 可 以 进 一 贞 推广 
守 几 种 不 同 原 了 于 或 腐 于 ) 组 成 的 结 梅 以 及 闪 非 严格 密 排 原子 层 的 堆 诛 结构 ， 杰 节 先 介绍 
全 有 则 看 原 于 的 密 堆 结构 ， 下 一 节 上 下 介绍 不 具备 6/ mmm 对 称 性 的 原子 层 的 堆 翅 结 构 ， 

其 蛙 分 于 式 为 MX 的 结构 中 半径 较 大 的 天 原子 或 离子 构成 密 扒 结构 ， 面 羊 径 较 小 
汐 M 上 质子 或 帘子 则 有 规律 地 占据 间隙 位 置 。 设 4 层 原子 的 紧 上 方 是 8 层 原子 ， in9-5-1 


It, SNE o 则 互 层 原子 较 4 层 原 子 的 位 移 是 《过 ,二 ,es )。 于 是 在 【0.0， 
"lte mm (Z,h, Le) 《8 位 置 ) 处 是 四 面体 间 队 ， 而 且 这 间隙 可 容纳 直径 < 


.223( 设 了 离子 直径 为 1) 的 小 球 ; 在 (全 (C 位置 ) 处 则 是 八 面体 问 隐 , X ER 


C TR ERERSO.414 BJ J PR. 四 面体 间 际 的 个 数 是 区 离子 数 的 两 倍 , 所 以 四 面体 间 噬 内 有 
M ESTAS JE TA MIX 中 的 rc 2: ARRARATS X STARE, PEAN 


+ 272 ` 


efr 04 PRÉ A 


ERARAS MATAAS TA MIX 中 的 m 1, 

内 面体 间隙 中 有 原子 的 羡 方 密 堆 结构 的 由 型 例 于 是 LiCl。 Reut = 0.74 A , Ko: = 
L80À, CO ST ABCCÁA) 的 方式 堆 织 成 41 型 的 面 心 立方 点 阵 ， 即 位 于 立方 最 胸 
的 顶点 知心 处 ， Lat 则 位 于 其 从 面体 间隙 中 ， 即 位 于 立方 晶 胞 棱 边 的 中 点 和 体 心 处 。 
LiCl 的 结构 类 型 与 NaCl 完全 一 样 ,空间 群 是 Fm3m. 但 在 Nacl 中 Cl -Ci 间距 为 
3.99À — 2Ra-，Cl” 离子 并 未 互相 接触 ， 而 LiCl 中 的 Cl -CI 间距 为 3.63À 22- 
Ra-， 可 以 认为 CU 离子 已 构成 密 堆 结 构 ， 

洗 多 雁 金 属 的 疯 化 物 , 还 有 9-4-2 节 所 述 尖 晶 石 结构 ， 以 及 许多 MX 型 的 共 价 化 侣 
初 ， 者 是 售 有 间隙 原子 的 密 扒 结构 ， 但 其 中 许多 结构 的 和 原子 或 离子 并 不 一 定 权 互相 斤 
ëch E NaCl) 外 ,还 可 举 出 的 典型 例子 是 NiAs HUE $n LLO), DES IEEE 
位 型 及 SiC 的 结构 。 NiAs 是 八 面体 间 院 中 有 原子 的 六 角 密 堆 结 构 的 典型 例 于 。 As MJ 
po ABCA 的 六 角 密 堆 结构 ;Ni 位 于 As 的 八 面体 间隙 即 C 位 置 处 : 

AsNiAsNI(As). 

LITT 

ad CB ce A 
HFE Ni 位 于 于 螺旋 办 上 ,又 相对 于 m[001] 镜面 对 称 分 布 ，NiAs 的 空间 群 仍 为 P6;/ 
amc, Li 具有 有 反 氮 石 型 结构 ， 空 间 群 为 Fm3mw， 其 中 0 占据 Cab 中 Ca 的 
位 置 , 即 立方 密 推 结构 ，Lit+ 占据 CaF; 中 FC 的 位 置 , 即 四 面体 间隙 位 置 。 闪 锌 矿 与 纤 
tu mi S 分 别 构成 立方 密 堆 《48C》 SKARE (48) 结构 ，zn 则 位 于 四 面体 间 
了 路 ， 但 仅 有 才 律 地 占据 一 半 区 面体 间 队 的 位 置 。 闪 锌 矿 可 表 为 4aBbCcádes: s, REK 
HZ ARC 表示 8 Rang, AS eh: 则 表示 Zo RTA AmA 
间隙 的 类 型 。 纤 锌 矿 则 可 表 为 AaBbAo ce. 在 这 两 种 情况 下 , 洱 隙 原子 较 之 大 原子 的 


位 移 量 部 是 (0,0, Že}. ARTZE F43mw， 纤 锌 矿 的 空 闻 群 是 P6me。 SiC 


可 以 看 作 是 在 Si 的 密 堆 结构 的 四 面体 间 孙 中转 以 C 而 得 ，5i ATAC ICT EH3E ERES 
窗 半 合 在 一 起 ， 组 成 一 个 层 状 单元 ， 根 据 层 的 堆 中 方式 不 同 ， 可 以 生成 类 型 紫 多 的 多 型 
体 ,除了 纤 锌 矿 型 结构 (2H) 的 a-SiC ANRT AHA GR) 的 8-SiC 2, Séil 
多 型 休 是 6H OKnamos $1529 33), I15R((G2)), 4HQ2) 和 ZIR 等 ， 迄 今 已 发 现 的 
一 外 多 利多 型 体 大 都 可 以 看 作 是 由 这 些 多 型 体 衍 生出 来 的 。 单 就 一 种 原子 是 言 ，Sib 的 
多 型 体 可 显示 表 9-4 中 所 列 七 种 空间 群 的 对 称 性 , 但 由 于 第 二 种 原子 的 存在 ,对 称 性 降低 
了, 使 SIC 的 空间 群 眼 于 Pme, P3ml 和 R3m 三 种 ,它们 是 无 水 平 镜面 ， 又 无 对 称 中 
D. 


9-5-5 合金 中 的 密 堆 结构 


过 二 大 们 对 具有 层 状 结构 的 SiC, ZnS, CdL 等 化 合 物 中 密 排 层 的 长 程 有 序 排列 进 
行 过 详细 的 研究 ， 近 来 又 对 金属 与 合金 的 密 堆 结 移 中 由 于 有 序 化 产生 的 长 程 有 序 开 纤 了 
不 少 工作 ， 可 参看 文献 [11 中 列举 的 例子 ， 这 里 公 举 8 根 台 金 中 马 氏 体 的 结构 为 例 讨论 
a". | 
许多 以 Cu, Ag, Au 和 Ni 为 基 的 合金 在 高 温 生 成 母 相 ,其 结构 类 型 决定 于 会 金 
绝 成 分 与 温度 等 条 件 , 可 能 是 无 序 的 A2 型 ( 即 体 心 立方 的 a-Fe 8D. 有 序 的 B2 型 ( 即 
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图 9-15 B 瑟 相 的 结构 及 乌 氏 体 基 而 上 原子 的 排列 。 (a) CES, (b) 52 Sg. (c) DO, 型 
母 相 . 芒 与 了 位 置 为 不 同类 原子 占据 ; (d) 无 序 母 相 转变 成 的 马 氏 体 的 基 面 ; (e) B2 型 母 相 转 
变 成 的 马 氏 体 的 基 面 ; (f) DO, nbi pens D (BOSE 


CsCl 型 ) 和 有 序 的 DO, 型 ,分 别 见 图 9-15 (a), (b) # (c), 其 中 DO， 型 结构 是 面 心 
立方 点 阵 , 它 的 晶 胞 的 边 长 为 B2 型 结构 的 最 胞 边 长 的 两 倍 , 出 八 个 B2 型 结构 的 晶 胞 组 
成 ,但 这 八 个 B2 型 结构 的 体 心 处 的 位 置 被 分 成 了 互相 错开 的 两 组 ,各 由 不 同 种 类 的 原子 
占据 。 当 合金 降温 至 M, SES, 发 生 马 氏 体 相 变 ， 马 氏 体 相 变 过 程 中 结构 的 改变 包 
括 下 列 两 部 分 : 第 一 部 分 是 母 相 (110) 面 的 项 子 略 微调 整 位 置 ， 形 成 近 平 密 排 的 原子 反 ， 
见 图 9-15(d),(e》 E (D. 但 这 样 得 到 的 原子 层 并 不 是 同类 原子 的 严格 密 排 层 有 些 还 
是 异类 原子 的 有 序 排列 层 ， 因 而 不 具备 6/mmm 的 对 称 性 ， 仅 具有 mmm〔 正 交 晶 系 ) 的 
对 称 性 。 第 二 部 分 是 相 邻 的 这 些 原子 层 互 相沿 母 衫 的 [110] 方 向 ( 即 马 氏 体 相 的 au 方 同 ) 
踢 短 位 殉 , 同 时 相应 调整 层 间距 ,形成 密 堆 结 构 ， 密 堆 结 构 中 各 原子 层 可 用 4.B.C. A. 
B',C' Rin. B 层 相 对 于 4 E CRENTE RER au 方向 位 移 大 约 ax/3; Zä 
的 评 和 相对 于 不 带 搬 的 层 则 还 有 一 个 位 移 bu/2, 这 是 因为 , 对 于 D 型 母 相 而 言 * 相 邻 
的 人 110) 面 沙子 ,除了 洛 [110] 方 向 有 位 移 之 外 ， 沿 [001] 母 相 方 向 也 有 一 位 移 6/2, Af 
洒 它 转变 成 的 马 氏 体 的 相 邻 的 基 面 也 有 一 位 移 bu/2, MEHER JUI WBS SA 
搬 的 字母 交替 出 现 。 对 于 无 序 的 和 B2 型 的 母 相 则 没有 位 移 gu/2z，， 这 样 的 密 堆 洗 构 的 
最 然 对 称 性 是 mLO10]« (HARA). 8 相合 金 的 马 氏 体 有 些 什 么 可 能 的 堆 深 方式 ,可 仿 
E 9-5-2 节 的 方法 推导 ;它们 具有 什么 对 称 性 , 可 仿照 9-5-3 BEDERE., CRAE 
Hu B2 型 母 租 转变 成 的 马 氏 体 有 2H( AB) 4HCABAC), 3RCABC)8G9 RCABC BC A- 
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C AB) 四 种 ,这 里 的 大 写字 母 妃 或 及 只 代表 堆 井 方式 ,并 不 代表 堆 操 结构 的 点 阵 尖 型 ,已 
发 现 的 由 D0 型 母 相 转变 成 的 一 民 体 有 2HCAB'), 4HCAB' AC ),6RCAB'CABC) Ri 
I8R(AB'CB'C ACA BA BC' BC AC ARD IBRAAB CACACABC BC BC AB AB) 
AM, 


59-6 以 SiO, 四 面体 为 基本 单元 的 结构 [cz 


Si—O 键 介 平 共 价 键 与 离子 键 之 闻 , 硅 离子 Sit+ 位 于 4 个 氧 离子 QO” 构 成 的 四 面 
体 的 间隙 中 ,可 简单 记 为 SiOI ， 它 是 阴性 的 离子 团 ， 以 S10. 四 面体 为 基本 结构 单元 的 
化 合 物 主 要 是 二 氧化 硅 SO 与 硅 酸 盐 。 硅 酸 盐 中 还 有 金属 阳离子 ,甚至 阴性 的 OH- 和 
F 离子 。 竺 酸 盐 中 最 又 常 出 现 的 离子 ,它们 的 半径 和 氧 下 位 数列 于 甫 9-5. 
x95 EBitERÜXENT 


离 子 X2(À) AR Ka Gr fit BT X gcÀ) AE OU 


ooo EEEE OO 


Be: F 0.31 4 Fe?* .  D.80 6,8 
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人 硅 酸 盐 中 的 阳离子 可 被 其 它 具 有 同样 电荷 和 相近 尺寸 的 阳离子 取代 ， 甚 至 几 种 阳 离 
子 同 时 被 另 几 种 价 数 虽 与 之 各 不 相同 ， 但 总 价 数 与 之 相等 的 阳离子 置 殊 。 具 有 相同 氧 配 
位 数 的 离子 ,如 Mein, Feit, Nat, Ca" 等 ,一 般 都 可 互相 置换 。 不 但 硅 酸 盐 中 的 阳离子 可 
HidBEHA, 由 于 阴性 离子 O” ,OH- 和 F” 的 尺寸 相近 ， 它 们 也 可 互相 统计 分 布地 置换 . 
上 述 局 构 置 换 使 硅 酸 盐 具 有 可 变 的 多 种 成 分 ， 

在 9-5-4 节 中 已 经 指出 ， 直 径 为 1 的 刚 球 构成 的 +4 配 位 的 正四 面体 闫 孙 可 容纳 直径 
<0.225 的 小 球 , 5 本 位 的 正八 面体 间隙 则 可 容纳 直径 和 0.414 的 小 球 。 AP" 与 OU 的 
密 子 六 径 之 比 为 0.36， 非 常 接近 于 由 6 本 位 间隙 向 4 配 位 间隙 转变 的 临界 值 03， 因 此 
AD^ 离子 可 能 进 人 这 酚 种 配 位 数 的 位 置 ， 有 时 甚至 进 人 同一 种 结构 的 这 两 种 位 置 ， 当 
AP* 的 配 位 数 为 4 时 , 它 可 以 置换 Si*， 这 通常 是 无 规 置换 ， 而 且 没 有 限度 。 每 用 一 个 
AIST 置换 一 个 Srt. 就 必须 同时 用 一 个 Ca?* 置换 Na*, 或 A+ 置换 Mg**, 或 Fet 
置换 Fe+， 等 等 ,以 保持 结构 的 电 中 性 ， 

Fenn de, 也 可 以 是 共 顶 点 ( 相 邻 的 SiO， 四 面体 共 一 个 氧 离 
子 ), 其 连接 方式 多 种 多 祥 。 图 9-16 示 硅 酸 盐 中 的 几 种 Si—O 原子 团 , 图 9-17 +N E Re i 
中 的 si—O 四 面体 链 和 四 面体 片 层 。 根 据 SiO， 四 面体 连接 方式 的 不 同 ,可 把 奸 酸 盐分 


成 以 下 六 类 . 


l. SO, 四 面体 互相 隧 开 的 正 硅 酸 站 
än, Dm e IER Moi (图 9-18)， 空 间 群 为 Pins, WS 
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图 9-16 。 硅 酸 盐 中 的 几 种 Si-O MPAP 
(a) 互相 隔 开 的 四 面体 SON; (b) 共 一 个 O'- RE SLO; (ce》 共 两 个 Or 的 四 面 休 
形成 的 三 环 SLONI (d) HAT OS 的 四 面体 形成 的 六 环 SOI. 在 图 (o 与 (d) 中 ;为 
了 请 晰 超 见 * 故 过 把 本 应 重 益 的 氧 高 于 稍 分 形 , 


图 %-17 ERRAL Si—O MERANER CEERSURT Bü EL m ERI) 
(a) SS ($10,077: (b) XE GLOW (5) BF GLO)" 


euni SiO, 四 面体 互 不 相连 ,其 尖顶 交替 地 阴 上 萌 下 ， Mg 位 于 6 个 OU nm 
八 面体 间 孙 中， 互相 责 开 的 Si0， 四 面体 正 是 靠 这 些 OU—Mg*—O' RERE HHN, 
从 这 个 痊 义 上 说 ， 橄 槛 石 结构 可 措 述 为 S10, 四 面体 与 MgO mmm 2 - 
方面 , 单 瞧 虑 氧 离子 ,它们 大 致 成 六 解密 堆 结构 ， 所 以 也 可 忆 把 橄 槛 石 描述 为 密 排 的 氧 离 
子 和 在 其 四 面体 间隙 中 的 硅 和 在 其 八 面体 间隙 中 的 Mgh, m Me" 则 可 部 分 好 被 Fe 
s Mot B. Sacha Mg 换 成 了 Fet 或 Mot, BEIRTE RUK E B t 
WE, 
由 于 Or kim AER Hhtezob, (rel CS EB E ME 
EJ, 
IRS IIS S D TAA AB SLO., 的 石榴 石 ; 以 及 其 它 一 些 正 硅 酸 盐 ， 也 合 有 
"äi SiO， 四 面体 。 石 糖 石 的 空间 群 是 fa3d， 其 分 子 式 中 的 BU 可 以 是 Al， 其 
air 6; AT 则 可 以 是 氧 配 位 数 为 8 的 Cat, Mg Fe, BE Mu", ZEBURETUTE TH 
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f ENDRES Cu See, RT 还 可 以 是 Fe" 或 CrU. 石榴 石 中 的 各 种 
同类 尚 了 易于 互相 置换 向 形成 太 深 体 ,使 石 机 石 具有 变化 范围 很 大 的 成 分 ， 


SCH 


GG CS e Mg OAZA 2/4 0-7 e 高 度 为 a2 的 Mei" 
ORE X 34/4 的 Ot 
Bj9-18 SAMT Mg,SiO, 沿 < 方向 的 投影 图 "本 在握 四 面体 中 心 的 硅 末 绘 出》 


4 


O 


$ 


4- SuO, ART BH sS 


An ek BRE 9 510, PU (A7 d E38 ET fU REOR pha ACH J ke gt 
那 末 可 能 的 结构 种 类 就 很 多 ， 其 中 最 简单 的 是 如 图 9-16(b) 所 示 的 共 一 个 DO ”而 形成 
SOT 阴离子 团 的 情况 ， 镁 黄 长 石 CaMgSiO, 是 含有 SLOT 阴离子 团 的 硅 酸 盐 的 一 个 
典型 例子 .这 种 硅 酸 盐 中 的 si 很 容易 被 APT 置换 。 为 了 维持 电 中 性 ,每 有 一 个 5 
被 AU" 置换 ,就 同时 有 一 个 氧 配 位 数 为 6 的 Mg" 被 Al 置换 ， 从 而 得 到 分 子 式 Ca, 
(Mg..ALJ(Si .ALOJ. 分 子 式 的 这 种 写法 强调 了 具有 不 同 配 位 数 ， 因 而 起 着 不 同 作 
用 网 其 种 AU" 的 差别 ， 


A X JA $k Mp 85 1 FEBR +k 


E^ SiD， 四 面体 有 两 个 O° 5434836689 SiO， 四 面体 共有 ， 就 可 形 臣 或 分 为 
(SiO ”的 环 状 阴离子 团 ,至 今 已 观察 到 “一 3 [K 9-16(c)] 5 — 6 [图 9 16005) 
BU ER BE ERA BET HELFER SES" (EBMT s) Ba TiSi O; 中 出 现 三 环 ,在 绿 柱石 Be;Al1S1:01， 
HEARR. 此外， 在 82-5 中 介绍 的 包头 矿 Ga Thi Bei rH B) & 30 pq 
GO , 

& 9-19 示 绿 柱石 的 结构 图 ,为 了 清晰 起 见 ，Sio 四 面体 用 三 角形 代表 ，Be ”和 Art 
此 分 叫 用 小 网 和 大 圆 代表 。 图 中 可 清楚 看 到 Si.Ow 环 , 这 些 环 由 金属 阳离子 键 合 在 一 起 . 
f^ Bet 《其 半径 较 小 , 3290.31 À) 局 国有 四 个 属于 不 同 六 环 的 Or, Bei" 处 于 这 四 个 
O^ 构成 的 四 面体 问 隙 内 ;每 个 ADU MEUA 6 个 六 环 ， 处 于 氧 八 面体 间隙 中 .这些 都 
问 金 骆 离 子 与 乞 离 子 的 半径 比 相符 侣 , 环 就 是 这 样 由 氧 -金属 阳离子 键 壬 合 在 一 起 的 ， 环 
由 不 被 相 邻 GO, Dm ee, ,除了 与 S0 四 面体 内 的 一 个 Sit 相连 外 ， 还 与 一 
个 Bet 和 一 个 AP* 相连 ,所 以 这 些 氧 -金属 阳离子 键 的 强度 是 1/2, 刚好 满足 静电 价 规 
则 ， 绿 柱石 结构 中 有 一 个 穿 过 环 的 中 心 的 大 通道 ， 由 于 通道 局 围 的 氧 匈 子 的 键 已 经 完全 
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消 克 于 它 的 近邻 侍 上 ,通道 内 不 可 能 放置 任何 离子 ,但 经 常 发 现 这 下 通 道内 可 以 放置 氮 ， 
RBA BT PA rk jx wa Sp I Pq B S Ea A S pee RR ER. 

ZS ADMgCEÉSADO; 与 绿 柱石 的 结构 一 样 , 但 明 人 性 六 环 离子 团 中 的 六 分 之 一 的 
Si wk AUT 置换 有 而 变 成 离子 团 [(54ADO,]17 , (GBe'*--2AU*) Wiz GAEE? Mgt) 
"al ou, AARAA AUT 的 配 位 数 都 是 4, 但 仍然 必须 区 别 作为 阳离子 
HJ A ”和 作为 阴离子 团 的 组 分 的 APT 这 两 种 功能 ,上 上 上述 分 子 式 已 经 及 映 了 这 种 区 别 ， 


— XO. 
VAM 


[19-19 ”六角 结构 的 绿 柱 石 Be, ALBAD ES Last [89-20 白云 母 KAL(OHQISuALDO,, 
(Gucci SLO 环 中 的 每 个 S0, Dm AS PI GT 结构 示意 图 "1 
A lf. Bett 和 A+ 位 于 这 两 组 $4,0,s 六 环 之 间 

的 中 平面 上 ) 


4. bE JR £6 jg 65 Ge $k 


若 无 限 多 的 SO 四 面体 都 是 共有 两 个 O (TB É BE IE SE TEKEN NT 
方向 上 , 链 与 链 由 氧 -金属 阳离子 键 连 接 ， 就 形成 链 状 结构 的 娃 酸 盐 ， 在 辉 石 中 发 现 有 如 
图 9-17(a) 所 示 分 子 式 为 〈8i0)” RASE. Eo E HRR A A enn CaMg 
($i0;);,， 这 种 结构 中 连接 Si-O 四 面体 链 的 金属 阳离子 Mg** 与 Ca" 分 别 具 有 了 配 位 数 
6 53 8, 

在 闪 石 中 发 现 有 如 图 9-17(b) 所 示 的 分 子 式 为 (SLO 的 双 链 。 内 石 的 结构 类 
似 于 辉 石 ,但 内 石 通常 舍 有 较 多 的 多 毛根 和 氟 离 子 , 它 们 是 单价 的 ， 不 直接 与 硅 机 连 . 一 
个 典型 的 例子 是 分 子 式 应 写 为 《OH D'ass WENA. 

当然 硅 氧 四 面体 还 可 构成 其 它 形 式 的 ,例如 每 硅 原子 比 为 5:2 或 17356 R. 


5, EK AR f EJ hi #k 8 3k 


Au SO, 四 面体 中 的 三 个 Or 与 相 令 的 四 面体 共有 ,就 可 能 形成 如 图 9-17(c) 所 
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示 工 维 网 状 结构 HATRA (SOs ，、， 图 中 四 面体 的 尖顶 (未 共有 的 00 mg 
上 方 ， 云 母 是 典 因 的 层 状 结构 的 奎 酸 盐 ， 

图 9-20 RAZE KALCOH)GLADO; 结构 示意 图 碧 云母 的 空间 群 是 C2ie， 
3 = 5.19 À b = 9.00À,c = 20.10 Å, g = 95^11', Z = 4, 1/4 的 SiO, 四 面体 中 的 sit 
被 Ai" 置换 ,构成 《SiAl)DO0 离子 层 , 这 里 的 AUT 的 配 位 数 是 4。 "€ z XE 
(Si AD OI BERME ,但 相 邻 层 的 捐 向 相反 ,交替 地 以 层 中 四 面体 底面 对 底面 和 尖 项 寺 
僚 项 的 方式 堆 操 。 当 然 : 这 里 所 谓 “ 人 尖顶 对 尖顶 "并 不 是 正 对 着 , 布 是 互相 错开 . ARA 
£ OH 位 于 图 9-17(c) 所 示 未 被 共有 的 O° 构成 的 六 边 形 中 心 ,与 它们 一 起 形成 密 排 
"Or + OH) 层 、 这 样 两 层 互相 错开 的 尖顶 对 尖顶 的 层 之 间 就 形成 了 许多 由 四 个 OUT 
(mt OH- 构成 的 八 面体 ，Al+ 就 处 于 这 从 面体 中 心 , 配 位 数 为 6, 把 两 层 (Sis A1)Ow 
紧 紧 地 连接 在 一 起 .在 底面 对 底面 的 琴 层 〈SisaAl)Om PAME K+, U12Tquy. 
每 个 Sit 被 Alt 置换 之 后 ,就 这 样 通 过 引信 一 个 K 以 维持 电 中 性 ， 

其 它 常见 的 云母 的 结构 可 由 EX AE BS SER IARE TD SS .在 侈 云母 KMg COH, (SL Al IO 
由 ， 白 云母 的 配 位 数 为 4 的 AP* 不 变 ， 配 位 数 为 6 的 八 面体 间隙 中 则 不 是 AUT dux 
Mgt, Zem CaAL(OH)(GiAL)O 中 有 一 半 的 Si 被 AU* 置换 ，K” 则 相应 
地 被 Cx* 置换 以 维持 电 中 性 ， 

交 寺 由 同 构 置换 现象 非常 普遍 ,以 臻 上述 理 想 成 分 的 云母 很 少见 ，Si** aD AUT OE 
氮 ; 醒 位 数 为 6 的 从 徊 休 间 阶 位 置 中 可 以 是 下 列 阳 离子 : Alt, Fet, Fet, ME Mo" RB 
Li. 在 12 个 氧 之 间 通 常 是 Kt+， 但 也 可 以 是 Nat 或 Cat, OH 则 可 被 F” WE. 

除了 云母 外 ， 滑 石 Mg;(OH),SiiOw， 还 有 粘土 矿 如 高 岭 土 AlxCOH),5ii0;， 也 是 由 
SLOS 县 推 燥 而 得 。 由 于 每 一 寥 都 具有 六 角 对 称 性; 使 得 整个 层 状 唱 体 也 其 有 近 六 篇 对 
称 性 。 另 外 ,因为 层 之 间 的 键 合力 比较 弱 ,使 这 类 晶体 易于 解 理 . 


6. 框架 结构 


mR SO, 四 面体 中 每 个 OU 都 由 两 个 四 面体 共有 ， 就 形成 分 子 式 为 SO, 的 框架 
生 构 ， 最 简单 的 这 类 结构 就 是 各 种 变 体 的 二 氧化 硅 ， 二 氧化 硅 有 下 列 三 种 形式 ， 它 们 各 
ETARE CEREREM. | 

4i. fT 8707C, 

ag. 870—1470*C, 

Jj &x MOCHE. 
THELLA ee Mak. V IEEE SLE 
上 生 上 握 金 刚 石 结构 中 矶 的 位 置 ， 或 者 说 ， 占 据 闪 锌 矿 结 构 《图 9 人) 中 Zo 与 8 的 位 是 ; 
黑 则 在 一 对 硅 的 连 线 的 中 点 。 这 样 ,每 个 硅 的 周围 都 是 四 个 气 , 位 于 这 些 氧 构成 的 正 吧 面 
本 的 中 心 :而 气 则 为 两 个 四 面体 所 共有 在 实际 的 8 方 石英 中 ， 氧 稍 偏离 一 对 侍 的 连 线 ， 
以 致 每 个 氧 的 两 支 键 不 在 一 条 再 线 上 ， 

灵 石 英 结 构 与 纤 锌 矿 结构 的 关系 同方 石英 结构 与 内 锋 矿 的 关系 一 样 ， 抬 纤 锋 厂 中 的 
宗 与 划 部 换 成 对 ,在 每 一 对 硅 的 中 点 放 一 个 氧 ,就 得 到 理想 的 鳞 石 英 结构 

5 9 22(a) 表示 有 石英 的 结构 ,其 中 S0 四 面体 连 成 达 旋 链 ， 在 一 个 晶体 中 , 它 让 
冰 才 全 是 右 旋 的 (空间 群 P6:22)， 或 者 全 是 左 庞 的 (空间 群 P622). 六 有 角 品 系 的 石英 
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是 与 温 变 体 , 存 “70 站 到 870 尼 之 间 是 稳定 的 ， 在 573 以 下 它 转 变 成 三 角 品 系 的 石英 
D (SH P321 或 P321), eg AHE 

| 系 可 以 图 9-220) FARR, STAMEL, A 

9-22(b) (ZB T sit 的 位 置 ， 0:” 则 围绕 着 
si 构成 SiO, 四 面体 ,而 且 每 个 O” 由 两 个 加 
面体 共有 。 由 图 9-22 可 见 , «石英 是 把 8 AEK 
微 畸 变 而 得 ,但 并 不 改变 Si0， 四 面体 连接 的 方 
式 . 正 因为 a 石英 与 8 石英 之 闻 的 相 变 只 需要 不 
子 略 微 位 移 ， 它 们 在 37397 就 能 以 极 高 的 速率 互 
ABE. 如 在 5-4-5 节 中 所 述 ， 方 石英 的 高 温 变 
| 体 与 低温 变 体 《 空 间 群 P422) 之 问 的 相 变 也 只 
Bac? 需要 原子 略微 位 移 ; WEN Kia E ix 

Bio 理想 的 立方 8 方 石英 的 结构 "” — 样 。 因 此 , 方 右 英 的 几 种 变 体 之 问 , 鳞 石英 的 几 种 
变 体 之 间 的 相 变 也 是 可 逆 的 而 且 速 率 很 快 ， 反 之 ,石英 、 旺 石英 与 方 石英 相互 之 问 转变 的 


X 时 
odo foo 


图 9-22 a 上 与 石英 的 结构 。 (a) 8 ëmm, RIP, ATERROS 
ESSA dE. SAR TA ERR OU TALIA EIER CU Bl 
dap SLO, IkHUEMESES (h) «E E CIE) S B Eeer AREA 


速率 则 很 慢 ， 因 此 ,在 室温 可 观察 到 石英 . 鳝 石 英和 方 石英 三 者 的 长 温 变 体 ， 
显然 ,对 硅 氧 比 怡 为 1:2 的 框架 结构 * 电 中 性 的 要 求 不 允许 再 答 加 金属 离子 形成 侍 码 
夫 。 但 如 累 二 氧化 奎 中 的 一 部 分 Sit 被 AU 置换 ,就 必须 引信 人 金属 阳离子 米 维持 电 中 


IE IU 
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Wiki, Din, eech Joen Sit 用 Ar 置换 ,再 引入 适当 的 三 金属 次 
THEI E YE, 就 得 到 硅 琶 其 六 方 钾 震 石 KCALSi1)O， 和 霞 石 NaK(ALSi)O,, =# 
SSC NalA13DO, 与 方 石英 的 关系 ,还 有 锂 霞 石 L(AISDO, 与 如 石英 的 关系 . 也 是 六 
RES. 

SO, 由 面体 构成 的 洽 架 结构 不 限于 上 述 三 种 基于 石英 , MER XU AECB XE. X 
它 框 集结 构 还 有 矿物 学 上 最 重要 的 硅 酸 盐 长 石 ， 它 是 构成 岩石 的 最 重要 的 矿物 。 上 典型 的 
例子 是 正 长 石 K(CAISn)O. MRE Na(AlSi;)O。 和 辆 长 石 CaCAl8i,)Os， 有 趣 的 是 , 油 
长 石 与 钙 长 右 可 以 完全 互相 固 咨 ,虽然 Nat 5 Ca't 的 价 数 不 同 ;但 正 长 石 与 销 长 石 却 礁 
TIR I£ K+ 与 Nat 化 学 性 质 相 近 , 这 是 由 于 Nat 与 Cat 的 半径 相近 ,但 Nat 与 
&” 的 半径 相差 很 大 , 殉 表 9-5. 

另 一 类 框架 结构 硅 琴 盐 是 神石 , 它 的 特点 是 有 较 多 宽 的 通道 , 阶 离 子 和 水 分 子 等 常 位 
十 这 些 通道 内 。 这 些 水 分 子 很 检 地 键 合 在 帅 体 内 ， 它 可 通过 加 热 排 除 而 不 破坏 结构 。 水 
分 子 还 可 被 其 它 中 性 分 子 ( 如 和 氨 、 示 ,酒精 或 砚 ) 取 代 , 只 要 这 些 分 于 不 太 大 、， 因 此 ,沸石 可 
作为 分 子 筛 ,只 证 小 分 子 渗透 。 沸 石 中 的 阳离子 也 可 交换 而 不 破坏 整体 结构 : 苦 用 的 方法 
证 把 晶体 淄 人 适当 的 盐 浴 被 中 ，。 沸 石 的 这 一 特性 可 用 来 软化 水 ， 

以 上 介绍 了 以 SiO, 四 面体 为 基本 结构 单元 的 化 侣 物 (主要 是 硅 酸 盐 )? 的 晶体 结构 ,还 
有 些 其 它 的 化 合 物 也 是 以 四 面体 为 基本 结 移 单元 的 ， 这 些 四 面体 以 不 同方 式 共 有 不 司 数 
旱 的 顶点 ,可 得 到 多 种 多 样 的 结构 类型 。 区 外 ,还 有 些 结构 中 是 条 邻 的 四 面体 共有 一 个 校 
这。9-5-4 节 中 介绍 的 反 曹 石 型 结构 的 LO 即 为 一 司 。 Lit 位 于 四 个 和 ”构成 的 四 
HERT, HAA LO, DÉI eh, 

除了 以 上 介绍 的 基本 单元 为 四 面体 的 结构 外 ， 另 有 许多 化 侣 物 的 基本 结构 单元 是 八 
面体 ， 例 如 ,9-2-2 节 中 介绍 的 分 子 式 为 BX, 的 Re0， 型 结构 的 基本 单元 就 是 BX A 
面体 ， 六 个 大 的 阴离子 多 构成 八 面体 小 的 阳离子 则 位 于 八 面体 间 孙 ,这 些 八 面体 的 六 个 
需 都 分 别 由 两 个 八 面 体 共 有 。 若 另 有 较 大 的 阳 高 子 A 位 于 八 个 这 样 的 八 面体 构成 的 间 踪 
中 ,就 得 到 钙 匆 入 型 结构 ， 见 图 9-905), 在 其 它 类 型 的 结构 中 , 八 面 体 茎 可 能 是 共 顶 的 ， 
出 可 能 是 共 校 的 或 共 面 的 。 如 金红石 《Ti0,) 型 结构 中 ，Ti0。 八 面体 先 共 楼 构成 八 而 
体 链 , 链 与 链 之 间 则 共 顶 连接 而 得 到 三 维 结构 。 此 外 ,还 有 许多 化 合 物 中 会 有 四 面体 与 八 
面体 两 者 ; 详 见 参考 文献 [61 ,42-5 所 述 包 头 矿 就 是 一 个 例子 。 
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的 方式 可 以 是 共 顶 的 ， 也 可 以 共 楼 , 共 面 的 。 有 些 过 渡 族 金属 (如 Ti,V.Nb.Ta.Mo 和 
W) 的 氧化 物 有 许多 种 多 型 体 , 其 中 有 一 些 分 子 式 具 有 非 化 学 放量 比 , 如 Moin, WnOs， 
viouy Nb,Os 等 等 ， 近 年 用 多 射线 衍射 结构 分 析 和 高 分 辨 电子 显微镜 观察 发 现 , ux eI 
化 物 的 基本 结构 单元 仍 是 MO, 八 面 体 , 它 们 以 共 项 的 方式 构成 ReO， 型 的 块 柱 , 块 柱 与 
块 杆 之 河 则 发 生 切 变 而 变 成 共 楼 连 搂 ， 块 柱 的 形状 与 斥 寸 不 同 ， 瑞 柱 之 间 切 变 的 方式 不 
问 ,就 相应 地 得 到 不 同 分 子 式 的 氢化 物 ， 现 举例 说 明 如 下 ， 

图 9-23 是 ViO,， 的 品 体 结构 。 狗 中 每 一 个 有 阴影 线 的 正方 形 代表 一 串 基 项 的 正八 


a?&E] ， 


两 生 ， 它 们 构成 垂直 于 纸 面 的 八 面体 链 . 
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成一 个 决 柱 。 块 柱 与 块 往 之 疗 发 生 切 变 而 变 成 共 楼 连接 ; E TEL XE Kure GEARI EA 
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图 9-23 V,O,, 的 晶体 结构 


在 纸 面 上 上 EAT RENAA 
eebe Eier, vr Pu = R USA 
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的 “高度 ”， 在 图 中 分 别 以 粗细 不 间 的 
线 绘 出 "高度" 不 同 的 块 柱 ,由 图 可 见 、 
mna "REM UE KE CR AE SG 
与 “高 度 " 不 同 的 块 柱 共 楼 由 连 时 S 
mn 个 八 面体 中 就 有 Zn 个 项 点 是 3 个 
NEREA, AmA P n R 


MO. 成 分 所 要 求 的 值 3mn 减少 s 另 一 方面 ， 当 这 样 得 到 的 层 片 在 图 中 水 平方 向 共 楼 连 
立时 ,每 ma 个 八 面体 中 就 有 2m 个 顶点 是 相 邻 的 结构 共有 的 ， 因 而 氧 离子 数 应 该 再 减 
Dmi, BEATA MO... AP m= 2,8 一 3， 得 到 分 子 式 为 MOS 的 
氢化 物 , 例 如 YOw。 当 严 一 4 一 3 了 村, 分子 式 为 MOa 例如 DN om = 5 
eg 时 ,分 子 式 为 Mut Le 例如 Nb,;O; SI TiN bOs. 

Bj 9-24(a) 示 出 了 理想 的 TaiNbuoos 的 晶体 结构 。 MO, (M RÆ Ti sk Nb) A 
面体 洛 I510] 方 向 (垂直 于 纸 面 的 方向 ) 共 项 连接 成 链 ， 每 3x4 个 八 面体 链 汞 项 相连 组 丰 

一 个 块 柱 . “高 度 " 相 同 的 块 柱 共 水 平 村 相连 ，“ 高 度 “不同 的 块 柱 分 别 用 粗细 不 局 的 线条 

兴 出 ,它们 共 倾 斜 棱 相 连 。 图 9-24(by 示 出 了 TüNbuO, 的 高 分 辨 电子 显 微 象 ， 电子 束 
平行 于 [010] 方 向 人 射 , 试 样 很 薄 ( 原 度 约 为 50—100 A), SERERE GEI K SECHS] 900 A). 在 
这 些 条 件 下 ， 高 分 辨 电子 显 微 象 反映 三 维 电 体 沿 人 射电 于 东方 向 的 二 维 投影 对 比 图 
9-24(a) 5 (b) 可 匈 , 两 者 对 应 得 很 好 : 单个 MO， 八 面体 链 对 应 于 高 分 辩 象 中 的 灰 总 ， 
等 由 个 八 面 体 链 之 间 的 通道 对 应 于 高 分 辨 象 中 的 亮点 ， 而 不 能 区 分 开 的 茧 倾斜 酚 的 丙 个 
NERRAUT ADAR RRRA, 

ks 9-24(c) REDRE  TüNb&Os 的 无 序 晶 体 的 高 分 状 电 子 显 微 象 . 除了 已 在 图 
(b) 中 观察 到 的 3 x 4 块 柱 外 ,在 图 (o) 中 还 观察 到 3 x 3 KRE, REKER ARY 
ERROTA MuOw 更 低 。 

Nb,O， 有 许多 分 子 式 和 结构 不 局 的 多 型 体 ， 它 们 是 由 不 局 尺寸 的 .由 NbO, AGE 
共 需 连 成 的 蒜 柱 以 不 同 的 共 楼 方式 构成 的 不 同 的 切 变 结构 ， 图 9-25 KH f wai EE 
ed H-Nb,O, 的 唱 体 结构 。 绍 线 绘 出 的 3 x 5 的 NbO, 块 往 共 水 平 楼 连接 成 二 维 无 限 的 
层 片 , 层 片 之 间 由 粗 线 综 出 的 3 x 4 的 块 柱 连接 ， 连 接 方 式 是 共 倾 斜 楼 . 因此 , 粗 线 与 细 
ép ES Ba EE EE” de 如 果 这 些 块 柱 之 间 都 是 共 顶 连接 ,平均 每 3X 5 十 3X 4 一 2 
^ NbO, 八 面体 就 应 该 有 27 X 3 一 81 个 气 ， 租 在 3 x 4 的 块 柱 中 ,有 (2 十 0x2 T3 
时 3 个 信 面 体 共有 的 ,在 3 x 5 的 块 柱 中 有 (3 + 4) X 2 个 氧 是 3 个 八 面 体 共 有 ， 人 生得 
s 27 个 作 面体 中 氧 的 数目 比分 子 式 NbO, 要 求 的 值 碱 少 13 个 。 另 一 方面 ,平均 每 27 个 
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图 9-24 Ti Nb oO 的 晶体 结构 和 高 分 辨 电子 显 微 象 . 
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(b) 


(a) 理想 的 Ti:Nb9:， 的 晶体 结构 ; 


(b) Ti,Nb,,O0;。 的 高 分 辨 电 于 显 微 象 ;(c) 成 分 接近 Ti MA, 
的 无 序 晶 体 的 高 分 辨 电子 显 微 象 


八 面 体 就 形成 一 个 四 面体 间隙 (在 图 中 用 实心 黑 圆 标 出 )， 其 中 可 规则 地 放置 金属 原 了 . 


图 9-25 


H-Nb,0, 的 晶体 结构 


对 H-NbO 而 言 ， 这 些 四 面体 间隙 中 
者 是 Nb， 使 分 子 式 中 Nb 的 数目 应 增 
加 1 个 ， 同时 这 4 个 构成 四 面体 的 气 仅 
为 一 个 八 面体 所 有 ， 使 分 子 式 中 氧 的 数 
目 增加 2。 因 此 , 图 9-25 所 示 结 构 的 分 
子 式 应 为 NbsO， 相 应 于 Nb,O 

由 上 文 可 见 , 3 x4 的 块 柱 如 罚 9 
24 的 方式 构成 的 切 变 结构 是 Nbi,O%: 
3 X 4 和 3 Xx5 的 块 柱 如 图 9-25 的 方式 


构成 的 避 变 结构 是 Hp. F ëm B 


H-Nb,9-, 此 外 ， N-Nb,O; 是 由 4X 4 的 块 社 构成 的 切 变 结构 ,其 分 子 式 为 Nb;Oa, 4 
一 个 量 体 内 不 同 区 域 具有 不 同 的 切 变 结构 时 ,就 得 到 种 类 更 多 的 非 化 学 计量 比 的 化 合 物 ， 


它们 者 可 闷 是 结构 完整 的 晶体 ， 


$ 9-8 晶体 结构 类 型 符号 和 查找 方法 
3-8-1 晶体 结构 类 型 符号 


许多 晶体 的 化 学 成 分 昌 不 同 , 但 却 有 着 相同 类 型 的 晶体 结构 。 例 如 ,Cus Al. Ag, Au, 
Rh,Pd,Ir,Pt,v-Fe 等 具有 相同 的 结构 ,在 面 心 立方 点 阵 的 每 个 降 氮 上 有 一 个 奉子 ， 疏 们 
和 之 为 Cu 型 或 Al Wi, vin, MgO, CaO, SrO, BaO, TiO, ZrO, HO, VO, NbO, 
MnO, Hei, CoO, - - - ; MgS, CaS, SrS, BaS, MnS, Ce8,- ' ; TIC, VO, TIN, CrN,--- ZS 
可 结晶 成 与 NaCl 相同 的 晶体 结构 ,其 中 大 离子 《9 ,3S ,cl GEIB Yr y SPE rH SE 
个 连 点 位 置 ,小 离子 则 位 于 大 离子 形成 的 正八 面体 间 队 中， 当然 ,由 于 项 子 种 类 不 同 ， 避 
阵 常 数 也 不 尽 相 同 ， 人 们 把 这 种 类 型 的 结 梅 称 为 NaCl 型 ,或 Bl 型 结构 ， 

现代 国际 通用 的 结构 类 型 符号 是 按 化 学 成 分 来 分 类 的 ,更 举例 列 于 表 9-6, 


训 9-5 晶体 结构 类 型 符号 举例 


Sek, SE sN GL SS E £l 
s. P Al Cu, Àg, Au, ĝ-Co 
JL A À? W.Cr,x-Fe, AE GOu-Zn 
Aš Mg,Zn,Cd,a-Co 
A4 法 刚 石 ， Di. Ge 
Bi Naci, TiO, TiC, TiN 
AB 化 合 物 B2 CsCl NiTi, 8'Cu-Zan 
B3 HEER Zn5, B-MaS, g-SiC 
B4 &RERN" ZnS, AIN, CdS5,r-Mn3 
C1 CaF,,Mg, $1 
AB, 化 合 物 ES 
Do, BiF BILL Fe, Al 
AB, 或 A,B 化 合 物 Do, Fec 
A.B, (bor n D5, g-A1,0,,a-Fe,O, 
D8, 


Cr, C, Í Fe; Mo,O, 


ten x 5 CaTiO, mg? 


| REE (ALMgO,) 


Tea 


9-8-2 infir hi rts 

AEQ ALE TAADA ea tK TEE WE sd IK si KURU 15 eg BIRA 
各 国 的 品 体 学 杂志 ， 其 中 最 重要 的 有 两 种 ， 一 种 是 二 次 大 战 前 的 “Zeitschrift für Kri- 
sallographic", 另 一 种 是 战 后 的 国际 晶体 学 杂志 “Acta Crystallographica", 后 者 近年 
Y^H^A.B5C-. 此 外 ,相当 一 部 分 测定 晶体 结构 的 论文 散 见 于 各 有 关 学 科 的 期 乔 
c. HEJA Sn HU n dr He dE E Ba DS ES Eg, Bird Rin “Chemical 
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Abstracts", "Physics Abstracts" mg "Metal Abstracts" 之 类 的 文摘 杂志 ,也 是 很 费时 的 ， 
而且 兰 许 多 情况 下 是 不 必要 的 ， 

bs T 2 88 SERERE BP Ed Er Bo Aa R 38038 Ten "Structure Reports" Gi 
d. BOL— EIE, CDS IERI S. e e E EE E AER (S IR ES ai 
起 鞠 况 定 的 晶体 结构 ,有 的 是 对 过 去 已 有 资料 的 改进 或 订正 。 读 者 只 要 知道 晶体 的 结 均 ， 
吏 可 只 看 此 书 而 不 必 看 原始 文献 ,例如 该 书 的 第 39 卷 分 成 两 册 出 版 。 第 39 4 卷 载 有 
1973 平 受 表 的 天 十 无 机 物 的 晶体 结构 的 资料 , 大 致 上 按 纯 金属 , 碘 化 物 、 了 磋 化 物 、…… 的 
次 序 分 类 编排 。 第 39B 卷 则 载 有 1973 年 发 表 的 关于 有 机 物 的 晶体 结构 的 资料 ， 每 一 郑 
本 和 余 石化 合 物 名 称 索 引 、 分 子 式 索 引 和 作者 索引 。 便 于 使 用 者 查找 . "Structure Reports" 
从 第 8 卷 41940 一 1941 年) 开始 。 它 的 前 身 是 用 德 文 编写 的 “Steukturbericht 《结构 报告 六 
第 L38(1913—1928 年 ?至 第 VII 卷 (1939 年 ), 两 者 的 编辑 体例 是 一 样 的 . 

妈 一 种 载 有 晶体 结构 的 资料 的 书 是 由 R. W. G. Wyckoff 编辑 的 名 为 “Crvstal 
Structures" DIR, EBE 1953 年 至 1960 年 出 了 第 一 版 ， 在 1963 一 1968 年 又 出 了 第 二 
版 , 共 五 卷 ， 此 书 编辑 体例 与 “Structure Reports” 不同 ,不 是 按 年 代 , 而 臣 按 结构 类 型 编 
HERPA RX 型 化 合 物 、RX， 型 化 侣 物 、R。X，。 型 化 合 物 、…… 最 后 (第 IV 卷 与 
第 V 卷 ) 盾 有 机 化 合 物 的 次 序 编排 。 例 如 要 查 MgsN; 的 结构 ,由 目录 知 ReX。 型 化 合 物 
ITR VERA RX 型 化 合 物 在 第 Y 章 A 节 .。 Wyckoff 的 书 中 画 出 了 许多 结构 类 型 

J. D. H. Donnay 和 Helen M. Ondik 编辑 的 各 为 “Crystal Data, Determinative 
Tables" 的 书 分 随 卷 出 版 ,第 1 SR "Organic Compounds CE LIES 19)", ELS AR ERES 
物质 ,第 (ek "Inorganic Componnds (CALES. BEERDA ,在 每 一 晶 系 为 
划 按 扣 阵 参数 或 其 比重 递增 的 顺序 列表 : ere, LEI Eé SS cja 5 blo 递 洲 的 


顺序 ,对 四 方 ,三 角 与 六 和 角 岛 系 按 递增 的 顺序 ,对 立方 晶 系 则 按 a 递增 的 频 序 ， 对 年 一 


神 栅 体 ; 第 一 行 载 有 轴 比 、 轴 间 夹 角 ,. 唱 胞 尺寸 .空间 群 或 衍射 符号 ,每 个 品 胞 分 子 数 aA 
结构 测定 的 情况 (定量 测定 ,定性 测定 或 未 测定 ?和 密度 。 随 后 是 化 台 物 名 称 、 分 子 式 、 参 
兰 文 献 . 品 体 结构 类 型 等 等 。 书 末 附 有 名 称 索 引 与 分 子 式 索 引 ， 并 载 有 结 梅 类 型 表 ,指出 
了 每 种 结构 类 型 的 撞 述 载 于 “Strukturberichi” 一 书 的 哪 一 卷 第 几 页 ， 此 书 第 三 版 收集 
T 1966 年 底 以 前 的 晶体 结构 的 资料 共 24000 条 , 

K. H. Hellwege 主编 的 、 由 联邦 德国 Springer 出 版 社 出 版 的 手册 “Landolt-B8- 
rastem Zahlenwerte und Funktionen aus Naturwissenschaften und Technik ( H3474 
学 与 技术 中 的 数据 和 函数 关系 )” 新 辑 第 UI Æ (Neue Serie, Gruppe IIT) 是 关于 晶体 物 
副 学 与 固体 物理 学 的 其 第 6 着 (1971 年 ) 载 有 元 素 与 金属 闻 相 的 晶体 结构 数据 , 第 7 卷 
(1971 —1980 Æ) 则 为 无 机 化 合 物 的 唱 体 结构 数据 ， 这 套 书 的 说 有 明 部 分 是 英文 与 知 文 对 
照 写 的 ,但 表格 中 的 文字 是 德 文 。 

粉末 衍射 标准 联合 委员 会 (Joint Committee on Powder Diffraction Standards) 路 
集 了 约 28000 种 无 机 物 晶体 、 约 10 000 种 有 机 物 晶体 (截至 1980 年 止 ) 的 粉末 衍射 花样 数 
Ja , 编 或 卡片 , 称 为 JCPDS 粉末 衍射 库 。 卡片 中 还 列 有 该 种 章 体 的 空间 本 、 点 阵 参 数 以 
只 人 参 若 文献 等 。 JCPDS 粉末 衍射 下 近年 每 年 大 约 增 加 2000 张 ， 
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金属 装 料 中 芝 见 物 相 的 绪 构 还 可 从 有 关 的 手册 ， 例 如 参考 文献 [13 一 19j 中 查 到 . 


59-9 A FK 从 
9-0-1 基本 概念 


具 和 与 不 局 空间 群 对 称 性 的 著 干 种 晶体 结构 中 ， 对 称 性 上 等 价 的 原子 的 相对 位 置 可 能 
ZF, 20: | 
DUI. 空间 群 为 Pm3mt221) 的 B2 型 的 Co Bi, CO 占据 la rE ES 9-26 
(a)l, Cs 占据 15 位 四 [图 9-26(b)]， 分 蜀 构成 简单 立方 点 阵 、 它 们 的 位 置 对 称 性 是 
"im, 空间 群 为 Fm3m(225) 的 C1 型 的 CaF， 唱 体 中 的 F 占据 8c 位 置 [ 图 9-260c)], 
由 构成 简单 立方 点 阵 ,只 不 过 点 阵 周 期 是 eia 为 单 胞 边 长 )， 位 置 对 称 性 是 Bm. Jr 
d 1 1 d 


外 ,对 应 二 空间 郡 La3(206) Bg 8a fir i (050,0: 7-,0,5.:0,7., ER irpo) A Bb AI E 


Ti S y 的 等 效 点 也 分 别 构成 简单 立方 点 阵 ， 位 是 对 


图 3-26 BRA P Pm3m 的 若干 点 构 型 (图 中 数字 是 * ges RET Sr REOS 4) 


(a) PmTm. la,P; (b) Pm3m 15, Lj 


Fm3m Be, LLLP 
(c) Fmim 7444! 


为 了 揭示 各 种 蝇 体 结构 之 间 的 联系 、 晶 体 学 家 引入 了 点 阵 从 的 概念 。 如 上 述 属 于 三 
种 空间 群 的 五 种 Wyckoff 位 置 的 总 构 型 都 属 本 简单 立方 把 阵 你 。 这 里 所 谓 点 构 型 是 对 
称 性 上 等 将 的 一 组 点 ,由 于 存在 平移 对 称 性 ,点 的 个 数 是 无 穷 多 的 ,不 限于 图 9-26 中 绘 出 
的 一 个 单 胞 内 的 扣 ， 

一 般 说 来 ;如果 有 一 种 适当 的 变换 , 它 把 某 空间 群 中 的 某 Wyckoft 位 置 的 点 构 型 变 
换 成 届 十 同一 蝇 浇 的 茶 空 间 群 中 的 男 一 Wyckoff 位 置 的 成 构 型 ,这 两 个 Wyckoff 位 置 
Steel ou. 这 里 变换 可 以 是 平移 , 纯 旋 转 ， 非 纯 旋 转 , 艾 匀 的 脱 胀 或 各 向 诫 狂 
的 肝 虫 ,或 更 一 般 的 仿 射 变换 ，…… 以 及 它们 的 乘积 ， 但 这 种 变换 本 能 菩 坏 该 晶 族 的 基 矢 
ZHR ERA. 

Wiz. 空间 群 Fm3mt225) 的 位 置 对 称 性 为 mim Bj 44 位 置 (0,6,0) 和 45 位 置 
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rj SR FX3m(216) 的 位 置 对 称 性 为 3m 的 4c gu (7 did — 


E: 
E- 
置 【 ,二 ,之 )， 与 它们 对 应 的 点 构 型 都 旦 面 心 立方 点 阵 , 它 们 都 属于 面 心 立方 点 阵 兴 ， 


$/3. 空间 群 Pmim(221) 的 位 置 对 称 性 为 .3m 的 Be Br (xx c; x X xxr, 
Xy E EAA EN Ea gat arar) 的 氮 构 型 是 把 简单 立方 点 阵 共 中 的 每 一 点 钙 围 绕 玄 
的 构成 立方 体 的 八 个 点 代 蔡 而 得 。Por3(0200) 的 8i 位 置 (对 称 性 .3.)，P432(207) 的 3e 
位 站 《对称 性 ,3.)， Fm3c(226) 的 648 位 置 (对 称 性 .3, ) 都 有 相同 的 点 构 型 , CIS 
FPA AREA, Gau Wyckoff 位 置 中 的 翟 标 参数 中 有 一 个 值 (x) 可 变 , 我 三 称 
这 反 阵 从 的 自由 度 是 1。 后 阵 从 的 自由 度 最 多 是 3. 

230 种 空间 群 的 图 表 中 共 列 有 1731 条 Wyckoff 位 置 ， 它 们 各 属于 402 Rb AREA 
—. ERER SA SIS 14.2 按 空间 群 的 顺序 列 出 了 每 一 空间 群 的 每 一 Wyckoff 位 
罩 折 履 的 点 阵 从 的 描述 符号 和 参考 符号 ， 


9-9-2 点 阵 从 的 符号 . 


点 阵 从 有 参考 符号 和 描述 符号 两 者 . 

由 出 一 点 阵 从 的 若干 种 Wyckoff 位 置 中 选 一 对 称 性 最 高 者 作为 该 点 阵 从 的 特征 空 
间 寿 的 特征 Wyckoff 位 置 ,并 以 它 的 符号 作为 该 点 阵 从 的 参考 符号 ， 如 例 中 列举 的 点 
BEM LAZEE Pm3m 的 la 5515 位置 的 对 称 性 最 高 ,我们 就 说 Pm3m(221) 是 该 点 阵 
丛 的 特征 空间 群 ,并 取 它 的 le 位 置 为 该 点 阵 从 的 特征 (Wyckoff) 位 置 。 这 点 阵 从 的 参 
车 符号 就 是 Pmim a. 同 理 , 例 2 列举 的 点 阵 从 的 参考 符号 是 Fm3m e, 例 3 列举 的 点 
阵 从 汐 参 著 符 号 是 Pm3m g. 

ee D,F,H,J,P,---. CER CREE dr 


BR 290,0,0; — E? 已 表示 金刚 石 型 点 构 型 ,坐标 为 0,0, VE 1 1, e 0; a; —, 
ip oas=ssennasasam FF 表示 面 心 点 阵 ; 了 表示 体 心 点 阵 ; P AER 
简单 点 阵 ; J 表示 的 点 构 型 的 坐标 是 > poc 相当 于 从 面 心 点 阵 中 去 只 简单 点 陈 的 
SARTA ME 9-27(a)， 

如 果 待 描述 的 Wyckoff 位 置 的 坐标 较 之 特征 Wyckoff 位 置 的 坐标 有 一 原点 位 移 ， 


其 扣 阵 从 的 扒 述 符号 就 有 一 表示 这 位 移 矢 量 的 前 缀 。 癸 如 ,图 9-26(a》 所 示 位 置 的 描述 


符号 是 P， 图 9-26(b) 所 示 位 置 的 描述 符号 就 是 EXE 又 如 ，Fm3m Ae 位 置 的 描 


SES 


REGE Pb 位 置 的 描述 符号 是 Tl F; P43m Ae 位 置 的 描述 符号 是 -上 ll F, 


1 
4 4 
44 位 置 的 描述 符号 是 reri 


E 9-260c) 所 示 Wyekof 位 置 较 Pm3m la 或 18 位置 的 多 重 性 启 些 , GU 
内 有 3 个 点 ， 需 经 坐标 变换 a-—a2, b -—b/2, e—cí2 之 后 才能 与 特征 Wyckot 


pain, 这 Wyckolf 位 兽 的 描述 符号 就 是 LP. MR EUS 862) EE 
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+), 三 个 基 矢 都 取 1/2 长 ， 描 述 符号 P, ERRER a 取 1/2 长 ，P 表示 oe OD 


EIER 


图 9-27 点 阵 从 」 PmIm “的 若干 点 构 型 (机 中 数字 是 z 坐标 的 分 子 * 分 母 为 0 


(a) Pm3m 3c,]; (b) Pm3m 34, RE (e) Ffr 24d, EM 


图 9-27(b) 5 (c) E 的 Wyckoff Ar. 


J 之 前 的 数 代表 原点 平移 量 , J 的 下 标 2 表示 基 和 拓 减 为 1/2. 

对 于 自由 魔 不 为 零 的 点 阵 从 ， 其 描述 符号 的 核心 部 分 之 后 为 位 置 组 符号 。 如 9-9-1 
WRA 3 所 述 点 阵 从 的 描述 全 号 为 PBxxx、 表 示 用 构成 评 方 体 的 8 MARERA A A 
阵 从 P 了 中 的 一 个 点 而 得 ,这 3 个 点 与 坐标 为 x.x.- 的 点 在 对 称 性 上 等 效 ， 

点 阵 从 的 描述 符号 依赖 于 坐标 的 选取 ， 一 个 所 阵 从 可 有 多 个 描述 符号 ， 这 是 它 的 缺 
点。 得 在 多 数 情 况 下 可 由 描述 符号 立 由 知道 该 乓 阵 从 的 成 构 型 ， 擅 述 符 号 还 可 表示 出 不 
同 点 阵 候 之 间 的 联系 (如 点 阵 从 PP 与 PBxxx)， 提 供 有 关 反 射 条 件 的 信息 . 


9-9-3 点 阵 从 的 概念 在 品 体 结构 描述 中 的 应 用 
利用 点 阵 从 的 概念 可 以 较 简洁 地 描述 晶体 结构 揭示 各 种 晶体 结构 之 间 的 圈 系 。 例 
如 ;空间 群 为 Fm3m(225) 的 BI 型 的 NaCl 唱 体 中 Na HE 4aCf,0,0) 位 置 ,Ci 占据 
b(t, i,t) 位 置 ， 它 们 者 属于 耐心 立 方 点 阵 从 ,参考 符 号 为 Rm3m a, ANOS 
LI FARAT NaCl 分 子 , 可 表述 为 : 
ilip 
NaCl 型 结构 Na,Cl, F: zF P: 


这 里 PP 起 示 点 阵 从 与 LL F 可 看 作 是 由 基 矢 减 为 1/ 2 的 简单 立方 点 阵 从 P, 分 
腊 而 得 。 则 理 可 用 点 阵 丛 简 洗 地 描述 下 列 结构 ( 见 表 9-7): 

wi 9-15(b) 所 示 B2 型 的 CsCl 结构 ， 

图 9-5 所 示 B3 Bos A, 

效 9-1 所 示 Cl 型 的 车 石 结构 ， 


* 8B 


图 9-15(c) fra D0, 型 的 BIF; 结构 ， 
9-2-2 节 所 述 ReO, 型 结构 ， 
B 9-9 所 示 EZ, 地 的 立方 钙 钛 矿 型 结构 。 


Sai Kira EE AR XREUSET FE EHI 


£5 BW 一 个 单 驳 内 的 成 分 Fl za Ee A fS 
Al XH Cu, RE AuCu, P 
A28 W, | i 
A4 型 8i, | D 
i 
Bi 型 Na,Cl pni i lpp 
at aa, 1, 272 i 
B2 a CsCl d d ipup 
2 2 2 
Bi i Zn,S, ONS? F; 工 工 工 F 一 BF 
4 4 4 
Cl Hi Ca, R p;l 1 lp 
Án vd Ad: à 4 4 1 
DO, 5 (ops 31 lp.3 3 3p:p 
pu SEH i (al 43 : 
„l 1 l I 1 | 
Bet), 5 ReO p; L E SE gs 
273 "3:5" 
E2, ! CaTiO l i 1Ypepedblbllipgptltlly 
E isti: 233033 äiss zf 
L1, 型 # E Auto, p; J = F” 
,1 1 ot, dod £d 1 1 1 
Ki Er Ini = pF 一 一 ol 
NbSbF, Sb, Nb,F,, "ow 1. ebe ger" "EL 4 4 EL 
lj do duc dodo d 1453.4 tor g 
K NaFeF, K,Fe, Na Fy 4 4 x P ECH 2 4 4 ele 4 4 4 5H 4 44 e 
1. E Esse A 
KP, | KPCh 3.440544. 


=: 9-7 中 p, lh Ir 说 明 B2 型 结构 是 把 体 心 立方 点 阵 分 裂 成 两 套 简单 立方 


点 阵 而 得 :每 一 点 阵 各 为 一 种 原子 所 占据 ， pe — D' 说 明 B3 型 闪 锌 矿 结构 是 


把 人 金刚石 点 构 型 分 裂 成 两 套 面 心 立方 点 构 型 而 得 。 对 比 Bet, 型 和 E2， 型 结构 的 描述 
F|, E2 as Ca 所 占据 的 位 置 空 着 ,就 得 ReO, 型 结构 。 同 理 , 把 钙 钛 矿 中 
Ti 所 占 提 的 位 置 空 善 ,就 得 Li, 型 有 序 AuCu. 的 结构 。 对 比 Ai 型 与 L1， 型 结构 的 
揪 述 可 知 , 有 序 AuCu, 的 结构 是 把 无 序 AuCu， 的 结构 的 面 心 立方 点 阵 分裂 成 两 套 点 阵 
而 得 全， 其 中 一 套 为 简单 立方 点 阵 , 为 Au 原子 占据 ; 男 一 套 是 点 阵 从 J, 29 Cu 原子 


e. 
把 Bot, 型 结构 中 的 基 矢 减 至 1/2 并 将 反 阵 从 忆 分 裂 成 两 套 面 心 并 方 反 阵 : 
P— D ses F: illy B 111; ,111,, 
227 2 2 2 4 4 4 


证 这 三 种 位 置 依次 被 5b,Nb 和 F Hs, MERR 9-7 中 的 NbsbF, 的 结构 ， 表 中 点 阵 
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从 符号 e 表示 该 点 阵 共有 一 自由 魔 ,? 原子 不 位 于 图 9-27Cc) ARABI i 


1 
A 


H 


J, 位 里 ,其 位 移 方向 与 Nb 和 Sb 的 不 同 原 子 尺寸 相 适 应 类似 地 ， 抬 钙 钛 矿 型 结构 


小 的 基 矢 减 至 1/2 ,将 点 阵 从 Agen 工 二 P， 并 让 它们 分 别 由 Fe 与 Na t 


招 ,就 得 到 K,NaFeF, 的 结构 。 若 下位 置 被 Pt 占据 、 T 


Ei 


ER 


2 2 
LIP 2335 ,就 得 到 K,PtCI, 4 


以 上 丰 举 了 几 个 简单 的 例子 .有 关 点 阵 从 的 概念 、 揪 述 和 应 用 的 更 详细 的 叙述 请 人 参 下 


d 6pm [Est Aa OR 14 节 及 其 所 引 厌 始 文 献 。 最 新 的 资料 见 文献 [20] 及 其 所 引文 献 ， 


pel 


=+ UL Fb 


ut 


um 


KN 


习 


- 试 对 比分 析 (1) ebe 与 CsCl, (2) Co 与 NaCl 的 晶体 结构 ,包括 点 隆基 型 ,每 一 咋 点 代表 的 尿 于 


基 邢 ,点 群 , 空 间 群 对称 元 素 等 


SJE Däin 是 rdim 的 一 个 子 群 * 试 将 E43m BODIRECTGE zj3m 的 陪 集 . 
. 欢 晶 ReO， 结构 的 透视 图 ,投影 图 并 辨认 其 空间 群 ， 
EE As besen = B = Y = 90° 的 某 唱 体 具有 处 于 下 列 位 置 的 同一 种 原子 ; 


0.29, 0.04, - 0.22; —0.29, | —0.04, - 0.22; 
9.79, 0.46, 0.28. 0.21. 0,54, 0.72: 
— 0.29, 0.54, —0.22; 0.29, 0.46, 0.22; 
0.21, — 0.04, 0.72: 9.79, 0.04, 0.28, 


Sai H Zeg, TEROR CREZ T ARERR HM 符号 各 证 什 么 ? 


. 试 利 出 弦 直 积 定理 4 见 324-3 45 ER: 


(1) {Pm3m} = (Pémm) + {3} = (P4mm) - {32}; 
(2) (Pm3m] = (Pmm2) - (23), REZAT Pmm2 8 2 vehiz3 119175 985 
(33 {Pm3m} = (Rm) v (mmm), 


AER: PARAT UAAR c Sangen mine, Masina 


Z, Wk. 


.给 出 失 晶 石 的 晶体 结构 的 透视 图 并 分 析 各 种 离子 相互 之 间 的 配置 关系 .为 了 终 图 清晰 起 见 * 请 把 一 


个 唱 扎 分 成 边 长 为 局 胞 参数 之 半 的 八 个 小 立方 单元 . 


. CaO 与 Gol 都 是 立方 晶 系 晶体 ， 它们 都 是 当 Ak, L SIR SYR ri Së, R Laue Gei 


mim. FARMARIT AE A, 
(1) 求 出 它们 的 衍射 符号 和 可 能 的 空间 群 ; 
(2z) 按 下 空间 人 群 中 等 将 位 置 的 芳 虑 * 试 初步 判断 Cao 与 CuCl 可 能 的 拓 构 类 型 ; 
(3) 列 出 这 些 可 能 的 结构 类 型 的 入 射线 符 射 结构 因子 PCM) 的 表达 式 ; 
(4)E U CaO 的 X 射线 衍射 谱 中 hk, 全 为 奇数 的 反射 普遍 比 Ak, 1 全 为 偶数 的 反射 弱 , 与 之 相 
B. Cuci g Attic 知 相 2 的 反射 则 营 遍 很 顷 。 试 据 此 初步 判断 CaO 与 Col 的 结构 类 
RAVEN TE R E-S ER E. 
bu a 


提示 : SEE 5432 RIESS SC 52325 ià Ae 332 0,0,0 和 45 432 TUE 


HER KALICSD,), - 12H,0 ZEE RR SE iA BL 442r ARRAN 35615 6 E & 为 奇效 时 的 04 


BL. ! 为 奇数 时 的 An 反射 和 加 为 奇数 时 的 AKO 区 射 ， 
(1) 冰 出 它 的 衍射 特 号 .空间 群 和 次 间 群 的 点 群 | 


D Zu ` 


— 
= 


P= 


ws 
b 


13. 


E: 


1 


Vu 


l 


17. 


(DRRR E EP RUE E, EIST B] RE isi Z br Bl. 


HEX PAUCI i A BST 5321 ER. 3,8,9 的 分 析 对 比 : 


(1) ReO,; (2) CaO; (3) CaCl; (4) BB, CAlum)KAI1(SO,), + 12H,0, 


省 多 纯 人 金属 ,如 Pe,Mz,a-Ti,a-Zr,Zn 和 Cd, 都 结 里 成 六 角 密 堆 结 构 , 其 空间 人 群 为 Pés/mme( D), 


Elo HM 完全 符号 是 Pontis, SEIS NC RERA 00 (2.2.4. 
Erni, NUR T-R ON + ED 试 何 : 


(973 FT HESS ER T £T ALARE? — 原子 ? 它 的 点 群 是 什么 ? 它 的 空间 群 的 HM 
完全 符号 中 各 对 称 元 素 位 于 何 处 ? 它 有 没有 对 称 中 心 ? 着 有 ;对称 中 心 在 何 处 ? 

《2) 彼 化 名 还 可 结晶 成 纤 锋 矿 结 构 ， 具 有 空间 Pósme(Ci). 每 个 晶 胞 含有 两 个 Zns AAT, Z2 与 
$ 都 点 握 UO 位 置 ; ARARE 3m. 处 :其 毕 标 为 〔〈040:s) (ble meten 


el: ran RI A EE? 每 一 阵 点 代表 些 什么 原子 ? 它 的 点 群 是 什么 ? 它 的 空间 群 HM 符号 
中 各 对 称 元 素 位 于 何 处 ? 它 有 没有 对 称 中 心 ? 


(3 试探 讨 闪 匀 人 矿 结构 与 纤 锋 矿 结构 的 共同 点 : 当 mom £ H £= J 时, 纤 锋 太 中 的 Zn 及 其 


HARA s 原 气 构成 的 正 因 面体 与 闪 锋 厂 结 构 中 的 一 样 . s 与 其 四 个 最 近邻 Ze 原子 物 成 的 正四 


下体 在 两 种 结构 也 一 样 ; 


(41) 试 探讨 空间 群 P6:/ mme 与 P63me 的 母 于 群 关 系 。 


COR EIB ED G) ABCBCACAB BR (ü) ABCACBAC GZ jung 符号 和 Ratmsdell 


符号 表示 ? 

人 2) 这 两 种 结构 各 有 佬 么 对 称 元 素 ? 

(3 这 两 种 结构 各 属 何 空间 群 ， 

(4) 这 两 种 结构 中 的 刚 球 各 占有 哪些 等 效 位 置 ? 

C1) 淮 导 出 G) IERHENEC p= 7， ERR = 1 和 (iD p — 6, e 2 的 所 有 可 能 的 密 堆 结 
Wim Kuaos TfE.JRRI AtB+tC... 的 符号 和 Ramsdell RA ES E E 

C2) 这 些 结 移 名 有 什么 对 称 元 素 ? 

ENT SEO EE 

RE EC 


CERDA ARN (111) TÉ E EE 36 £829 1207. CM CS Ee E GE 


与 b. 另 泛 面 心 立 方 晶 跑 的 体 对 角 线 [111] 为 六 角 坐 标的 基 矢 e 试 列 出 这 矢 六 荐 坐标 系 基 和 天 
og Béi 与 立方 坐标 系 基 天 a,b,c 之 间 的 坐标 变换 走 阵 ; 

(2) 求 出 面 心 立方 点 阵 中 若干 阵 点 在 这 两 套 誉 标 系 中 的 学 标 、 并 据 此 说 明 AN 型 结构 就 是 等 径 刚 球 
WHERE ABC... 顺序 的 密 稚 结构 - 


.《1) 求 出 G) Al 型 结构 及 (i As 型 结构 中 正八 面体 鹿 阶 和 正四 面体 间 队 中 心 的 汶 标 ; 


《2 计算 出 密 堆 结构 中 《ki7 正八 面体 间 阶 及 《区 IEPU TÉ UE TRUER P3 LS NB RAA SE HE 
HGH, 


fü LLO 品 体 中 若干 个 Li+ 离子 的 最 近邻 o 离子 的 坐标 ,说 明 Lit 位 于 0 ARENE 


Weg ata. 
Si 的 结构 可 用 类 似 于 4a85Ce… AA GRRE DOSUESRARGERGECRRUU TOR Si) 的 
原 节 雪 , 小 写字 母 则 代表 兄 一 种 原子 (如 C) 的 原子 层 。 


s. 2015 


(由 ) 试 淮 列 说 明 SiC. 中 不 可 能 有 水 平 镜面 :也 不 可 能 月 对 称 中 心 , 但 可 能 有 6. ERES 
(2*y41EB SIC 可 能 其 有 的 空 则 群 是 Pome, Pim! 和 Rim, HEHH], 
18 .分 机 皂 了 矿石 的 对 称 性 ,并 办 认 其 空间 群 . 
9. 2: FECLOPRIRBU SZ DEROGAR B WEB (G3) 8 6X, KE EEN rk 
20. 几 图 5-23 至 9-23 分 析 (1) V,On, (2) Nb,,O,, 38(3) H-Nb,0, 的 分 于 式 及 其 对 称 性 ， 并 关 认 它 
(SEI? 
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第 十 章 ” 相 变 中 的 群 与 子 群 关系 


$10-1 a 言 


在 有 些 固 坊 相 变 中 ,如 元 序 - 有 序 相 变 和 位 移 或 畸变 型 相 变 ， 相 变 前 后 两 相 的 品 传 洁 
愧 很 相近 ,它们 的 空间 群 之 间 常 党 存在 母 群 与 子 群 的 关系 。 在 $4-7 中 已 对 晶体 学 点 烙 间 
的 母子 群 关系 作 了 简单 介绍 ( 见 图 4-6), 并 指出 了 相 变 过 程 中 (以 对 称 性 点 的 相 转 变 为 对 
陈 竹 低 的 相 ) 伴 随 有 所 对 称 元 素 的 消失 ， 从 空间 群 的 角 麻 分 析 这 旦 相 变 ,也 应 存在 母子 群 
的 关系 。 空 间 群 的 母子 群 关系 已 在 $8-8 RIA. PII — ERR pI PE GRANT ER 
性 降低 的 母子 群 关系 以 及 在 低 对 称 性 相 中 由 此 而 形成 的 丘 结 构 污 ， ERA TES Ee k; À< 
概念 ,作为 讨论 三 维 空间 群 的 母子 群 关系 的 基础 ，。 

A 10-1(2) 中 的 二 维 图 象 的 平面 群 是 pm， 这 些 图 象 除了 平移 对 称 a 及 b 外 , 还 
HR EL TUR PERO Z. AR 10-1(b》 中 ;由 于 图 形 的 改变 ,平移 对 称 关 系 不 变 , 但 是 分 办 
线 蝴 侧 的 图 象 本 身 不 再 有 镜面 对 称 , 它 的 平面 群 pl 是 pm BTE. 不过， 在 这 种 变化 
过 程 中 失掉 的 对 称 元 素 亚 却 再 现在 分 界线 上 ， 两 侧 的 图 象 以 此 呈 镜 面 反 映 对 称 关 系 。 Fi 
晶体 学 术语 ， 两 侧 的 变 体 ( 贱 ) 是 一 对 星 镜面 反 陕 关系 的 挛 晶 。 李 晶 是 指 册 镜面. 演 转 头 、 
对 称 中 心 这 些 点 允 称 元 素 的 操作 联系 起 来 的 有 一 定 取 向 关系 的 一 所 相同 的 部 本， 尽 间 它 
们 有 时 不 止 两 个 ,还 可 能 是 三 个 、 丁 个 或 六 个 。 这些 率 晶 有 时 也 称 为 取向 畏 ， 

多 10- iCc) 中 分 界线 两 个 的 图 象 的 平面 群 都 是 em, DR 10-1) 的 平 妃 群 无 寞 ,但 
是 平移 a — ie 尽管 平面 群 的 符号 一 样 ,但 内 容 井 不 相同 ,原来 的 平移 对 称 元 素 a 在 


加 99959 oq|o o p 
50000 Q| p p 

"09oooo""* qaqapppop"^ 
oooooo  Qqaogppp 
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图 10-1 相 变 时 对 称 人 性 降低 的 三 种 方式 示 次 周 
Ca) Pm; Cb) Pl, 分 直线 是 m; (c) pm, (0 a = 2a, 外 界线 是 时 
(d) pl; a' = Ja, J FRIE g= (m,a) 


Er Sero EXE. 图 10-16) 中 的 平移 群 (a b) 是 原来 的 平移 群 (a,8) 的 子 群 . 
失重 的 平移 元 素 a 再 翩 在 分 界线 上 ,两 侧 的 图 象 有 相对 平移 a 的 关系， 晶体 学 中 陈 这 
种 界面 为 反 相 贱 或 平移 栈 界 面 , 它 是 有 序 化 相 变 的 产物 , 

10-1(d 中 图 象 的 平面 群 是 4， 同时 单位 平移 为 a = 2a, 与 图 10-1(a) 比 较 ， 
Aaa m m MER a ée Sp TER Säi, Cat 
的 李 蝇 界 站 ,也 不 是 单纯 反 相 畴 界面 ,而 是 兼 而 有 之 , 有 人 称 此 为 平移 李 品 鼻 澡 . 

在 二 淮 空 间 群 的 母子 群 关系 中 ， 情况 也 类 但 ,但 串 为 复杂 。 从 上 面 的 二 维 葬 子 已 经 于 
以 看 出 ,无 论 是 平移 对 称 元 素 改 变 的 有 序 化 相 变 及 由 此 产生 的 平移 贱 ， 还 是 所 对 称 泡 素 改 
变 的 鸯 变型 林 变 及 由 此 产生 的 取向 畴 ， 都 是 乎 面 群 4 空间 群 ) 母 子 群 间 对 称 元 素 消 长 的 特 
Il. MAA 4 3852338, 它们 都 属于 清 足 一 定 对 称 关 系 的 贱 结构 ， 而 无 本 页 的 关 别 ， 但 是 ， 
一 出 荐 赔 到 历史 上 已 经 形成 的 这 种 有 关 相 变 及 畴 的 划分 ， 二 则 为 了 使 问题 简化 ， 易 于 盏 
AE. 下 辐 先 分 别 从 平移 群 和 点 群 的 角 庶 讨论 有 序 化 及 陪 变 型 (位 移 型 ) 相 变 , 最 后 再 从 空间 
各 的 角度 统一 地 分 本 这 些 相 变 中 的 母子 群 关 系 以 及 对 称 元 素 的 变化 。 

团结 构 在 晶体 中 是 常见 的 ， 如 挛 晶 (自然 界 的 晶体 中 有 20% 以 上 是 带 有 生长 李 品 
的 ). 反 相 上 畴 , 电 踏 、 磁 贱 等 ， 因 此 贱 结 构 的 研究 日 益 受 到 周 体 物理 学 工作 者 的 重视 。 人 匀 
早期 使 用 和 射线 衍射 研究 贱 结 构 ， 近 来 则 更 多 地 使 用 透射 电镜 中 的 电子 仿 身 实验 分 机 畴 
结构 , 用 衍 衬 象 方法 分 析 畴 界 的 对 称 关 系 , 用 高 分 辨 结构 象 方法 直接 观察 崎 内 及 冉 和 愉 面 处 
址 了 或 原子 团 的 分 布 , 用 微 束 电子 衍射 研究 酶 弄 面 的 统 构 ， 


$ 10-2 无 序 - 有 序 相 变 


在 高 温 时 固溶体 中 的 盗 质 原子 呈 统 计 性 的 无 序 分 布 . 随 著 温度 降低 ,有 些 因 咨 体 中 的 
流质 原子 常常 避免 近邻 接触 ,产生 短程 序 , 并 有 可 能 在 临界 温度 以 下 产生 长 程序 。 AuCu 
是 有 序 化 相 杰 中 最 著名 的 例子 。 在 无 序 状 态 ，Anu 与 Cu 原 于 统计 性 地 分 布 在 一 个 耐心 
TPES H AERE _Rm3m。 有 序 化 后，Au 原子 的 坐标 是 0,0,0, Cu 原子 的 内 
bid E ,0: EE dE 分 别 形成 四 个 简单 立方 点 阵 ( 见 图 10-2). 因此 有 部 的 
AuCu， 上 共有 简单 立方 点 阵 (点 阵 常 数 仍 是 o)、 空 间 群 是 Pm3m. 

在 这 禹 有 序 - 无 序 相 变 中 ,点 群 不 变 ,点 阵 由 F 变 为 P。 这 是 因为 原来 等 价 的 四 个 踪 


点 不 再 是 等 价 的 了 , 从 布 伴随 有 平移 对 称 性 的 减少 。 在 这 由 套 简 单 立方 点 阵 中 ,原来 的 只 


隆平 移 (100》a 仍然 存在 ,但 是 在 它 之 间 的 ,原来 的 点 阵 平移 r 一 iode = | 1 


sno [olio 却 不 再 是 简单 立方 点 阵 中 的 点 阵 平移 矢 最 。 Au 原子 分 布 在 不 
问 的 简单 立方 亚 点 阵 阵 点 上 ,就 会 形成 四 个 结构 相同 但 阵 点 位 置 不 同 的 有 序 晴 ,它们 之 癌 
SSRA PEREDE moron. 在 这 种 一 下 有 序 相 变 中 ，? 点 阵 是 王 点 陈 
中 的 一 个 亚 点 阵 , PTER T, 是 了 平移 群 T, 的 一 个 子 群 
ET d Ti : 
T, = {1 + (1,110) + + 人 T] + (02 IT: (10-1) 
— PH —— PP 


= qe 


a J 
2 


移 寺 称 性 时 就 要 综合 地 考 患 这 机 个 因素 .例如 FeAl 在 无 序 状态 下 的 空间 群 是 Imin. 
有 序 化 后 的 空间 群 是 Fm3m， 点 阵 常数 加 倍 ，a 2a (图 10-3), 单 从 点 阵 的 类 型 来 看 ， 
EE CEDE 了 -将 伴随 有 阵 点 数 由 增多 ,其实 不 然 ,由 于 点 阵 常 数 加 倍 , 原 来 的 8 个体 
心 单 抱 中 的 16 个 阵 点 在 新 的 面 心 立 方 单 胞 中 只 琵 下 四 个 了 ， 体 心 立 方 A Bert Ue 
l 


BAT n-L100lacT[100]5t—7[111]e7 LE 1116. e 7 — 


| 3 1 1la. APEROEBSIBLDZ 2; SA PF HARPERS, META ENTA E H 
务 重 上 的 平移 天 最. | 
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Æ 10-z Auto, HGE. Au Bram, Cu BT HD. m. OE B Ar E NE, 
- tofon AERA GRECE E 


(100) 


图 10-3 FeAl 的 有 序 结 构 ; AAl EFEBO Fe ATHRO © Dm A USE. Al Om 
二 的 近邻 和 次 近邻 部 是 Fe RI, Toton, REDIGO 
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从 上 汐 的 两 个 例子 可 以 看 出 ,有 序 化 棚 变 的 结果 是 : 原来 的 点 阵 是 一 个 思 点 里 , Eh 
台 若 二 个 后 类 型 的 亚 点 降 , 分 别 由 不 同类 的 原子 占据 .这 种 亚 点 阵 也 就 是 有 序 相 的 空间 点 
UE, 尼 的 平移 对 称 群 是 超 点 阵 的 平移 对 称 群 的 一 个 子 群 。 显 然 , 原 来 的 一 些 阵 点 及 点 阵 平 
HR BUE IURIS SEE DILE E PERIERE RUIT E. EA AREE EIE dE CIS UK 
(LEUR. Bravais 点 竹 类 型 ,还 应 考虑 单 胞 体积 的 变化 , 即 基 矢 (a Kach 5 (a,b,c) 
zn: 
(a,b eiss (a,b,c) P (10-2) 

"HUBER P 的 行列 式 值 delP) AEU (e B e) 和 (a boe) 为 基 矢 的 晶 胞 体积 之 
比 , 见 让 (5-48a)。 有 序 晓 的 数目 应 为 : 

应 当 弟 出 ， 平 移 群 之 间 存 在 母子 群 的 关系 是 无 序 - 有 序 相 变 的 一 个 必然 结果 ,但 并 不 
一 定 是 其 爹 部 内 容 ， 在 这 种 相 变 中 ,点 群 也 可 能 改变 。 换 句 话说 ,在 无 序 相 和 有 序 相 的 点 
EUER ge fede T BERGE K. 


ett 4 3.1 


e e s EE 
图 10-6 ap 的 三 种 取向 显 3 XO HORA 


XEM NuMo 具有 六 角 密 堆 结构 ,点 群 G 一 $2 (图 10-4), 共有 24 FAIR 


TM m 


KOLER 2). HIE LR. NuMo 具有 简单 正 交 点 阵 ( 见 图 10-5). AR H= "C S, 


a PIE 


共有 8 个 对 称 操 作 , 见 附录 ?2， 显 然 ， 吕 是 G 的 子 群 ,指数 是 3. TE H 在 G 中 抽取 
站 有 三 种 可 能 性 , LE] 10-6。 这 正 是 有 序 化 相 变 后 6 次 旋转 轴 变 为 re ph hi Aq 
的 3 泊 施 转 对 称 关系 。 对 称 操作 《3+[001]) 和 (37[001]) 必 于 G (RE T H, m G s= 
ir YT OH 的 陪 集 : 

G—H-c-1001DAZ-cTrG[0010D)4 
x fü = Bl Fn] E Ini BJ 8 F E 2k eS ERROR ZR CILE 10-77). 


Hj10-7  NiMo Soe Mo ST, Ni RTL 3k. KE 
它们 之 间 有 3 RERA 
从 图 10-5 可 以 看 出 正 交 有 序 相 的 基 和 天 (a,b. €) BRAF HAER (a; sb, C, F 
之 间 的 关系 是 


0 0 2 
d'H €) = (a,b; ea) |: 0 1 | 
0 1 Q0 
四 于 变换 矩阵 符 列 式 的 值 为 4, 两 相 都 是 简单 点 距 , 按 式 (10-3)， 还 会 在 有 序 化 相 变 中 生成 
四 种 平移 畴 ， 它 们 之 间 的 三 种 平移 关系 见 图 10-8, 这 正 是 失掉 的 六 艇 点 阵 中 的 三 个 扩 阵 
平移 矢量 mr 《参阅 图 10-7). Æ $10-5 还 将 从 空间 群 的 母子 群 关系 更 一 般 地 讨论 
AH Ni;Mo 相 的 睛 结构， 


vc e o a o e o ə è o OO o O 
Oe OD e O O ° Qs A 
6 o o o p ag € o = Ü c O 
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图 10-8 Ni,Mo 平移 畴 闻 的 三 种 平移 矢量 fott 
文献 [2;31 系统 地 讨论 了 各 种 有 序 相 的 结构 ， 图 10-2 所 示 有 序 的 AuCu; AJAA Fs bK 
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为 LL 型 结构 ， 在 约 60 个 合金 系 中 观察 到 LL ， 型 结构 2 ， 上 典型 的 例子 有 e -AuCd， 
a - AlCo;, Pt,5n, ALU, AlZrs, Cos V, Pet, lePd;, MnNi, SLU, TiZn, ThU 4. 


图 10-9 MX, 型 有 序 相 的 密 排 原子 层 
(a) TAHR; (b) Gw 


SIE MX: 型 有 序 相 的 密 排 原子 层 , 文 献 由 称 〈a) 22 TUE, (b) 2953958. 
这 两 未 网 格 洗 一 共同 的 特点 ,就 是 不 但 M 原 子 的 最 近邻 为 6 T X I T i E. X ECT gn i: = 
个 三 个 地 诊 在 一 起 。 这样, 上 一 个 密 排 层 的 M 原 于 可 位 于 这 三 个 X 原 于 之 间 的 空 际 中 ,如 
比 因 绪 下 去 ， 就 构成 一 个 无 M-M 最 近邻 关系 的 三 维 有 序 结构 。 按照 这 一 原则 , 如果 汉 
"PUR ABCABC--- FER, BARR 10-2 所 示 Ll, 型 (有 序 AuCu 型 ) 统 构 ; 
HHEH Q DIS ABAB... 顺序 堆 井 ,就 得 到 图 10-5 所 示 NuMo A FE, Cu Ti 也 
D) 7T BHSRIO 网 格 为 基础 以 不 同 的 方式 组 合 可 得 更 复杂 的 有 序 密 排 层 忠 ， 而 这 些 有 
序 密 排 层 以 不 同 的 顺序 堆 志 ,又 可 得 到 种 类 繁多 的 有 序 结构 . 例 刀 ,把 了 网 客 撤 4848… 
ua EE. 礁 吉 时 让 M 原 子 的 最 近邻 全 部 是 民 原 子 , 就 得 到 DO, 型 结构 ， 如 有 序 相 2 - 
FeSn, Cd,Mg, CdMg,, g-NiSn 等 都 是 ， 把 了 网 格 按 ABAC FERR D0 € 
ER, Dn NüTi; HR 4ABCACB--- MEEGA VCo 或 Pua. AAH, E O M 
E 4BCDEB-.。 RAR, BIS) D0,。 型 的 ALT 结构 。 
具有 DO 型 结构 的 有 序 相 除 FeAl 外 ， 还 有 e Peäi, A-AlCu 3. 与 DO, SS 
构 类 忆 的 有 序 相 结 构 还 有 B2 型 与 L2, 型 两 种 。 如 果 图 10-3 中 的 外 ， 由 两 种 位 置 被 一 
入 庶子 占据 ,人 鲍 , 例 两 种 位 置 被 男 一 种 原子 占据 ,就 得 到 B2 SE, BU CsCl 型 结构 ， 其 
空间 嫩 为 Pm3m， 点 阵 常数 为 a， 即 DO, 型 结构 的 点 隆 常数 之 半 ， 文献 [ 引 中 列 有 约 70 
种 B2 型 的 合金 ,例如 P-CuZn, P-CuCd，B-AlINi，8-NizZn $. B2 型 结构 的 有 序 相 
与 A2 型 (Wya-Fe 等 ,空间 群 为 1m3m》 的 无 序 相 相 比 ， 点 群 不 变 , 而 B2 Sam 
移 拉 T, Wi AZ 型 结构 的 平移 群 Ti 的 一 个 子 群 : 
Ts d 4a (2,2, Lm (10-4) 
L2, 型 结构 是 成 分 为 A-B 的 三 元 系 的 一 种 结构 类 型 ,其 最 典型 的 代表 是 Heusler & 
使 CuMnAl， 这 类 合金 的 组 成 元 素 多 不 是 铁 磁 性 的 ， 但 这 些 合金 在 有 序 化 条 件 下 都 具有 
en. 25 Al 原子 占 握 图 10-3 中 的 国 位 置 ，Mn 原子 占据 国 位 置 ，Cn 原子 占据 二 ,出 
位 置 ， 就 得 L2, EUER. 在 这 种 结构 类 型 中 ，Al 与 Mn 原子 的 最 近邻 与 次 近邻 都 症 异 
类 原子 .正如 DO, 型 结构 的 FeAL 中 的 Al 原 于 一 样 。 际 Cu MnaA! Fh WA EHER] 
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ZP CuMna$n, CuMnIn 和 CuMnGa HMAS Li Dicks ET Heusler Z& iiit 
AJ] CuNiAL 和 Zn,CuÀu WES fo EE PSU A. 


$10-3 位 移 型 相 变 


位 移 型 相 变 的 特点 是 晶体 中 原子 或 原子 团 仅 有 微小 的 位 移 ， 不 需要 长 程 扩 获 就 得 到 
凌 相 的 晶体 结构 ， 因 此 在 相 变 前 后 的 两 个 最 休 结 构 间 原子 存在 一 一 对 应 关系 ， 尽管 最 体 
绩 构 的 空间 群 变 了 ,但 是 原子 间 的 刍 合 状态 基本 相同 。 换 句 话说 , 相 变 前 后 的 晶体 结构 台 
于 同一 晶体 结构 族 。 BaTiO 的 同 素 异 构 相 变 就 属于 位 移 型 相 变 ， 四 种 同 素 异 构 属于 池 
一 晶体 结构 族 ， 

RP BaTiO 的 空间 群 是 Pm3m， 此 处 m3m 是 立方 最 系 中 对 称 性 最 高 的 点 详 
32. 的 简略 符号 . 每 个 单 胞 中 有 一 个 BaTiO 化学式 .图 9-9(a) 是 其 示意 医 。Ti A 


子 居于 六 个 氧 离子 构成 的 八 面 体 的 中 心 钼 ,两 个 八 面 体 的 项 角 衬 连 共 有 一 个 氧 离子 , 医 此 
每 个 TiO, 八 面 体 的 化 学 式 实际 是 "TO. 八 个 这 样 的 八 面 体 相 连 产 生 一 个 较 大 的 空 
隙 ,其 中 是 离子 半径 较 大 的 Ba BET. 显然, 这 些 离子 的 相对 位 置 符合 mim 点 群 的 对 称 
关系 。 A 9-9(a) 是 这 种 钙 然 矿 结 构 的 另 一 各 示意 图 ,原点 取 在 Ba 离子 处 、Ti 离子 位 
央 二 撤离 子 形成 的 从 面 体 的 中 央 ， 

在 9-2-2 节 中 已 经 钉 出 , 征 然 矿 型 结构 发 生 位移 型 相 变 的 方式 有 三 : 

(1) 丙种 阳离子 或 平行 或 反 平 行 地 由 其 中 心 位 移 ， 

(2) 阴离子 八 面 体 统 不 同 的 轴 扭 转 ， 

(3) 以 上 两 种 方式 同时 发 生 ， 

首先 以 BaTiO, 为 例 讨 论 阳 离子 位 黎 。 BaTiO, Æ 120% 以 上 的 高 温 是 立方 时 系 的 
pm3m 结构 [图 10-10(4)1. BEREN Line Da 区 间 后 ，Ti 与 Ba 离子 相对 于 氧 
八 梧 体 沿 [0011 方 向 位 移 不 同 的 量 , 见 图 10-10(b)。 显然 ,这 新 结 梅 失去 了 了 对称 中 心 , 而 
H e 轴 与 a,b 轴 不 再 等 价 了 。 由 于 位 移 是 沿 一 个 4 次 轴 的 方向 ， 这 4 次 轴 仍 保留 ， 而 
迄 直 于 它 的 另 二 支 4 次 轴 则 失去 了 。 这 高 味 着 ,新 结构 是 四 方 蜡 系 ， 它 仍 是 初 基 胞 , 故 为 
简单 四 方 点 阵 ， 它 保留 了 平行 于 [001] 辅 的 两 种 镜面 ， 因 此 ， 新 结构 的 空间 群 是 Pámm 
(Ch); 原子 位 置 是 : Ba 在 1(a) rZ. Ti Æ 15) 位 置 ，Or 在 Kb 位 置 ，O4 5 
Oi 在 2( c) 位 置 ， 

温度 继续 下 降 到 一 on ger, Ti 及 Ba 离子 的 位 移 转 到 [110] Jiu, ME 10-10 


(c), 点 群生 5 二 在 这 个 方向 的 2 次 族 转 轴 及 与 此 平行 的 镜面 得 以 保存 下 来 形成 新 的 点 


BÉ mm2, 在 正 交 晶 系 中 , 2 次 旋转 轴 一 般 都 选 在 正 交 坐标 系 的 一 个 朝 上 ,而 不 在 面 对 散 
£e E. KLR 10-11, 因 此 改选 €d =e, b = —a — b, c = a —  2JE 2 ARERHJ X. 2 
wA e 平行 ,空间 群 为 4mm2， 应 当 指出 ， 尽 管 点 阵 由 简单 立方 点 阵 P E J ht Ir. 
交点 阵 4， 实 际 上 阵 点 数 且 并 未 改变 。 如 果 忽 略微 小 的 五 变 , 平移 对 称 关 系 基本 没有 变 
AE a 

温度 降 到 一 90%C 以 下 ,位 移 发 生 在 i111] 方 和 应， 只 有 这 个 3 次 旋转 轴 及 与 此 平行 的 镑 
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A 10-11 (248 Amm} Zr|H]ER 


面 保留 下 来 , 见 图 10-1000, — BIB) i ES RU ZEE RAE ,空间 群 为 R3m, 
一 般 说 来 ;这 种 微小 位 移 ( 例 如 四 方 BaTiO; 中 的 c/a = 1.010) 并 不 明显 改变 平移 
对 称 关 系 , 只 是 后 对 称 关 系 发 生 明 显 变化 ， 显 然 ,空间 铬 Pimm, 4mm2, R3m 的 点 群 都 
是 全 对 称 点 群 mim 的 子 群 ，BaTiO， 的 这 几 种 同 素 蜡 构 都 是 直接 由 立方 ”BaTiO， 每 出 
的 , 它们 之 间 并 不 直接 存在 母子 群 关 系 ( 应 当 指 出 ，4mm2 中 的 2 次 轴 不 与 P4mm 中 的 14 
次 御 同 一 取向 ， 因 冰 前 者 不 是 后 者 的 子 群 )， 下 面 以 mim 一 imm 为 例 说 明 位 移 型 相 变 
中 点 群 对 称 的 变化 。 点 群 G = mim 有 48 个 对 称 操作 ， 子 群 Ho — 4mm 有 8 个 对 称 操 
VE, RLERSK 2, 其 对 称 元 素 分 别 示 于 图 10-12(a) K (b) 中 , 群 G Ris H 的 陪 集 ， 
RAE G. DIE 3 次 旋转 铀 的 6 阶 点 群 为 646,3m32 及 3 但 其 中 仅 点 群 3m,32 及 了 是 
mim 的 子 群 , 它们 的 对 称 元 素 示 于 移 10-12(c0)--(e). SEPA. SABE 3 m EK — S 51 PF gÚ 38 
m 也 包括 在 子 群 H 中 [更 图 10-120c)]， 不 能 用 这 个 氮 群 的 元 素 作 子 妖 H 的 陪 集 。 点 
BE 32 及 3 与 子 群 H 没有 共同 的 元 素 , 都 可 用 来 作 H 的 陪 集 . 如 果 取 H 代表 位 移 发 生 
££10011/5 [RI Vua) 的 点 群 ; 则 展开 式 汐 
G= H+ GDH+T (3 [111])H + (2110 H 
+ (2[101] H + (Q2[011 DH (10-32) 


G= H+ (3*[1111]) H + (3 [111])H + (DH 
+ CTDH+ GULLA (10-62) 
ix i fi RE UT ES Ut, a J Ann RBS CACERES Viens Vios V aceti» V toi» Vo) 利 V tote] 
Zapp, xx 88 V old S rik yi. EA E BOT] RE EROS BO 4T ER I FiF 
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AE dg ^r T9 J [B] IE SERI RE BR IE AES RC IE 28 E m. 
Kit (10-53) 5 (10-62) 可 分 别 表 示 为 乘积 群 的 形式 : 


2 (110) T 


Hir Input den, GAR G 一 235; O) ABE H= um; 
(c) BUB 3m; (d) AE 32; (e) ARS 


{m3m} = {32} - {4mm} (10- 5b) 
= 

{m3m} = (3) - {4mm} ( 10-6b) 
aÑ (10-5b) 中 的 点 群 32 BAR Amo 除 单位 元 (全 同 操 作 1) 之 外 和 再 无 公共 元 , 伍 它们 两 
ADEA mm 的 不 变 子 群 , 护 3-4-3 节 , 这 样 的 两 个 群 的 乘积 ,被 称 为 强直 积 , 以 这 
别 3-4-2 节 中 讨论 的 半 直 积 和 在 3-4-1 节 中 讨论 的 外 直 积 。 同样 ; 式 《10-6b) ttè 
EART 与 Amm 的 弱 直 积 为 点 群 mm, 

年 类似 的 方法 可 凡 把 立方 的 高 况 Ba TiO, 的 点 群 m3m 对 正 交 的 BaTiO, 的 点 群 

zim2(2[110]) FERRA: 其 弱 直 积 形式 为 

{m3m} = {3m} . {mm2} | 10-7a) 
往昔 这 里 所 群 mm2 的 2 次 轴 平 行 于 [110], AA mm 分 别 垂 直 于 [110] 和 [001] ,点 
i 3m 的 轴 3 则 可 平行 于 [11il 或 [11 和 ,但 不 能 平行 于 [111] 或 [111]，。 
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Jak, eg 23 的 阶 是 12, 与 点 群 mm2 除 单位 元 之 外 再 无 公共 元 , De SÉ mim 也 
22 23 GAR mm2 RER. BAR mm2 中 的 任 一 操作 对 点 脱 23 ERE 2E 6 9 
ROSA GARE 23, HH: 3-4-2 35, mim 对 mm2 的 陪 集 展开 还 可 写 成 点 群 23 与 mml 的 半 直 
tay: 

{m3m} = 123) A [mm2) (10-7b) 
关于 点 群 mim 对 点 群 3m 的 陪 集 展开 ,一 方面 ，m3m oZz CORRABE4T 5) EG 
df 3m (JS ELSA , ED 


{m3m} = (4/ m] {3m} = (422) - 13m] == {42m} - (3m] (10-82) 
男 一 方面 ,还 可 表示 为 半 直 积 的 形式 如 下 ; 
{m3m} = {mmm} A 13m] (10-8b) 


IERIE A C10-8b) HAR mmm 的 每 张 镜 面 都 应 分 别 垂直 于 一 个 41007 方 向 ， 否 
HIS ESA PE 3m 有 公共 的 镜面 了 。 

ME PNET hA ERS RA RRA. MRDA FIZA Z 
或 它们 的 组 合 。 
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图 10-13(a) 是 SrTiO, Æ— 1980h) TiO, AEH 4 eil o ARREA, TB 
PEVE RRHH P BR. AHE im D Ac RUE] KER Z2 EET SEN BU ša LR K 
fing 2f. 既然 是 绕 c E, GD TK, 新 结 梅 就 是 四 方 曼 系 的 。 若 选 
此 四 方 晶 条 晶体 的 晶 胞 基 矢 分 别 为 原 钙 铁 矿 立方 晶 胞 基 尔 a,b,c 的 2 倍 , 就 可 知道 新 结 
构 的 空间 群 是 P4/mmc(D5). 如 果 取 m, = a + b,b, = b — a, BIER 10-13) 中 的 
EFGH, ZARA HM 符号 就 变 成 了 标准 的 形式 P4/mem, DS", 

这 个 例子 说 明 ,位 移 型 相 变 不 但 会 导致 点 群 对 称 性 的 变化 , 在 某 些 情况 下 (如 SrTiO, 
HUE SPBU RUNE SS e 轴 朝 祖 反 方 协 扭转 四角 时 力也 会 产生 平移 对 称 性 的 变化 . 


2. 正 交 捏 转 


图 10-13(b) 示 氧 八 面体 绕 2 次 轴 BD 扭转 的 示意 图 。 癌 BD 方向 同一 列 氟 八 面 
体 的 扭转 方向 与 扭转 角 都 由 同 ， 但 相 邻 的 八 面 体 列 扭转 方向 相反 、 这 样 坦 转 万 的 统 构 的 
AES mmm. 属于 正 交 晶 系 。 因 为 所 有 八 面体 的 扭转 不 完全 一 致 ， 平 移 群 也 必然 要 发 
(EI, Ate Rz m= Gë GP-h 垂直 于 纸 面 且 | 名 | e 2a. WRZ IREE 
符号 为 imma(74). 


3. € dif dede 


图 10-13Cc) 是 氧 八 面体 绕 3 次 轴 扭 转 的 投影 图 ，3 ASAE., MEA nee 
也 可 看 作 是 在 (111) 面 上 晨 正 三 角形 分 布 的 降 点 沿 [111] 方 向 牛 ABCABC- - - HER 
高 得 ,只 不 过 (111) 面 上 的 阵 点 之 间 的 间距 是 面 心 立方 点 阵 情 况 的 两 倍 。 因 此， 箱 钛 矿 结 
守 可 看 作 是 沿 (111) 面 上 呈正 三 角形 分 布 但 并 不 互相 接触 的 八 面体 党 [111] 方 向 按 ABC 
ABC--- MFE IIS, E 10-13(c). 如 果 每 一 层 的 八 面 体 的 扭转 相同 , 相 邻 层 的 八 
rk AE rä, ME REI ER BEER TT ARC ABC, (这 里 带 撒 与 不 带 撤 和 的 层 中 的 
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图 10-13 八 面 体 绕 对 称 轴 扭转 的 示意 图 
(a) 554 次 轴 扭 转 的 投影 ， 原 来 的 单 胞 JHD， 握 转 后 的 面 心 单 胸 48CD， 体 心 单 胸 EFGH， 
(b) $2 次 轴 BD 扭转 : 原来 的 单 胞 CHJG, MEADAR EFGH; 
(e) 563 次 轴 扭 转 的 投影 (3 Ge SAER) 


和 八 操 体 扭转 方向 由 反 )}， 这 样 就 得 到 苏 面体 点 阵 的 结构 ,典型 的 重子 有 LaAlO, Dr AIO, 和 
NdAIO, 等 。 它 们 的 空间 群 是 R3ec(167)., 

根据 入, B 离子 的 大 小 不 同 ; B 离 于 既 可 在 一 个 对 称 轴 上 产生 乌 小 位 移 而 妃 离 BX, 八 
面体 中 心 ， 也 可 能 绕 这 个 轴 使 Bx, 八 秦 体 产 生 扭 转 ， 甚至 两 种 位 移 同 时 发 生 ， 这 就 使 
BX， 晶体 结构 族 中 的 结构 类 型 非常 多 (例如 ，NaNbO 就 有 七 种 结构 类 似 的 同 素 有 异 构 ). 
但 是 ,它们 的 空间 群 都 是 Pm3m 空间 群 的 子 群 ,它们 的 结构 也 都 是 由 简单 立方 ABX 衍生 
出 来 的 《X 并 不 限于 O, Wl KCuFs ,CsGeGl 等 )， 统 称 为 钙 镇 入 结构 族 中 ， 

这 些 北 合 物 之 所 以 受到 重视 主要 是 因为 它们 中 有 很 多 具有 和 铁 电 柱 或 铁 弹 性 .如 TiO, 
正八 面体 在 BaTiO, 中 是 电 中 性 的 ， 一旦 Ti 离子 篇 离 八 面 体 中 央 就 会 让 位 移 方 向 产生 
极 化 。 训 采 这 些 候 极 子 者 排列 在 一 个 方向 ， 遇 体 就 会 有 明显 的 极 性 。 通过 外 加 电场 或 应 
访 场 可 这 改变 位 称 忆 及 极 化 方 而 ;从 而 产生 铁 电 性 及 压 电 性 显然 , 御 匆 矿 族 的 结 梅 研究 
及 相应 的 空间 群 的 群 论 分 析 , 不 得 有 理论 意义 ,也 有 实际 意义 。 这 也 可 以 从 一 个 角度 说 明 
晶体 学 基因 体 物 理 与 材料 科学 的 基础 ， 
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UL ES E 2EBIEHO TE RECTE ER HR HEH d, adc Sum RE 
论 的 原理 对 此 作 一 较 严格 的 论述 。 我 们 讨论 的 前 提 是 ， 对 称 性 较 高 的 母 想 的 对 称 群 为 
G， 相 变 后 对 称 性 较 低 的 相 的 对 称 群 为 E,H 是 G 的 一 个 子 群 : HCG, 这 里 的 符号 
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TETES H EEG G 的 一 部 分 。 对 称 性 较 低 的 由 分 裂 成 若干 个 畴 , Kring 
类 时 的 , 具 与 相同 的 晶体 和 党 取向 ,而 且 它 们 的 位 置 相差 量 为 点 阵 平 移 和 天 量 。 换 向 话说 ， 同 
类 闻 的 斤 个 贱 可 看 作 是 及 一 个 完整 的 大 品 体 中 去 看 一 些 区 域 后 剩 下 消 的 ， 而 在 不 同类 型 
风流 析 焉 之 问 ; 或 者 取向 不 同 ( 例 如 图 10-7 中 有 序 NisMe 的 用 操作 S [001] BE A S = 
种 不 赔 取 向 的 上 畴 ), 或 者 它们 的 位 置 相 差 不 是 点 阵 平 移 舌 量 ( 例 如 图 10-8 所 示 有 序 Ni Mo 
中 的 相互 错 升 e mx z, EE 的 畴 ), 或 两 种 情况 兼 有 。 以 下 我 们 用 V i,V. Aa 
ERASER A BHL. 分 别 代表 这 些 类 型 的 栈 的 对 称 群 ， 它 们 都 是 群 G an" 
Im. gës Sie pp Oé Sr SIE, 如 图 10-7 中 的 关 [008 和 图 10-8 中 的 E EE 
CARTE G 的 但 在 群 H.H. o 中 失去 了 的 对 称 操作 ， 


10-4-1 HRSA HERNAN 


没 类 型 为 V, REN RRS H, WESOSSRBRRURE X. H 中 的 任意 对 称 操 作 AE 
人 HH、 这 里 符号 € 表示 元 4 属于 集合 Hd 则 表示 不 属于 ) 作 用 到 V, ÆRE E EHC 
cQ) hV i — Vu 而 且 一 切 使 V, 变换 成 V. 自己 的 对 称 操作 都 属于 对 称 群 H. i 
p 是 对 称 群 G 内 的 某 一 不 属于 群 H 的 对 称 操作 (pe G, pg H), CsV, 变换 
IK, 比如 说 变换 成 ViipV,- d? TEWE pH 内 的 一 切 操 作 p^ EBD V. 
dy Hb V. 
PAV 7 Ge V, 
a2 EE G 内 有 其 一 操作 & 把 V. 变换 成 Vi 
gEF i = V, 
WA p'V,-- Vi, RIA 
Së, pV, = YV, 
F pz'g 在 群 H A: 
pece H 
EE 
gE pH 
这 识 是 说 , 陪 亿 pH 内 的 操作 正 是 把 V. 类 型 的 财 变 换 成 了， 类 型 的 畴 的 全 部 操作 。 再 
He p € G. 但 pé H, p € pyH， 作 陪 集 p H, UÈ pH 内 的 操作 正 是 把 V, 类 型 
的 吴 变 褒 成 男 一 类 型 的 畴 (比如 说 V.) 的 全 部 操作 。 如 此 继续 下 去 , 我 们 就 有 : 
G= H+>H+ pH+ --- + pH (10-9) 
其 中 每 一 陪 集 pH 内 的 操作 不 是 把 了 ， 类 型 的 畴 变换 成 V, 类 型 的 畴 的 全 部 对 称 操 作 ， 
由 于 高 对 称 性 相 的 对 称 群 @@ 的 全 部 操作 都 已 包含 在 陪 集 展开 式 410-9) 中 , 因而 就 不 可 能 
评 有 其 它 类 型 的 畴 了 。 因 此 G 对 其 子 群 H 展开 成 多 少 个 陪 集 ， 就 有 多 少 种 类 型 的 陵 ; 
或 者 说 ， 对 称 竹 较 低 的 相 中 畴 的 类 型 数 就 是 其 对 称 群 H 在 对 称 性 较 高 的 母 由 的 对 称 群 
G 中 的 指数 4 PESEIRGIIA (10-9) 中 每 个 陪 集 的 代表 元 D popon pa 的 集合 通常 称 
为 贱 类 型 生成 集合 ， 
已 知 V, Zeng Hr 是 G 对 H 的 陪 集 展 开 式 C10-9) 中 第 : TUBE 
为 的 任意 元 (eV. =V), ARIER V. 类 型 的 片 的 对 称 群 H, 是 H 的 经 p. 变换 所 
APTAS e BE: 


" Aux 


min +4 £a 


H; = piHpr' (lu-1u) 
"DEI, E SERIE php GAE he Hy 中 的 三 个 组 成 部 分 依次 把 V, 变换 成 VF， 保持 
为 Fo ERER V, Bh pihp; € H 另 一 方面 ， 设 g€ Hi, Bl gV;-— V;, 则 复合 操 
FE p'sp. 作用 到 Vi ERR V, 不 变 ; (p78gpDV — Va. 所 以 rege H, 区 而 ge 
pHps. GERS Host p Hy; 中 的 操作 就 是 使 V. AGENS zm 
作 , 寺 是 式 (10-10) 得 证 ， 


10-4-2 MARERE 


3-3-2 中 已 经 推出 , 陪 集中 任 一 元 都 可 作为 该 陪 集 的 代表 元 ， 式 (10-9) 中 子 群 H 
的 阶 为 ">， 每 个 陪 集 的 代表 元 就 有 r 种 选 法 ， 了 畴 类 型 生成 华 合 就 有 r 种 。 在 许多 情况 
b. 挫 中 某 些 畴 类 型 生成 集合 构成 一 个 群 , 称 为 栈 类 型 生成 群 , 记 为 P. REFERRE 
至 生成 群 , XU IBEITHJZGUE 293 (10-79 ) ERPEES EAT (C ak A FE 8k AS (B. 15 ES Ted ies ELS C10 
Sb).(10-6b),C10-7) 和 C10-8)j, 而且 可 利用 群 的 性 质 ,特别 是 封闭 性 ， 
为 此 需 利用 3-4-3 节 所 述 关 于 弱 直 积 的 定理 : 如 果 群 G 有 个 阶 为 + 的 于 群 
H = {lshshss. tesh} 
Eai- Aet + ËJ T EE 
P= {Lpp tpit 
TË H 与 P 除 单 位 元 工 外 再 没有 公共 元 , 且 群 G 的 阶 8 是 其 子 群 H 5; Pip 


Ba: 


qr 

Wife G 可 写成 其 于 群 H 与 P ARRIÉ: 
G= P. H= H-- p,H+ pH + --- + p,H (10-1123) 
G= H. P—- P+ hhP+ hP + -. . + h P (10-11b) 


RR P. H k H. PP 称 为 烙 P 58 H)SES. 6510-3 中 我 们 正 是 利用 这 一 定 
TREA mim 对 其 子 群 Amm 的 陪 集 展开 式 C10-5) 和 (10-6， 对 于 群 mm2 的 陪 集 
腰 开 式 (10-7), 以 及 对 于 群 3m 的 障 集 展开 式 (10-8)， 在 式 (10-5) 中 的 加 群 32， 式 (10- 
6) 中 的 点 群 3, 式 (10- 力 中 的 点 群 23 和 3m， 式 C10-8) 中 的 点 群 4/m,422,42m 和 mmm 
都 是 畴 类 蜡 生 成 群 . 这 抑 个 例子 说 明 , 利用 了 畴 类 型 生成 群 和 弱 百 积 的 概念 , 在 许多 情况 下 
可 以 较 快 邮 殷 群 G 展开 成 其 子 群 H BR, 并 将 这 陪 集 展开 式 简 洁 地 写成 弱 直 积 的 志 

以 上 我 们 探讨 阶 为 4 的 群 G 对 其 某 个 阶 为 了 的 子 群 H 的 陪 集 展开 式 中 每 个 陪 集 
的 代表 元 p; 的 集合 ( 畴 类 型 生成 集合 ) 是 否 构成 群 ( 畴 类 型 生成 群 ) 时 ;只 轻 求 群 G 中 有 
9 gr 的 子 群 P. H P 5 H 除 单位 元 外 再 没有 公共 元 即 可 。 在 某 些 情况 下 , 子 群 
P 可 能 是 群 G 的 不 变 子 群 ; 如 式 《10-7b》 中 的 子 群 23 RIK (10-8b) 中 的 子 群 mmm 
部 是 群 mim 的 不 变 子 群 。 在 这 种 情况 下 、G 是 其 子 群 P 5 H WYER: 

G—PAH 
Addi. Wir nk SC tt H IER 最 简单 的 例子 是 
G —i(1,4^,2,47] : 


和 
H= {1,2} 
Ht 
G= H--42H-—-H- VH 
He UE DE SEL 1,4* 2 (1,4. 1 都 不 构成 群 . 
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如 10-4-1 节 所 述 ， 群 G 对 其 子 群 H Oh V, 的 对 称 群 ) 的 陪 集 展 开 式 《10-9) 中 的 
每 一 陪 集 p H 内 的 操作 是 把 畴 V, ERRE V; 的 全 部 对 称 操作 ,表征 V, 5 V, 的 界 
"oh. 为 了 探讨 本 V, 与 其 它 贱 间 的 畴 壁 , 需要 把 群 G SH. 的 对 称 群 H, = p. 
Hp,' 作 陪 集 展 开 。 为 此 这 式 (10-9) 左 莱 e, 3E pi. 得 

G = p,Gpi! = prHpr + pyGpe FD pi! + --- + pp H) t 二 

一 H, + (prabpr Hr coc Cpp) Hi oc + (p p pr OH, (10-12) 

式 (10-12) 等 号 右 志 每 一 个 陪 集 互 不 相同 ,它们 不 包括 HO 分 别 拒 对 称 群 为 H, 808 
FF， 变换 成 其 它 互 不 相同 的 s — V 种 畴 。 在 最 一 般 的 情况 下 ， k= 10,2,o0:5. DER 
V, 与 V, 的 界面 就 是 V, 与 V4 的 界面 ， 式 (10-12) 共 表示 sls 一 1)/2 种 界面 。 但 实 
际 上 其 中 许多 畴 壁 是 同类 型 的 。 企 这 一 小 书 我 们 用 群 论证 明 ， 贱 壁 股 多 只 有 :一 1 种 类 
W, | 
HARFA ANARE, oe CCS ht c. CE V; 变换 成 
Vu 同时 还 把 了 了 ; 变换 成 Va. UU V. 与 V; ZARS Iy |l V. 5 V, ing 
ux fi 在 品 体 学 上 是 等 价 的 ;或 同类 型 和 的。 这 一 定义 是 很 合理 的 ,因为 操作 # 把 栈 V, 与 
Fi 分 别 变换 成 V. 与 VF,， 实 际 上 就 是 把 -1-VY} 这 一 整体 变换 成 V.-iu-Vj,. 这 一 
变换 只 改变 了 它们 的 取向 与 位 置 , 并 未 改变 界面 1;; 本 身 ， | 

例如 ;在 $10-3 所 述 G = m3m, EFTE H 一 4mm 的 例子 (图 10-12) 中 ,有 六 种 位 
E318] 4 8023 [100], [100], [010], [010], [0011 和 fi0011 的 畴 。 操 作 2E110] 把 [100] 88. 
[100]BERI[O01 HS ELE E E EO L0 TER 010 ERI [OO1]RE, Dë, G) [100] Bs [100] 
Wl SES (fr F [030 TAE [01 O TS RITE "ELTE SORTE; Qi) [100] B531001) 
s ETSI s SE tr 01078 55 [001 18 RII REB, CIS E Ze, Cui) [10018835[001188 
BIB sé HT [010185 E; [001 JWEIRIRSRER EE. "Cd 1b RTR 

人 和 们 往往 错误 地 认为 "中 ;如果 aV e Vi, pV, = V; IE. n e 是 同类 操作 ( 属 
TRHA V. 与 Vi ARRAREN TF V. 55 V; 疗 的 贱 辟 了 ， 在 某 些 情况 下 
是 这 样 ,例如 图 10-12 Bez, G — m3m, TH H = 4mm 的 例子 中 ， 分 别 由 对 称 操作 n 
—3*[111] #ü g, = 3*[111] C3*E1111 5 3*T111] 属 同一 共 簿 类 ) 联 系 着 的 成 对 的 睛 都 
是 正 交 随 . 但 一 般 说 来 并 不 是 这 样 , 如 上 例 中 由 互相 共 斩 的 操作 2[110],2[011] 和 2[101] 
^90 28 34 PJ, DEEE. AAEE. BRE, RAE EAER RFE RR 
tE T CTAR A iB] 3S TRIBU ERE. 例如 (21110]》 V ioo; 一 Via É (2L 119 ]DV tn = V wen. BU 
£,3DT100]8s 55 [010]Bi [B] E IE 2E BE UR EA. RE [001] His ES [001185 [HI ADAE 52 3E £7 B 
qJX 5. 

[S E, — 25 TER » [ej — B AAA I JE DER ERE fS s d STET 3 (10-12) Ke 
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^r PEERS n TESTOR AASESSBU E 3 DEI R yi, SEUEIBEUTXCG0-12) 
H (A= 12，… 55)》 的 不 同 陪 集 内 的 属于 同一 共 轿 类 的 操作 ,其 至 同一 个 操作 ， 孝 习 深 
对 于 了 团结 构 中 畴 壁 类 型 的 数目 , 我们 有 如 下 定理 : 
定理 1 有 旷 结 构 中 片 壁 类 型 的 数目 最 多 只 等 于 畴 类 型 数 s 减 去 1， 
为 证 阴 这 定理 ,只 需 证 明和 任意 两 类 型 上 里 V, 与 V, opgi SATE V, EE 
— 3 WUE Ile, Hp V, 与 其 它 : 一 1 种 类 型 畸 之 间 的 畴 壁 最 多 只 可 能 皮 :一 ! 
种 ， 为 了 探讨 贱 WV， 与 其 它 畴 间 的 贱 辟 ,可 利用 式 (10-12)， 式 (10-12) 等 号 右边 每 一 个 
说 集 位 不 相同 、 它 们 (不 包括 HQ 分 别 把 对 称 群 为 下 BUE; V, 变换 成 其 它 互 不 相同 
的 :一 1 种 随 。 比 如 说 , 陪 集 《pipipi )H, 把 畴 V, 变换 成 畴 Vg 
(pipipr Va = Vi 
则 显然 有 prpiV ss Vis 或 pi Vi 这 就 是 说 ,同一 个 操作 peo BER V, 变换 成 
Vo BR V; 变换 成 Vo 因而 V, 与 V, ARE Iu 等 价 于 V, 5 Vs DB 
us et fs 
一 结论 还 可 用 群 的 基本 性 质 更 简单 地 证 明 如 二。 任意 选 丙 种 畴 Ví 5 V RII 
g“ 
pV i = V, 
ju 
giV| = V, 
HF pE G, pre G, Mg prt € G, Wik, pyp 必 属于 G 的 陪 集 展开 式 410-9) 中 
ABUS Hb E i 个 陪 集 ， 于 二 | 
| px piV s = Vi 
Dim i | 
V, = pV,-— pVi 
Mod p, HERES V, 与 V; 分 别 变 换 成 畴 V, 与 Vi, Am V, 5 V, ARREST 
V; 与 Vi BWIRE, 
由 于 V, 5 Vi 是 任 选 的 , I FAR RR T 一 1 的 定理 得 证 . 
DG, SG 对 其 子 群 H 的 陪 集 展开 式 (《10-9) 中 除 子 群 H 本 身 外 的 :一 1 个 陪 
集 就 表征 所 有 可 能 的 * — 1 ARR, CRER V. 与 其 它 :一 1 HR V iG = 2, 3, 
t, 5) ZIRRI EERE, 
MX 5 — 1 RR EELB RH ENS I — I) WÓ, Wa ES It SG p. MEIE 
我 们 探讨 Inc ly BR. | 
定理 2 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 满足 时 ， SS n. 与 L, 等 价 ; 
(1) 存在 着 某 个 属于 群 H 的 操作 h, GER V, 变换 成 Vi: 
AV, = V, (h€ HD) (10-13) 
(2) 式 412-9) 中 第 & 个 陪 集 内 某 操 作 与 第 ! 个 陪 集 内 某 操 作 互 为 逆 课 作 。 
如 上 上 记述, 所谓 畴 辟 I, (或 fa) 与 du 等 价 ,就 是 存在 着 某 个 操作 z, Ú 
(1) YES V, 与 V, 分 别 变 换 成 Vi £3 Fis zn 
gVi = Vi, gV, = Vi 


« 20. ° 


(2) 把 了 V, 5 V, 分 别 变换 成 了 与 了 ro BH 
Vem V, gV = Ru, 

(ESECIHRDREUR P. gV = V, 意味 着 z€ H.,zV, = Vo 就 变 成 了 式 (10-13)， 并 第 
(2) 种 情况 下 由 zV = V, 可 得 V = g'V,, PBB e" #Ex<|xG(10-9389 R & ES IN, 
i] eV,— V, 由 说 明 ? 在 第 /个 陪 集 内 。 至 此 定理 2 得 证 ， 

人 例如， 四方 BaTiO, (H — Pimm, G = Pm3m) 共有 6 HR: V iiis V ioo V toni? 
V rios Vigo] 和 下 om， 对 应 于 Ti 5j Ba 离子 相对 于 和 氧 八 面体 的 6 种 位 移 方向 。 设 H= 
Pimm 的 4 次 轴 沿 [001] 方 向 ， 是 畴 Vua; 的 空间 群 ， 则 H — Pimm 中 的 对 称 哥 作 
4 [001]:E F7] 4 ARRIER, Cil: Vum woms no 和 wo。 因此 这 + Anger 
Via DU UI SR ZG OT, CIE Ti 与 Ba SFRB DESE Vion 中 的 位 移 方 向 
Hü PL, RAEE. BH Ven 不 能 通过 H — Pimm 中 的 对 称 操作 变换 成 这 4 SD 为 
HETES Vion 的 界面 是 否 为 另 一 类 型 ， 我 们 将 群 G = Pmim 对 群 H = P4mm 展开 
BEES, 6 个 隧 集 内 的 基本 对 称 旭 作 列 于 表 10-1. 

x 10-1 $$ Pmim 对 其 子 群 H = Pimm DSP 


E = | pj 28 83 Bë 集 陪 集 中 的 基本 对 称 操作 
1 | Voss H æ Pamm 1 1.45[001],47070011, 2:001], m1 100], [010], m [1:0 3, m[ 1101 
EMI ===, =] [F = ——X —  ———G! — 
- 3711111,4*1010],2r1017, 3*[1113,37[( 10113, 3*[ 111], mj 101]. 
2 Frae 3°|111]H 1 Tolo] ; t | | 
M E BO 3- 111],3*[111],4-71 100 011],4*T100],3*[ 111 
` Drang 2[011 A sunl" [ Js [ 1], l 1]; mI ls I ]， *[ l> 
A Tor CIOL], STT, ST TTI 1, 4-[910] ,和 [010],m[l01]， sii; 
4 Fitos HI 01]1H 3*[111j 
V aun [rumanan i 10,3010, 8083, sau], 
3 Vtoin art IL 4-1160] 1,2[0112, 4* 100], $ [121] Parli ant jm ] 
6 i tot] 20110 2 2[110],20100],2(0103,2(110],4*[001],47[001],1, m[001] 


表 10-1 中 只 列 出 了 每 个 陪 集 的 基本 对 称 操作 ， 它 们 与 Pémm HJ3FISERBJ3E SUA E 
整个 院 华 。 观 察 表 10-1 F] ML, BE Vien D Viu 的 界面 由 第 5 号 陪 集 表征 ， 其 内 的 弹 作 
冰 ) 逆 朱 作 全 在 该 陪 集 内 ， 按 照 定 理 2, 畴 Vien 与 Vien DREAS RE, MRAM F T 
了 晨 , 因 为 这 两 种 财 中 Ti 离子 的 位 移 方 向 怡 相反 ， 

关于 不 同 暑 之 间 的 变换 关系 式 (10-13), 最 好 能 用 不 同 障 集 内 和 的 对 称 操 作 之 则 的 变换 
关系 来 表述 ,以 使 判断 得 更 为 确切 。 这 是 可 能 的 , 见 下 列 定 理 ; 

定理 3 à ER H 内 的 某 个 操作 ChE H), SG 对 群 H 的 陪 集 最 开 式 为 


G= H c pH t- +p H Lt: + pH (10-9) 
则 下 列 三 个 命题 是 互相 和 村 价 的 : 
(1) 4188 V, 变换 成 Vi. BD 
AV, WEN Ve H») (10 32 


(2) k 把 第 让 个 陪 集 内 的 菜 一 操作 pih TRE: ES SET SRE phi, DD 
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Ap, h Dh ! = phy Ch; € H) (10-132 

(3) 友 把 第 个 陪 集 变换 成 第 1 个 陪 集 , 且 

h(p HD) = p H f (10715) 

先 证 明 由 条 件 人 4) 可 得 条 件 {2)， 

Bia CIO-13) 

V, = hV I, = hpi V — hpp V, 
BD Àp.p,' BS V, 的 对 称 群 Hi 一 pHpr 内 的 共 操 作 : 
hpipr' 一 pih pr 
内 此 有 
h(p,h;)h ^ = (hpupi )pihh ^ es phy hh 
= ph; Chr € H) 

Ri EHA h o PCI) ERG). 

HIxXC10714 8 HEB A 必然 会 把 第 不 个 陪 集 内 的 任 一 操作 ph; FREERIDE 
*: 

hp, hi) h^ = Cph hhh hih — TE 
= phy € p iH 
式 中 
hy = hhh hh 
当 由 式 C10-14) 确 定 了 hsh 和 A ZA, Ae 与 Ay —— 3B. A 8328 & ESE N RJ EJ 
的 操作 (b 不 同 ) 变 换 成 第 1 BERE PAID TRI W 不同 )。 即 有 式 (10-15). 

企 式 (10-15) 成 立时 ,显然 第 个 与 第 /个 陪 集 内 属于 群 G oppene 
作 的 个 数 相同 ， 

由 条 人 性 (3) 显 然 可 得 条 件 (2)， 最 后 内 需 证 明 由 条 人 忻 (2) 可 得 条 件 O). HA (10714) 
可 得 | 
hp, = Pih hh ' e p H 

ux 
V i= (hpi)V, — AH, 

fa hal: S B Lp n] JA Hi ABS 3E 388 156 38 ELE BER 25 E IP 

任 选 一 种 变 体 作为 VV， 求 出 其 对 称 群 于 .把 对 称 性 较 高 的 相 的 对 称 群 G 对 其 子 群 
H Hor. BAs TRR Jum H 外 的 其 余 第 2,，3,…, 号 陪 集 就 分 别 表征 变 体 
(TI ER JV, 与 变 体 V, ZERI A DI Inslu, Wës TIT 它们 是 所 有 可 能 的 畴 壁 类 型 ， 其 
t NB m c 一 2;3,"* së DASR s — 1 种 界面 之 一 等 价 ， 

青 观 察 不 同 陪 集 内 是 否 有 互 为 逆 操 作 的 对 称 操 作 ， 不 同 陪 集 内 属于 同一 共 白 类 的 操 
全 的 个 至 起 人 百 相同 。 者 答案 都 是 否定 的 ， 则 必定 为 不 同类 型 的 畴 壁 。 若 第 不 个 陪 集 内 其 
Séit (FESTEN Sr, WRR Ja 与 ji 等 价 。 若 茶几 个 陪 集 中 包含 
阁 相 辣 个 数 的 属 同一 共 胃 类 的 操作 ,就 从 中 任 选 一 个 操作 ,尝试 用 群 H 中 的 对 称 操 作对 
所 进行 杰 换 ,能 把 它 变换 到 于 几 个 陪 集 ， 这 些 陪 集 所 代表 的 畴 壁 就 是 同类 型 的 ， 藻 群 H 
中 的 任何 操作 都 不 能 把 第 和 第 1 两 个 陪 集 内 的 操作 互相 变换 ， 且 第 上 个 陪 集 内 任 一 井 
TERIB RIERA ER 了 个 陪 集 内 则 这 两 个 联 集 找 表 的 畴 壁 不 同类 型 ， 
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(DES BaTiO, 中 G = Pm3m,H = PAmm Xj, G H H RFK 67 DERI AE 
村 称 损 作出 列 于 表 10-1。 畏 壁 类 型 最 多 有 5 种 ， 分 别 由 表 中 第 2,3,4,5, 6 SARR. 
长 察 表 10-1 可 见 ,第 2 SERRE A 37 [111155 EK GEMA KEE 
BÉ fo U B. 等 价 ; 第 2 号 陪 集 内 的 3+[111] 与 第 3 号 陪 集 内 的 3 ULI] AA E, ii 
BIBE Jg Fg Ia 等 价 ; 第 3 号 陪 集 内 的 31[111] 与 第 4 号 障 集 内 的 [111] ARRIE, 
EGRE Da 5 D. Sin ABR PD. la 与 is 者 坪 相 等 价 , 为 正 交 贱 。 由 十 操作 
2. Tim 的 遂 操 作 是 它 自己 ， 第 6 号 陪 集 内 剩 下 的 两 操作 4+[001] 55 4 [001] X 20 EHE 
4 因 站 第 6 号 陪 集 内 的 元 不 可 能 是 其 它 陪 集 内 的 元 的 道 操 作 . 男 一 方面 ,第 2，3，4，5 5 
SE UN 3 — 7f od 1107. PRA 3611124 PR T 《111》, 一 个 26110), —f 461005, SST 4 
(1005, CITE uj SETS E IRE IS TERR RE, BO 6 号 陪 集 内 各 种 操作 的 小数 与 第 2 一 ? E BHÓE 
A.R Dh. 直 成 一 类 型 ,为 肥 平 行 畴 ， 

s Ex II la 与 Ir 的 等 价 性 还 可 用 另 一 方法 证 明 。 月 H = Pámm rH fJ gi YE 
4+[001] 可 使 m[101],mf011],m[101],mI[O11] 四 张 镜面 依次 变换 ， 因 而 使 第 2.3, 34,5 
攻 陪 集 内 的 四 个 相应 的 反映 操作 依次 变换 : 

(4+[001])(m11011X(4"10011) = m[011] 
(4*[001])(m[0111)(4-[001]) = m[101] 
(4*[001]9(m[1011)(47£001]) = m[011] 
(4*[0011)(mi011))(4- L0011) = m[101] 
故 分 别 包 含有 这 四 个 反映 操作 的 第 TEE EG UE A BS Bz LaS 
ps i 
请 读者 以 表 10-1 RAR BRE ur k C10-14) 55 (10-15) KEN GEAR EE 
Där 4+[001] 把 第 2 号 陪 集 内 的 某 元 (如 m[101]) 变换 成 第 3 号 陪 集 内 的 某 元 (m 
(011), 则 操作 4+f001] 就 会 把 整个 第 2 号 陪 集 变 换 成 第 3 号 陪 集 。 而 且 ， 能 把 某 一 陪 
竺 变换 成 另 一 陪 集 的 属于 和 群 所 的 操作 也 不 一 定 是 唯一 的 , 除 4 [0011 之 外 ,操作 mLT10] 
也 可 把 第 2 号 陪 集 变换 成 第 3 号 陪 集 ， 


10-4-4 &lhshERIDERBU AG 


如 上 记述 ， 高 对 称 性 相 的 对 称 群 G 对 低 对 称 性 相 某 变 体 P 的 对 称 群 HOHCG) 
的 陪 集 履 开 式 (10-9) 中 ,第 了 个 陪 集 G m 2.3, 0 内 的 性 一 对 称 操作 都 可 描述 V: BS 
与 Vi ERAB Due Insist ttal X& s 一 1 种 贱 壁 就 代表 着 :种 贱 间 所 有 可 能 的 财 
ww, RITAR ; 个 陪 集 内 的 任 一 对 称 操作 描述 卫 壁 ly. 当 一 个 陪 集 内 的 对 称 操 
位 种 类 不 相同 时 ，Guymond 等 %3 建 议 按 下 列 原则 选 尽 可 能 简单 的 操作 来 增 述 晓 壁 的 类 


TE 


(1) 若 陪 集中 有 纯 平 移 操作 ， DER ES BCE HB), U ht RE Bic. 
(2) JESUS BOERE BRE EDI I GARE s ROUES ROG REES, 
ic REESE bie, at E PUE EU EE RERAN E: 
1 ,m,2,3,4,4,6,3,6 
JE JB T HEKA EDE ZS mho Hl m RRO 2 i IER, 
(3) AREA EIU AUGUE, PARETE C RU AUR, 
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dc gr F 2] Dr (ap PE RE: 
dsb nad yl s313 33,4454, 44433,6140, 464,6, 6, 

Eb € 35 r1 ARS BS RE one 

(0) a£ H E G agg 3S EBERT RESEEZOEREBS. ES 在 这 种 情况 下 
WU G 的 平移 操作 不 在 其 子 群 H 内 ,因而 必 在 基 陪 集 内 ， 

(2) ”如 果子 群 H 的 点 群 比 G 的 点 群 的 阶 数 低 , 则 必 存 在 取向 畴 或 平移 李 晶 而 不 
吓 能 全 起 平移 畴 。 在 这 种 情况 下 , 如 果 G 中 不 属于 H 的 操作 有 点 式 操作 , 则 必 夺 在 取 
mS | 
(3) më H 是 G 的 向 平 称 子 群 , 且 G 的 基本 操作 中 不 属于 H 的 操作 全 部 是 
AARRE MARERE. EAn: wE G EARDER, HSG mr 
平移 子 寿 , 则 全 部 是 取向 畴 。 另 一 特例 是 ， 如 果 G 是 中 心 对 称 的 空间 群 ， 吾 不 是 中 心 
过 称 的 ,下 如 在 心中 的 指数 为 2, 则 仅 有 一 种 任 反 李 晶 . 


:10-5 “空间 群 的 母子 群 关系 与 蝴 结 构 


在 $10-2 与 $10-3 有 关 相 变 的 母子 群 关 系 的 讨论 中 , 虽然 用 了 空间 群 的 丑 念 ,但 主 妾 
泪 分 别 从 平移 群 和 点 群 的 角度 进行 分 析 的 四。 这 显然 是 不 完全 的 ， 本 市 将 从 空间 群 的 尼 
Gët ir EE, DA Hr, 
4 G Rose PESATIBR S RISE. CFB THE T. $ HCG 是 对 称 性 低 的 
己 的 空间 群 , 它 的 平移 耶 群 是 U 现 分 三 种 情况 讨论 群 G 对 其 子 群 H 的 陪 集 展开 . 
(0 H k G HARAT, "SES (UCT). 例如 前 面 已 讲 过 的 
PmimC F mim. 还 有 第 八 童 讲 过 的 Pba2C Cmm2, Pma2C Cmm2, Cec2(e' = 2e)c 
Cmm2, Cmm2(b' = 3b)C Cmm2, 在 这 种 情况 下 ,首先 作出 平移 群 T 对 如 的 陪 集 展 
Tee OU tÜ kb (Er VU (10-16a) 
GG E U # T 中 的 指数 ), 取 展开 式 (107162). 中 各 陪 集 的 代表 元 作为 群 G HATE 
H 陪 集 版 开 的 代表 元 : 
G= H+H + n Ot oH (10- 16b) 
He 10-4-4 节 所 述 财 壁 类 型 描述 的 原则 , X 8 P. TS He RE 2 ROSE REB CRCTRIBS A. 


Plin G 一 Fm3m 的 无 序 Aucu 有 序 化 后 的 空间 群 H = Pm3m n = (+, 


Lao) n m (L0, P) = (1.1) 是 G 的 平移 群 T 中 的 对 称 操作 ， 但 不 是 H 


TREE U 中 的 对 称 操作 ,因此 有 陪 集 展开 如 下 : 
G- H + (1,z)H EAR ATC + (i,t) H 
IE TU RUBER. URBE FRE RE. BIZARRE TA motots, TE H = Pm3m in 
的 操作 3* [111148 r, 变换 成 m, 把 z, 变换 成 cus PE 10-4-3 > 这 三 种 扩 相 畴 界面 
是 同一 可 类 型 内 ， 
另 :一个 例子 是 包含 消 移 反映 的 群 H—Pbem, CE G—Cmmm(65) 的 具有 相 可 惯用 


e Lt? 


晤 腹 的 好 大 不 同 构 同 晶 类 子 群 ， 由 国际 晶体 学 表 A Sim, G= Cmmm 的 基 太 
Ari (051.(Q)2[0011,63)2[010], (4)2[100], C521, C6)mE0011, CTOm[ 012, 


C#m[100] ， 它们 各 自 与 C 心 平移 (+40) 组 合 又 得 另外 八 个 对 称 操作 ,依次 是 :C1 
(sse 0); (2 Y(219011, = 2: 0), GD (2 [010], L0), (4) (21001, 3-30 0), (5) 


(ble). (6 Y(nt0011, SE CrX(ato101, ile, (at, llo) 它 的 


[c Ba 285 J” EE H — Pbam 中 保留 上 述 干 六 个 操作 中 的 一 半 ， RDC1 sy (25, (5), (6), (3, 
(49,070,080, Së, Cmmm 对 Phom PP SERT H 
G = H + iG)EGXSCOoExOG)IREGOOSQ)EG)«IUIG»H 
大 括号 内 的 每 个 元 都 可 作为 陪 集 的 代表 元 ， 用 来 描述 两 燃 畴 之 问 的 关系 。 我 们 醋 可 说 畴 
YERE) BI (243.0) ERREECHT DIER GO. (2. 
(8), 32. (4), (27) 描述 的 取向 畏 界 或 用 操作 (6 ) 描 述 的 平移 挛 唱 界面 。 其 中 最 简单 的 是 
KG, 
2 2 


(2) H E G 的 同 平移 子 群 : U = T, 但 五 的 点 群 的 阶 低 于 G 的 点 群 的 阶 . 
例如 71ptp2C74d《【《 两 个 体 心 单 胞 大 小 相同 )， 这 种 情况 下 G 对 H 的 陪 集 展开 是 
G= H+zaH-+ zH - t gH (10-17) 
(s RH G 中 的 指数 )。 gj 二 (Wj,wi) R G 中 不 属于 其 它 陪 集 的 某 个 操作 ， 或 
是 点 式 操作 (w 一 0), BR ALUR DE WE FCRE ES IS BUR jJ SEXEDIDE RE, 
EIAI PámmCPmim,R3m-Pmim 显然 属于 这 种 情况 ， 现 举 一 个 on 是 滑 移 
反映 或 赐 话 旋转 这 样 的 操 修 的 例子 ;如 P222C Prem, OD Di BI GES A E, Peem € 


八 个 基本 对 称 铝 作 ; (1)1,《2)2[001], G (2001015007), C(201001,007-), G)1, (6 


wel 001] ,7) (e10101,002-),C8)( «t1001 00). P222 是 Pcem 的 一 个 指数 为 2 的 同 


X38 -3- EE, DR E 90CI)— CA) S dE OSEE E, DN, ARA PIG, — Rh EE, Wës 
(5)—(8) & E A MEE FREUE f] — F fI DU EISE E ER CI, CE SS (Qm [00115 EES EA 
(e[010] 或 e[100]). 


一 个 例子 是 PI2,/mlCPnama, Pama ATER RIE: (1)1，(2) (2 [001], 
Lo Ly (zlom, +o), SCH [100]， Lil, GO, CO(stoo13, 30. ), (7) 


(mto101,0 0), co (at1001, LL. PI2,/m1 是 Pnma 的 一 -个 指数 为 2 的 同 平 移 
子 和 群 ,保留 第 (1),(3),《5),(7) 号 对 称 操作 ， 因而 只 有 一 种 酷 壁 ,可 用 (2 (4). (6) CO EH 
个 井 作 1 的 任意 一 个 来 描述 ， 在 这 种 情况 下 ， 陪 党 的 这 四 个 代表 操作 都 有 不 可 约 的 平移 
分 是 ,部 厅 是 单纯 的 点 操作 ,而 是 滑 移 反映 或 螺旋 旋转 ， 这 些 对 称 操 作 描 述 的 畴 壁 叫 平 移 
GË a D Pe. 
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Mëtt LT 人 


LE 


— n 


(3) H X G Wy BAADA ERR AAA. SURE DOBUEI T i 2, Tr 
P432 Edim, P112C Ima2, Pmmm C P6,| mmc, F, 
gi Kh 8-8-2 节 所 述 Hermann 定理 ,对 于 空间 群 G 的 每 一 个 子 群 H, iR 
汐 点 群 和 平移 群 部 木 相同 ,总 存在 着 一 个 空间 群 M.GOMOH. 一 方面 M E G s; ` 
JEBTE m—3;m H 又 是 M 的 同 晶 类 子 群 。 因 此 ， 按 式 (10-17)，G YHTE 
M 沉 集 展开 的 形式 为 
G = M + z,M. + 5M + e eM 
市 M ARTS H 陪 集 展开 的 形式 按 式 410-16) 昭 是 
M = H+(1,r)H + (1,r)H Zeck (lr NH 
AH. G 对 其 子 群 H 障 集 展开 的 形式 是 | 
一 [H+ O0 DH + G,r) Ho --- + sc, 0H] 
+alH + (1,r)əH + (1,r,)H + ..- + (rn 
E DEE 
te [H +t OH + ODHA] (0-18) 
式 (10-18) 中 的 陪 集 (1,2) H. REFERE) eH = (W;w)H 及 eiis 
-(W,Wir, + IT tB CBS mores. 
ih G= Imal, H = P112, PÑ AR BEL dE. rss a ERE A SUME) Ima? 
有 个 指数 为 2 的 最 大 同 平移 子 群 【112， — Ima2 的 下 列 基本 操作 : 101, Q3 


[0011, (1^) (1... i) aa ioo, Li L). 失去 的 另 四 个 基本 操作 都 可 作为 陪 集 


YRR BIE: (3)(a[010]， Lyo), ia aN, Goo(eto101,03-3.), c 


inL100] 01 ). 在 这 情况 下 的 陪 集 展开 式 (10-17) 是 


Ima? == 1112 十 (3) 或 (4) 或 (G3) 或 (4)11112 
显然 H = P112 是 1112 的 最 大 同 晶 类 子 群 ,指数 为 2, 失 去 了 1112 中 的 (1 即 体 心平 
pd lU 和 (2 7 两 操作 * 陪 集 展 开 式 (10-16) 是 
1112 = P112 + 160106 (2 P112 
把 它 代 人 上 式 可 得 G 对 H 的 陪 集 展 开 式 410-18J) 为 
Imal = P112 + (17) i (2) P112 
| + £63) ER (4) P112 + (3) 8, (4) ) P112 


oi 1 Jt ui, SARE, Cl EU d aos potens, COR m 1001 : ER 


SUREERSER..G OBI (cto10], EH SCROGEREGE BERE, 3X DU Ima 经 过 1112 


ei P112 的 最 大 子 群 链 见 图 10-14。 按 文献 [11] 和 [12]， 图 中 符号 + 和 是 分 别 代 委 不 同 
构 壬 上 问 平 移 和 问 最 类 于 群 ， 其 后 的 数字 表示 子 群 在 母 群 中 的 指数 。 必 权时 还 给 出 于 烙 马 
母 群 的 单 胞 基 矢 之 间 的 关系 , 见 图 10-15 中 的 例子 . 

以 下 从 空间 群 的 母子 群 关系 更 严格 地 讨论 有 序 NisMo HERJE S FJ, 

无 字 NüMo 是 典型 的 六 角 密 堆 结构 ， 等 径 刚 球 密 排 层 按 ABAB-.. BAER, GE 


= 315* 


9-5-3 fj, SSSIelëto P6 mmc, 有 序 P6, mm e (No, 194) 
Ni,Mo 的 结构 如 图 10-5 所 示 . 按 89-2 的 d 
JE, ARH BRE Pmma(59). P6, a = bpb = » 十 but cu 


Pmmc(Cmem, No. 63) 
| Ké 


PmemiPmma,No. 51) 
| 


| de 
k2 A = MT = Cpt; = in, T b, 
P112 Dog at Nao- 59) 
图 10-14 muk 到 Pl12 RA TS 图 10-15 P6,/mmc 到 Pmma WJ T IG 
 *0-2 


2, f 83,]m | 


| š 
| | CHE: 失去 3 次 轴 ) 


— S ppe 


mmc(194) 的 扩展 HM 符号 为 He Pmmn(59) 的 完全 HM 符号 为 p 2, 
2,152, i m 


, Hia E N1,Mo 的 单 胞 基 天 OT, DÉI 与 无 序 N1;Mo Ej PR. Ded e < a, ,5, vi HJ 


— an 2b,, b, = cs, 6 = 2a, + b, (WK 10- -5), 可 知 两 者 的 空间 群 符号 中 各 世 
评 号 的 寺 谍 关系 见 表 00-2, 
AEH IL, AJF NisMo 绞 之 无 序 NisMe ,一 方面 失去 了 3 次 轴 , 使 6/m 变 成 了 2 m; 
FRERET 3/4 的 平移 ， 单 胞 变 天 到 无 序 相 的 4 倍 。 据 此 可 利用 国际 晶体 学 表 A 卷 
S ne Pós/mme 到 Pmma EKTE Emä 10-15， 然 后 就 中 
作出 P6,/mme 对 Pmmn 的 障 集 展开 如 下 : 
P6, mmc = 51 :101,1,09 M 1 + :1(0,1,0) £1 + 3* + 3-1Pmmm 
= II 4-:(1,0,0) + :£(0,1,0) + :(1,1,0) HL + 3* + 3 Pmmn 
= |] + ((1.0.0) + 2(0,1,0) + 1(1,1,0) 于 3+ 十 3 
+ (3*,100) + (37,110) + (3*,110) + (37,010) 
+ (3*,010) + (37,100) }Pmmn 
以 上 展开 式 中 平移 矢量 都 采用 P6. mmc 的 基 矢 .可 见 共 有 12 种 畴 ,最 多 有 11 RR, aN 
十 式 大 括号 内 除 爹 同 操作 ! 之 外 其 余 M» 个 操作 表示 的 畴 壁 . 这 11 种 贱 壁 又 分 成 队 大 类 . 
光一 类 是 平移 旺 , 贱 间 的 平移 量 为 v, = FCO, LA T, = 1(1,1,0) 4 0, 1010,0)， 见 
Ai 10-8, g2% Supp, GEBÉIT hen CC 也 图 10-7, WERK, n 
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述 陆 集 上 展开 忒 中 有 些 三 次 旋转 操作 需 与 平移 组 合 ， 但 这 些 平 移 方向 都 重 直 于 三 次 辊 ， 按 
$1-5 的 证 明 , 这 些 平移 只 改变 三 次 轴 的 位 置 ， 并 不 使 它们 变 成 三 次 噬 闹 轴 。 因 此 ， 有 学 
NiMo 中 不 存在 平移 这 晶 ， 


本 章 所 述 相 变 的 群 论 考虑 和 贱 结 构 的 空间 群 分 析 已 应 用 到 一 些 合金 on、 铁 电 性 :1 


扩 铁 电 性 和 铁 弹性 "7 的 研究 中 ， 鸽 计 今 后 将 会 有 更 广泛 的 应 用 ， 


习 B 


， 讨 论 (1) 无 序 A2 型 结构 至 有 序 B2 型 结构 和 《2) A2 型 至 有 序 L2, W (Heuser & EE Runn 


IHE BJ BET- TAA RENKAAN, 

2， 从 点 群 角度 讨论 BaTiO, 中 Pm3m—4mm2 及 Pmim—Rim 畸变 型 相 变 的 母子 群 关 系 、 财 类 型 数 
利 畸 壁 的 类型 ， | 

3. 比较 8-4-1 553 10-4- 1 "EBEBESERS RATER 2E S RRR E 75 HS BOIS FARE. 

14， 从 空间 府 骨 度 讨 论 P4.be—P4. ëng, 

5. 345 JA Fr FE RRITE AC PE A ETRE EE CR AuCu— F AuCul 相 变 的 母子 群 关系 和 
Rp seat , 

6. 人 以 空间 群 角 度 讨 论 商 温 型 SR (P622) PRAD a DA (P321) E GE E S K = £ 3: rH 
dg Zi. 

7, tn IS He NisMo 的 空间 群 并 从 空间 群 角度 讨论 NünMo AALBERS se 
构 . 

8. 室温 时 空间 群 为 Pm$m 的 SITIO. ERMA 78K 时 变 成 图 10-13(a) 所 示 四 方 结 构 ， 
C12 验证 图 10-13Ca) 所 示 结 构 的 空间 群 为 14/ mem; 
(2) 作出 Pm3m 到 I4/ mem t EA TEES; 
(3) 把 空间 群 Pmim 对 14/mem 展开 成 陪 集 ; 
(4) 讨论 SrTiO, 低温 相 中 可 能 的 畴 结构 。 
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第 十 一 草 SS E B 


以 上 讨论 的 10 种 平面 晶体 学 点 群 .417 种 平面 群 .32 种 晶体 学 点 群 和 230 种 空间 群 等 
Sie TA Go Et, 即 各 种 原子 在 晶 性 中 的 分 布 的 对 称 性 ， 1951 年 A. B. Uys- 
unos (A. V. Shubnikov) 发 表 了 关于 晶体 的 反对 称 作 的 工作 ， 系 统 地 推导 了 黑白 品 趟 
"EIER H. B. Beros CN. V. Belov) 等 进一步 推导 出 了 黑白 空间 群 ， 并 将 反对 称 
kE C U IS B CS WAR RE PU ME XE 29 dE] EERE, AERE ap UBER LESER 
KARLIE, Dp XT ARUEGOBIBESU EIS y ikan ta TE St ER KC 
Kiran, Ste pr UE EZE ch n Diop Ciper, ESRAR, A Semer 
各 右 关 专 落下 简单 介绍 彩色 群 的 基本 概念 和 推导 方法 . 


511-1. 彩色 对 称 性 的 基本 概念 及 实际 意义 


普通 对 称 性 只 研究 原子 分 布 的 对 称 性 ， 只 要 dE kh 操作 把 虹 体 的 几何 结构 (原子 的 分 
布 ) 变 欣 得 与 该 几何 结构 重合 ,就 认为 该 操作 是 晶体 的 对 称 操 作 。 但 实际 问题 中 可 能 有 这 
群 的 情况 :经 其 种 操作 变换 后 所 得 的 结构 较 之 变换 前 的 结构 ,就 原子 分 布 而 言 是 重合 的 ， 
但 可 能 电荷 反 号 ,或 自 旋 与 磁 窍 反 向 ,等 等 ， 考 虑 到 这 些 因 案 ,该 种 操作 本 身 就 不 再 是 该 
种 最 体 的 对 称 操 作 了 。 如 果 我 们 引 和 人 一个” 反 全 局 操作 ” p 它 不 改变 筷子 的 空间 位 置 ， 
只 改变 其 电荷 或 磁 抵 等 等 的 符号 ， 则 上 述 操 作 与 此 反 全 同 操 作 十 组 成 的 复合 操作 就 是 该 
喇 全 的 对 称 操作 ， 

图 11-1(a) 是 一 具有 点 对 称 性 4mm 的 平面 图 象 ， 共 有 八 个 对 称 操作 : 1,2[001]， 
2 个 41001], 247 m100》 和 2 个 mC1190), 11-1(b) 5 Lei ZIL, 
但 不 癌 的 区 域 上 共有 不 同 的 颜色 ， 若 考虑 颜色 , 则 它们 的 对 称 性 不 再 是 tmm, 对 图 11-1 
(b) Pra RE 4+[001] ,4 (001180 #4119》 都 不 是 对 称 操作 ， 但 操作 4+ [0011= 
p4001])，4-[001] 一 e(47(0011) 3 m'(110) — plm《110》》 则 是 对 称 操作 ， 此 处 


1521001192 个 4[091], 2 + 1,1,991],2 个 4[091]52 个 142/001], 2 个 4(001],2 + 
"molü05, 了 个 mcll0» mólb05,24- m'c1105, om Con: 2 + m <110> 
(a )4mm (b)4'mm' (€) dm oa 


图 11-1 KHA imma 及 由 它 引 伸 出 和 的 黑白 点 群 


六 是 交换 图 象 的 黑白 颜色 的 反 全 同 操作 。? 与 普通 对 称 操作 组 成 的 复合 操作 (符号 右上 
仙 攻 -- 扼 ?被 称 为 反对 称 课 作 。 包含 有 反对 称 操 作 的 群 叫做 黑白 群 或 殉 包 群 ， 企 图 11-1 


”3 


审 还 标 册 了 每 种 图 象 所 具有 的 对 称 操 作 和 黑白 总 群 的 符号 ， 

& 11-2 表示 正 尖 晶 石 型 CoALO, 结构 (空间 群 为 Oj-Fd3m) 中 Co AFATE) 
KIT, Co 位 于 氧 离子 组 成 的 四 面体 的 间 
Don 这 些 Co 分 成 两 组 , 一 组 位 于 图 中 立方 体 


的 损 点 和 面 心 处 , 男 一 组 位 于 (=) 及 相应 的 
重心 平移 后 的 位 置 。 岗 组 Co PREISEN IS 
反 ， 这 在 图 中 用 不 同 取 向 的 箭头 标 出 。 空 间 群 


Fd3m 的 HM 完全 符号 是 gs, 我 们 已 在 


9-1-2 节 中 讨论 了 具有 这 种 空 间 群 的 金刚 石 型 结 
TIE ER WE, 对 CoALO, 的 磁 结 构 而 言 ， 
4,6100», 44100》,，2《110) 以 及 1 等 操作 都 不 是 对 
Err. ， 而 应 改 成 相应 pi a rar, DH, Wills discs uin. nmt 
CoALO, 的 磁 结 构 用 黑白 空间 群 Zy—— Fd 3m Sri Sam 

黑白 群 不 但 可 用 来 描述 磁 矩 取 两 个 值 时 的 磁 结 构 , 还 可 用 来 描述 铁 电 结构 ( 带 正 电荷 
或 负电 荷 的 离子 ) 以 及 具有 规则 分 布 着 的 空 着 的 和 填充 了 的 多 面体 的 晶体 结构 。 REDE 
商 群 还 本 用 来 描述 薄膜 的 对 称 性 、 总 之 ,如 有 果 给 空间 群 中 每 一 点 加 上 一 个 “载荷 ” ,而 这 载 
荷 只 取 两 个 反 号 的 值 ( 比 如 说 十 1 与 一 1)， 就 可 用 白色 《十 1) 与 黑色 (一 1 来 描述 它 ， 

黑白 对 称 性 的 概念 可 以 进一步 推广 到 彩色 对 称 性 。 如 果 空 可 中 每 一 点 的 裁 倚 或 某 非 
几何 参数 不 只 取 两 个 值 ,而 可 以 取 3,4,6，… 个 值 ,我 们 就 得 到 3,4,6,… 色 对 称 性 。 例 如 ， 
噩 赴 就 可 以 不 仅 有 两 种 取向 ,也 可 以 有 更 多 的 取 疝 ,比如 说 十 1;0, 一 1, 等 等 此外， 彩色 
群 还 可 用 来 描述 晶体 中 缺陷 的 分 布 ,空间 调幅 结构 ”2 ,以 及 等 克 分 子 浓度 的 固 盗 体 的 有 这 
结构 外 。 例 如 ,对 于 由 克 分 子 浓 度 各 为 113 的 NaCl, KO 和 RbCl 构成 的 固 次 体 的 有 库 
结构 ,我 们 可 用 三 种 颜色 分 别 代表 NatK* 和 Rb* 这 三 种 性 质 相 近 的 离 于 ,用 三 色 空 间 


$ 11-2 ”推导 彩色 群 的 原理 和 方法 [2-4 


W G Steg, Keim inin 只 改变 客体 的 几何 位 置 ,不 改变 其 颜 
色 : 另 一 些 操作 ng tmu 则 不 但 改变 客体 的 几何 位 置 ， 而 且 还 改变 其 颜色 ， 这 
FERE e 是 由 gi 与 六 组 成 的 复合 操作 : 
gi" pigi C11-1) 
FELIP gx; RERI BLEEBIISSIERIRIE. p: dà A3 LZCPEDRHJOCXE Ph BB Gf AS EX AE L fof 
MARERE (CSO Su, HUE pp. UBGEBUDCLIBEBUS EB. 
EAS h iG 中 的 不 改变 第 一 种 颜色 的 对 称 操作 ， 它 们 把 某 第 一 种 颜色 的 客体 
《原子 团 ) 各 变换 成 另 一 位 置 的 仍 具 有 第 一 种 颜色 的 同类 客体 (原子 团 ) 488... AA, 与 Ant 
世 涉 会 改变 第 一 种 颜色 。 按 照 $3-3 关于 子 集合 是 和 次 为 群 的 检验 标准 , 群 G: 中 所 有 不 改 
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EA (DATS TS G: 的 一 个 子 群 H. ` 

iz og. Lët 台中 某 一 个 把 第 一 种 颜色 的 其 客体 变换 成 在 男 一 位 置 的 第 种 颜色 的 
问 科 次 体 的 对 称 操作 ,显然 联 集 =H 中 所 有 对 称 操 作 都 把 第 一 种 颜色 变 成 第 REEL, 
5 -上 方 曙 , 没 男 有 任 莹 的 把 第 一 种 颜色 变 成 第 种 颜色 的 对 称 操 作 大 ， 则 复合 操作 z TK 
必 操 常 一 可 颜色 仍 变 回 到 第 一 种 颜色 , BI go! = A, ARTS H 中 的 其 一 操作 ， 久 二 
k — gh, BD E 在 陪 集 gp W. 

NI, CG PETER E EE H 的 陪 集 : 

G= H+ gH + gH + -- + zH (11-2) 
各 第 i 个 陪 集 giH 内 就 包 售 着 群 G: teweeg pe ARRA SE OCT Er EN 
E 

出 53-3 所 述 陪 集 展开 定理 显 见 , HS G: 的 一 个 指数 为 5 的 子 群 , 

现在 让 我 们 探讨 ， 子 群 H 应 具备 何 种 性 质 ， 其 中 的 对 称 操作 有 才能 不 但 使 第 一 种 
Bue RE, MELEE ERE ét, E, | 

yrs 是 某 个 保持 第 :种 颜色 不 变 的 对 称 操作 , 则 复合 操作 gi + z: e haz Bu 
部 分 依次 把 第 一 种 颜色 变 成 第 i 种 颜色 (gi:)， 再 变 成 第 i 种 颜色 (g), 最 后 区 成 第 一 种 
me (Le, BUS Sai o'en EFE H 中 其 操作 À. 因此 号 一 及 下 有 
友之, 任 一 个 形 如 8 一 申 h. gt 的 操作 都 保持 第 ;i 种 颜色 不 变 , 因 为 它 的 三 个 组 成 部 
d Ons o: 种 颜色 变换 成 第 一 种 颜色 (en, 再 保持 为 第 一 种 颜色 (四 ,最 后 再 变 回 
XB TNR (Lei 综合 这 两 方面 可 知 ，8g 的 集合 (e — n6Hg 是 H BRET 
DS, 

Win Bn HR CG MURSETEEGAREREISET EERUIENUT BOSE, H 内 的 操作 
RAZER. AAR 5 内 的 操作 则 把 第 一 种 颜色 变 成 第 i 种 颜色 ， 

例如 ， 图 11-1(b)》 所 示 黑 白 点 群 GO? = 4mm 有 一 个 指数 为 2 BJ E Fie H — 
2mm， 它 的 四 个 对 称 榜 作 是 1,2[001],m[100] 和 m[010], 经 它们 变换 后 ， 图 11-1(b) 
racer $ GU ad H 展开 的 另 一 陪 集 (4*' [001], 471001], m'[1103, 
mL1101 中 的 任 一 操作 则 把 图 案 中 的 白色 区 变 到 黑色 区 或 把 黑色 区 变 到 白色 区 。 类 似 
WR i-i AREARE 4mm 的 不 变 子 群 是 点 群 4. 

下 面 这 要 进一步 探讨 : 当 陪 梨 gz 里 内 的 操作 把 第 一 种 颜色 变 成 了 第 i 种 颜色 时 ,这 
些 神 作 会 拒 第 /种 颜色 这 成 什么 颜色 ? 

H 3-3-5 35, SERA H 是 CG 的 不 变 子 群 时 ,， 群 G 对 其 子 群 H ROT OUA 
(11-2)) 所 得 s AEE giHGi = 1,2,3 的 集合 构成 一 个 群 ， 因此 , 对 任意 的 : 与 
G= 1,2, 不仅 可 以 ,也 只 能 够 找到 一 个 大 EROL- RE i 个 陪 集 与 第 i 个 
xi EIST BEER: 

(gH) gH) = =H (11-33) 

gH — (z HG; 'H) (1i-3b) 
X OCH-3b) 意味 着 第 PIRE 6H 中 的 操作 把 第 1 种 颜色 变 成 了 第 故 种 颜色 ， 因 为 式 
(11-3b) 等 号 右边 的 两 个 陪 集中 的 操作 依次 把 第 7 种 颜色 变换 成 第 一 种 颜色 Le WW), 
H SERE RRE CH). 


€ sls 


SR EEGEN ES XCH- 33) BB eH (cS CIT 28s 
2,5, 5 个 陪 集 , 即 令 Ee 1,2,-5, 则 陪 集 nH d ENEE E 
TIRE, ROAGE AE. 于 是 式 (11-3b) 意 味 着 障 集 gH 内 的 操作 把 第 0.2.0.5 
种 颜色 分 别 变 成 * Ama hite, B'I AES, AYAR GE 3) 

的 例子 涪 明 如 下 ， 
Hj 11-3(b》 表 示 由 三 种 闫 色 组 成 的 图 索 ， HAR GO 为 三 色 群 6 中 , 它 包 括 下列 对 

Wy BRE: 
GY = (69) = £1,06*[001]1)" ,(3*[0011) ,2[001], 

(3 [001]) ,(6 [001]) ) (1-4) 


/ NN 
VY 


1,6*[001 ],3*[ 001 ],2[ 001]; E ta C6+C001 Dr ,C3+7001}) »2[ 0013s 
3-[001],6-[0D1) ZEN (3j001])",(6 [001])' 
(a) Jh A PF 6 (b) 三 色 点 群 67 


图 14-3 PHAR o Rd S en i m e a ip 60 
具有 一 个 指数 为 3 的 不 变 子 群 H = {2}: 
H = {2} = 1£1,2j0011) 
IT H = (0) 中 的 操作 不 改变 图 11-3(b) 所 示 图案 中 的 任何 颜色 。 G (60) 对 
— {2} 展开 成 陪 集 得 
(69) = 121 + (3*10011)121 + (3 [001 2 21 = m 2(001]1 

+ 463* E0011) ,C6 [00117] + 163 [001]57,(6* [0011577] (11-5) 
ERSTER ADRA CAE CE ag, 第 二 个 陪 集 内 的 操作 改变 颜色 的 顺序 为 17? 
-*3 一 1 ,第 三 个 障 集 内 的 操作 改变 颜色 的 顺序 基 19392 1, 

以 上 证 明了 ,和 任 一 个 : 色 群 CG 有 一 个 由 不 改变 颜色 的 对 称 操 作 组 成 的 指数 为 s 的 
fit H, Gë H 展开 [网 式 (11-2)] 所 得 第 i 个 陪 集 zH 由 G: 中 把 第 一 种 颜色 实 
MADE / 种 颜色 的 对 称 操作 组 成 如 果 CG HX zH) = zH, ABRE gH 还 把 第 ; 种 
Be ed k A TE EN, 

HFM, RACORE D E BRA SR k aE TL fa fir EUN ERR p， 本 身 不 是 彩色 群 

G: Doc, B 3 REUS os REI SR ERR ER ,这样 我 们 可 以 仿照 4-3-2 + 

的 方法 证 明 彩 色 群 与 一 个 普通 的 单 色 群 G 同 构 , 群 G 中 的 对 称 操 作出 把 彩色 群 G 中 

RS ERR ERU AE SR ROUTE Cp) 去 挤 后 剩 下 的 仅 变换 见 何 位 置 的 普 薄 对称 操作 组 成 : 

G = H + =H + s H Lt #, H 8 (11-6) 

(11-5) 与 C11-2) 的 不 同 处 仪 在 于 各 陪 集 的 代表 元 ,; 式 (11-2) 中 是 gi— sig. BA 
变 颜 色 的 p, 与 侈 改变 几何 位 置 的 z 两 部 分 组 成 ,在 式 C11- 人 中 则 是 g. 

例如 : 当 G = 4mm 或 4mm 时 ,与 之 同 构 的 是 G = 14mmj; 5 G= ei (Jl 
式 (11 -1H ,与 之 同 构 的 群 是 G = (6), UWE 11-3(2). 
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据 此 可 得 推导 s 色 群 的 方法 ;依次 研究 每 一 个 普通 群 G, 找 出 其 指数 为 * 的 不 变 子 
o H W G 展开 成 H 的 陪 集 式 (11-6)， 然 后 把 陪 集 的 代表 操作 gif — 2.3.9000 
Xt HERB u Be s EA SRIE g; 
| gi — DÉI 
式 中 入 是 不 变换 几何 位 置 , 仅 把 第 一 种 颜色 变换 成 第 ;种 颜色 的 操作 。 这 样 就 得 到 了 二 
G näm s GE G; 
G: — H + #H + gH + --- + gH 
= H + peH + peH + --- + peH (11-7) 


511-3. HEPEm ASIA RETAIS 


如 果 暂 不 震 叫 三 色 以 上 的 群 ， 就 可 以 按 颜色 把 晶体 中 的 对 称 群 分 成 三 类 。 以 平面 点 
群 为 例 ， 第 一 类 是 普通 的 单 色 点 群 即 82-1 讨论 的 十 种 平面 点 群 ; 第 二 类 是 灰色 平面 点 
群 ,也 有 十 种 ; 见 11-3-2 节 ; 第 三 类 是 黑白 平面 点 群 ， 有 十 一 种 , 见 11-3-1 节 。 文献 中 通 
常 把 这 三 类 共 31 个 平面 点 群 一 起 称 为 DlyOwmon (Fd ESL RD BUR BE, MHARR 
电子 衍射 研究 薄 量 体 的 对 称 性 时 ,可 将 薄 晶 体 区 分 成 31 个 衍射 群 ， 我 们 称 之 为 会 聚 柬 电 
PENE ,它们 恰 对 应 于 这 31 个 平面 点 群 , 详 见 11-3-3 节 。 


11-3-1 黑白 平面 点 群 


Ë 11-1 列 出 了 由 表 2-1 所 载 10 种 普通 平面 点 焙 推导 黑白 (两 色 ) 平 面 点 群 的 过 可， 
首先 找 出 每 个 普通 平面 点 群 G 的 所 有 指数 为 2 的 子 群 H. o dide 53-3 可 知 ， 它 们 者 是 
RETH. ZE 10 种 普通 平面 点 群 中 ,点 群 1 与 3 没有 指数 为 2 的 子 群 ;而 点 群 2mm,4mm 
和 6mm 出 各 有 两 个 指数 为 2 的 子 群 ， 把 群 G 中 不 属于 Hait 都 换 成 反对 称 
操作 pg = 8 (此 处 表示 交换 黑 与 白 两 种 额 色 的 反 全 同 操作 ) ,就 得 到 了 和 表 11-1 di ES 
栏 所 列 的 11 种 黑白 平面 后 群 ， 

A 11-4 示 出 了 11 个 黑白 平面 点 群 。 对 于 每 一 个 黑白 平面 点 群 ， 左 图 中 给 出 等 效 点 
的 配置 , 右 图 给 出 对 称 元 素 的 配置 ， 在 左 图 中 ,空心 圆 图 舟 黑 圆 点 分 别 表示 白色 和 秋色 的 
安 体 。 在 右 图 中 ,= 次 反 轴 (黑白 轴 ) 用 室 心 的 正 # 边 形 表 示 , 反 镜面 (黑白 镜面 ) 则 用 带 有 
得 横 线 的 直线 表示 。 


11-3-2 灰色 平面 点 群 


在 普通 的 单 色 平 面 点 群 G 中 ,不 存在 改变 颜色 的 操作 ;在 黑白 平面 点 群 中 ， 也 不 存 
在 单纯 改变 颜色 而 不 改变 几何 位 置 的 操作 p。 黑白 群 GO 中 有 一 半 对 称 操作 是 改变 几 
i 位置 的 操作 e 与 改变 颜色 的 操作 ?的 乘积 ,这 里 Al (CARP) 另 一 半 对 称 操 
证 Ar 则 是 仪 改变 几何 位 置 的 操作 ， 而且 Arce pr, 在 灰色 群 C IP RÜBESL ACE BUR 
杰 额 色 而 不 改变 几何 位 置 的 操作 p, 也 包含 仅 改 变 几 何 位 置 的 操作 Aur H, KERE 
pG JEX 

G = H + pH = (1 + p) x H (11-85 
Qu H 是 由 仅 改 变 几 何 位 置 的 操作 构成 的 普通 的 群 ,P 是 仅 改变 黑白 颜色 的 操作 VES 
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仪 攻 变 几 何 位 置 的 操作 Ae H use vA nE Sp: D, 22 3-4-1 
Bo sj G 表示 为 群 (0. p) 与 普通 群 H 的 外 直 积 ， 

首 遂 群 描述 具有 一 种 颜色 的 客体 ;s 色 群 描写 的 客体 分 成 :部 分 ,每 一 部 分 各 具有 一 
种 故人 包 ; 泵 色 群 描述 的 对 象 在 政变 颜色 (用 操作 8 作用 ) 之 后 仍 复 原 , 即 颜色 不 变 ， 因 市 没 
f BE, 
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训 11-1 有 黑白 平面 点 群 的 推导 


指数 汐 2 的 子 群 


5E A E 


Amm mI É 
EEIE E09) EE AGB 
名 称 对 称 操 作 
1 1 fü 
1 1 P 
| 3 142 Zomm 
m La Pe 2'mm 
3 134,37 3m' 
2 1.2 4 
m 4 Ltt, 4g Am! e 
2mm 152, m[ 100 |, m[010 | 4mm 
i | 6 
— 1.6*,67,3*,37,2 DS 


143*,3- ,m[ 108], mf 110], 
010] 


EILER H 为 十 种 普通 平面 点 群 之 一 ， 就 可 得 到 共 十 种 灰色 平面 点 群 ， 
所 阴 为 相 点 的 普通 平面 点 群 的 阶 的 2 fE, 


11-3-3 会 聚 束 电子 衍射 群 


寻 和 党 电子 衍射 是 以 近乎 平行 的 电子 束 射 人 斌 样 ， 其 透射 束 与 衍射 东 在 衍射 图 上 分 别 
届 惧 透射 庶 点 与 衍射 三 点 ;而 会 聚 东 电 子 衍 射 则 是 以 足够 大 会 聚 角 的 电子 束 射 到 试 样 上 ， 
此 透射 束 和 衍射 束 分 别 扩展 成 瘟 , 盘 内 还 在 一 定 的 强度 分 布 , 从 而 可 提供 更 多 的 信息 ， 有 有 
小 会诊 上 虫子 衍射 的 基本 知识 见 参考 文献 [161 和 [17]. 

利用 会 聚 束 电 子 衍 射 图 的 对 称 性 可 以 列 定 平行 于 人 射 东 方向 的 下 列 对 称 元 素 : = Q 
gb (n —1,2,3,4,6) WEHE m, (PITTA HRADE) WAAAH a ER 
并 | 以 满足 Bragg 条 件 的 方向 人 射 , 由 会 聚 束 电 子 衍射 图 还 可 测定 下 列 对 称 元 素 : KER 
入 -下 《到 垂直 于 人 射 束 的 镜面 ), 倒 反 中 心 工 ,水 平 二 次 轴 2 LEI SEET A ai pm e 
点 太平 行 十 人 人 射 束 的 车 轴 ， 以 上 这 些 对 称 元 素 示 意 地 绘 人 图 11-5 中 ， 现 在 我 们 榨 洁 ,与 
六 此 对 称 : 乞 索 相 联系 的 对 称 操作 以 及 它们 组 成 的 复合 操作 能 构成 什么 尽 的 对 称 群 . 

倒 各 染 作 了 、 水 平 2 次 旋转 24、 以 及 对 水 平 镜面 的 反映 m, 这 三 者 中 仪 一 种 是 独立 
ac , 先 余 了 内 者 部 可 些 示 为 它 与 普通 的 平面 点 对 称 操作 (s 和 mu) 的 复合 操作 。 例 如 1— 
). md, 此 外 ,入 一 本- m. 因此 ,会 案 束 电 于 衍射 所 能 测定 的 点 式 操 
征战 是 普通 的 二 维 点 式 操作 、 水 乎 镜面 反 且 m, 以 及 它们 组 成 的 复合 操作 。 春 所 m, PR 
伟 当 作 是 改变 颜色 的 反 全 同 操作 p。 我 们 就 可 把 会 聚 束 电子 衍射 群 分 成 下 列 三 类 ; 

(1) 单 色 点 群 : 只 含有 普通 的 平面 点 对 称 操 作 ,不合 任何 改变 颜色 的 操作 ma, OX TE 
KORRE E 2-1 与 图 2-2 所 示 的 10 种 普通 平面 点 帮 ， 
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(2) 灰色 所 群 :薄膜 具有 水 平 镜面 ,或 者 说 ,经 改变 颜色 的 操作 各 作用 后 薄膜 污 栏 有 
EORR RA RS ES BIS GEET 
5,7). fk 10 种 普通 平面 点 群 分 别 加 
上 水 平 镜面 邑 得 所 有 可 能 的 灰色 点 m. 
Bl. 换 杀 话说， 其 色 点 群 G RE | 
ll.p = mi 与 普通 点 群 H 的 外 直 


8x 


iM: 7777777771 1 Yasqa 
e e a LU 
G = {1m} DH = H + s, H 
(11-8a) 图 ii-5 会 到 束 电 子 衍 射 能 测定 的 点 对 称 元 素 


25, In 种 灰色 平面 点 群 的 阶 分 别 是 相应 的 10 种 普通 平面 点 群 的 阶 的 两 倍 . 

(3) 黑白 点 群 ， 包 含有 普通 的 平面 点 对 称 操作 与 m, 组 成 的 复合 操作 , 也 就 是 旋转 
芭 且 s — S, (mia) 和 绕 水 平 2 次回 的 操作 2; (mum. BERBAR 
"EGER E m 本 身 。 这 就 是 与 10 种 普通 平面 点 群 同 构 移 11 种 黑白 平面 点 群 ， 见 表 
11-1 与 儿 11-4, 

以 上 三 类 总 共有 3 TAR HARRE TI T VETE AER RER [LI šN 
HECK EE EE E ET ST RT REESE 31 sh 
Ei 


511-4. RAPPEREN RA PERE '' 


TEZERA TRAE G 可 展开 战 它 的 平移 群 TO 是 G RET 

PODEJ E: | 
G = T 4 (W.,wDT + + (W,, wI (HIe8) 

A dg psa RETE (Wiw) 的 点 操作 部 分 W BJ SE er FIRE i US ra 

üt Gp: 
G; = {1,W;,W;, >, Wa} 

如 S11-2 记述, 黑 占 空间 群 G” 与 某 一 个 普通 空间 群 G AA. CHAT ERO 2 的 
了 样 是 公 东 的。 因此 ,为 要 推导 肚 白 空前 群 , 应 该 和 多亏 找 普 通 空 间 群 G 的 指数 为 2 的 子 
几 ， 为 此 ，… 方 面 蝎 找 出 点 群 Ge HERH 20T, BALLA (W, w.) 中 的 
一 米 变 碟 芭 对 称 操 作 ; 另 一 方面 还 页 找 出 平移 群 T 的 指数 为 2 的 子 群 , 让 一 半 的 平移 埋 
生变 成 瑟 平 移 又 改变 额 色 的 反对 称 操 作 ， 描 述 包 含有 上 芭 平 移 的 平移 群 的 战 阵 叫 黑白 局 
xS AB SER E A BE GR 8 REESE TELE ABE, HH yE S eO mE 53 56 e AB 
AU ERA E LSURB rte nj GERE Fa ZS BHEE, 

2 E FREE RE 3$ NET EE GE 

(1) WEE X3 Z IBIBS LR LBS EF AZ MIBUJ EAS VERA GN E mE p EE. BH 
每 各 颜色 的 点 阵 部 代表 上 述 平 移 群 的 指数 为 2 的 子 群 ， 它 由 不 改变 颜色 的 平移 操作 
组 成 ， 昼 此 ,自白 扣 阵 中 的 巡 所 阵 与 白 氮 阵 应 该 是 一 样 的 ,但 互相 错开 的 点 阵 。 

(2) 颗 基 不 局 的 下 中 所 之 间 的 位 天 代表 改变 颜色 的 平移 操作 ， 两 次 施 以 这 种 平移 谈 
AE F (C Ez Jy IIIA BARCHE ERA SERE ERE, INI, RUE AE P PESE XE SER rh 5, 
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(3) 正如 52-2 和 5-1-1 季 中 推导 单 色 点 阵 时 要 求 各 点 阵 具 有 相应 的 点 阵 点 群 的 六 
称 外 一 标 ,黑白 点 阵 也 应 该 具有 相应 的 点 阵 点 群 的 对 称 性 。 由 此 不 淮 证 明 , 黑 阵 点 只 能 位 


FEDERE tH LipC s fob SO TRI E P m BL d ali Lat li 


1—-— Ü, 
Se d cg S: 


vu ， 例 如 , 当 白 点 阵 在 C 面 的 中 心 有 阵 点 时 ， 即 阵 点 位 于 000, — 0 b, RS 11-6 


2 


EEN ° 2 
(a)， 黑 阵 点 不 能 位 于 SEA 处 [图 11-6 (b)j。 尽 管 这 是 两 个 白 阵 点 000 和 


PL 的 连 线 的 中 点 。 这 是 因为 ,由 52-2 0 5-1-1 r8] An ,凡是 C 面 有 心 时 ,C BL D S 
形 , 且 必 有 平行 于 C 面 茶楼 边 的 2 次 轴 , 比 如 说 沿 吾 方向 的 2 次 轴 ， 如 果 一 二 0 和 一 二 

处 有 黑 阵 点 ， 这 2 次 轴 就 要 求 在 二 0 和 一 一 0 处 也 有 黑 降 点 , 见 图 11-6(c)， 其 后 类 
是 黑 点 阵 变 成 了 以 a/2 和 b/2 与 白 点 阵 不 一 样 了 ， 这 与 
第 《1) 条 原则 相 违 背 。 或 者 证 白 点 阵 在 00 Ri 0— >0 处 也 补充 阵 点 [ 见 图 11-6(d)] 使 


之 与 黑 点 阵 一 样 ,这 时 就 应 取 a 一 af?， 5 = bi2 PTS AREE EUH a tr T Eis C 
的 中心 了。 


Fd 11-6 在 白 点 阵 的 L0 ARTEA REA 
(a)C 心 自 点 阵 及 沿 $ 397 
(Cb) 在 SA Lio 处 有 f 心 黑 点 阵 的 阵 点 ; 


(c) 2 次 轴 要 求 在 Zenn H 处 也 有 黑 阵 点 ; 
(d) 墨 阵 点 位 于 白 点 阵 鼠 面 中 心 ? 但 oz eiis —5/ 

根 泥 上 述 原则 可 推导 出 所 有 的 黑白 平面 点 阵 ， 黑 白 平 面 点 阵 总 共有 5 A, BARSE 
XH) pe BEES Po pe 和 e 以 及 正方 晶 系 的 pe DUE 11-7. p Xm b LR 
沪 的 中 点 与 顶点 颜色 相反 ，p% 表示 和 面 中 心 与 顶点 额 色 相反 ，e DECIDERE EO 
aj2 或 b[2 t9 c CREER REG HR. 
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挫 导 黑白 平面 群 的 步 又 是 : 

(1) 对 10 种 普通 平面 点 群 中 的 每 一 种 ,和 找 出 与 之 相 协 调 的 单 色 和 黑白 点 阵 以 及 与 此 
a BEES RAAE zs [RIERT, 

B 2.25 E mm 同 态 的 黑 日 平面 群 ( 二 维 空间 群 》 50H 5c BuU B 
Dh. D Papo, 与 此 点 群 同 态 的 单 色 的 空间 群 是 pmm p2mg, pgg, cmm Lë 
2-35, 

(2) 把 单 色 点 阵 与 黑白 点 群 组 合 。 方 法 是 把 每 个 单 色 空 间 群 中 的 生成 对 称 元 素 依次 
涉 成 湛 白 对 称 元 素 , 每 次 使 半数 对 称 操 作 变 成 改变 颜色 的 操作 ， 


广 ú 
= [| 


$i b AB JE BER 正方 品系 RAAR 
图 11-7 eekëcagé 

就 上 例 而 言 ， 由 音色 空间 群 p2mm 推导 出 了 bimm. p2m'm' H p2mg F5 
plm g, p2mg 和 plm'g, H p288 得 到 p2'gg 和 plge 由 e2mm 得 到 c2'mm K 
c2m m, 

(3) 把 黑白 点 阵 与 单 色 点 群 组 合 。 方 法 是 把 每 个 单 色 空 间 群 中 的 单 色 点 阵 依次 变 成 
良 上 应 的 各 黑白 点 阵 ， 当 黑白 点 阵 相 对 于 对 称 元 素 的 配置 有 两 种 不 等 价 的 取 风 时， 就 会 得 
则 多 一 倍 的 温 日 空间 群 . 

仍 就 点 群 2mm 的 例子 说 明 如 下 ， 

(1) 单 色 空间 群 p2mm, p2mg 和 p2gg PEA AR ERRARE po mE 
bomm, Pimg, pam 和 pes, 其 中 pme 的 镜面 严重 让 于 a DA, FRERE E 
i£Jji b, 而 pem 的 镜面 wm 则 惟 直 于 黑白 平 称 方向 b. 它们 的 差别 在 十 黑 日 总 阵 权 
SET mof g 两 对 称 元 系 的 取 问 不 同 ， 

(2) 音色 点 阵 变 成 黑白 点 阵 加 后 得 到 pmm, pemg 和 pgg. 

(3) 音色 点 | 血 变 成 碎 日 反 阵 vd 后 得 到 emm. 
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D EPRA RETS 10 种 单 色 平 面 点 群 同 态 的 黑白 平面 群 ,共有 46 Bh, FE S 28 VA 
厅 管 括 示 于 图 11-8。 以 上 作为 例子 推导 出 的 与 点 群 2mm 同 态 的 黑 斩 平面 群 就 是 钳 11- 
5 :的 第 14 E3 S Our 

必须 指 出 ,上 述 步 骤 (3) 中 把 黑白 点 阵 与 单 色 点 群 组 合 的 结果 ， 自 动 地 派生 出 了 黑白 
Jr, An EI e SECH d La SO SEH ës, (Get time, SS bi 10-8 ë L, 
E pmm REA m 4B|8] BI E e, S 4 m W| m' zess .因此 pmm=pg m 

"pnm = pgm, 

Xj ss MET ee ERE, BEIR 46 ETC AA 2-3 所 载 17 个 单位 于 
AAMERX 17 个 群 加 上 水平 镜 面 后 得 到 的 17 个 灰色 平 面 群 ， 总 共 加 超 来 是 站 入 平面 
H, AA FEB $13-3 将 变 讨 论 的 层 状 群 Gi, Goodman" ^" 取 近 详细 讨论 上 如何 用 电 
地 注射 测 定 它 们 并 进而 测定 量 体 的 三 维 空 间 群 . 


511-5 黑白 三 维 对 称 群 (1.4511 


以 上 两 节 以 二 维 群 为 例 说 明了 黑白 点 群 、 黑 白 点 阵 和 黑白 空间 群 的 基本 概念 和 推导 
Biz, Digitalen = ER ARES SUE SC SA PE AS BL ZSIRIRE. 

d 11-2 按 晶 系 分 类 列 出 了 32 个 普通 晶体 学 点 群 以 及 由 它们 推导 出 58 T H LAE 
PUE. BAAR Hermann-Mauguin 符号 用 右上 和 角 的 皂 表 示 访 对 称 元 素 是 黑 日 的 ， 


3 11-2 58 个 是 日 三 维 点 群 


ZS 通 点 ZS SS D vo Si 
L P Schoentlies | TAn SRR | P Nei 
LM v w gH 5 
二 24 C, 1 l 无 
C, I 2 GC (C) Í 
E 2 2 CC 
w. ei Cia "i 2 C (CA) | mI 
i e 2 [m 4 Cal) | 2m 
| CC) | rym 
Cu | zim 
i D, 222 4 D,CC,) | 123 
Lom imm | 4 Cast Lal | Im o 
和 Ce ! mm 
F o * D à D,4CD,) | w 
i5 m rm ti PRIME 
INGIN | — 
Dikla) "i er m 
—P 
A, 4 S.C) i 1 
ei f D, 8 D(C.) 32 
EN D.(D.) x i2 
| 8 C, CC.) i'm 
| 
| 


Calta) 


$ 11-2 D 


普 gy 点 x XB AF 
品系 E ups HIT 点 群 的 阶 数 Schoenflies o 
符 号 B. UN xu ue 
| Ca — 1 m 
| Ciy | mm 8 | Cul Gu) ir rm 
| x C alU) dons 
D, 42m 8 | D; 8.) | dom 
MO WIIIIIII EN, 
| 00 DON) | 1» 
D, Almngim | 16 : D, ACD) ám mm 
| | DA Le? A. en mm 
D, ,CD,4) 4 mmm 
x m | PT. 
j D,.(C,.) imm m 
C, j 3 无 | 
D, 32 ó DC 32 
Cas im 5 C ,,CO4) "m 
= # A, H 6 SCC) 3 
D. im 12 Dals) im 
Dat Cap) im 
Dat DA) im 
Ga 2 5 Cat 6 
m 6 ú C. CC.) d 
Die ám? 12 Da el C44) Gol 
Dalan) ü m4 
D, ACID, ú m 2 
D, "T 12 DC 62 
| DC) 6 
Gas A 12 C. CC.) 5 ' mn 
x 58 Coi 6 .m 
C, aC) 6 7m 
Cis Gmm 12 GE d ee bus om 
C. Coin) D mm 
Dig 6/mmm 24 | Da ma é" jmm m 
DAC D.A) 6'/mmm 
| ! D.,(D,) $jm m m 
l - D. (C...) Ó f ri mm 
| D, (Cay) 6/mmm 
T | 23 12 无 | 
T, m3 24 T (CT) m 3 
| T, 43m 24 TaT) | 4 Ae 
Y F | O 432 14 OCT) 43 
| O, mim 48 O, (O) m m 
O (Tu) m im 
O Ta) | "mim 


D schoerflies 符号 GCH) 中 的 G 是 与 这 个 黑白 点 群 同 构 的 普通 点 群 ， 百 ROG 和 
A EIERE ER SEET CO) GO) 和 TQ 都 没有 指数 为 2 的 


Li 129 = 


了 说 : 因 曾 无 相应 的 黑白 点 群 ， 有 有 坚 点 群 有 若干 个 指数 为 2 的 子 群 , 因 而 由 它 推 出 了 若干 
TRAA. Aih Coao(4mm) 的 两 个 子 群 COON 与 Comm) fEU T WA PE EL 
DI. CSQ(CQ) = 4 m. 81 Ce(CCuJ = mm, ZAR 11~]1, 

32 个 单 色 三 维 点 群 ,58 个 黑白 三 维 反 群 ， 如 上 32 个 兢 色 三 维 反 群 ;总共 是 122 个 三 
*& 11ly6aHKkoB 点 群 ， H，Grimmerf 把 这 122 个 三 维 HIy6ankoas 点 群 按 晶 系 与 生成 对 
柱 关 过 排 成 去 ,就 象 化 学 元 素 周 期 表 那 样 。 其 排列 方 落 略 不 同 于 本 书 附 录 3 汇 32 个 单 色 
占 余 绯 成 的 表 。 Grimmer 还 指出 哪些 点 群 与 哪些 电磁 性 相 容 . 

三 维 的 黑白 点 阵 共 22 个 。 由 14 个 单 色 点 阵 与 22 个 黑白 点 阵 推 导出 的 车 白 三 维 空 
ETE 1191 个 。 详 细 情 况 请 参看 文献 [11。230 个 单 色 空间 群 ,230 个 左 色 空间 群 ， 加 上 
1191 个 黑白 空间 群 ; 总 共 是 1651 个 【Liy6gaxos 空间 群 ， 

# 11-3 列 出 了 从 一 维 到 三 维 的 普通 对 称 群 , 单 色 、 灰 位 以 及 黑白 对 称 群 的 个 数 " 号 . 


k 11-3 各 种 单 色 .灰色 和 是 白 对 称 群 的 个 数 


对 称 群 的 个 数 
对 称 群 的 关 型 $ m | 


— T c À. — —————"—mí|—————— . ... | o———— Á— O9IÁ————————X || ——Ó—Á——— HÀ. 


1 
AF03 Z FE 2 " 5 10 
3 


$ 11-6  ZífnifU mts 


多 色 点 群 的 推导 比较 容易 。 按 511-2 Br Jj i, EH 32 个 晶体 学 点 群 中 所 有 指数 为 
s 的 不 变 子 群 , 就 可 得 到 和 色 晶 体 学 点 群 。 现 以 三 色 点 群 说 明 如 下 。 
X 11-4 三 色 点 群 的 推导 


普通 蝇 朱 学 点 群 指数 为 3 o ke TE a 招数 为 了 的 子 群 
mim does § ie 2 m (AETH) 
432 422 m ifm 
13r 42m 5 2 (Ts TF ÉE) 
m3 mmm (RETE) 32 2 
6/mmm mmm 6 m 【不 变 寺 群 ) 
23 222 (RETR) im m 
622 133. 3 1 (不 变 于 群 》 
m? min f 3 Oé EEN 
SE me: 2 


A 11-4 列 出 了 普通 晶体 学 点 群 的 全 部 指数 为 3 的 子 群 ， 其 中 只 有 7 个 是 不 变 子 群 ， 
因而 有 7 个 三 色 点 群 , 

目前 已 知 的 平面 彩色 群 与 三 维 彩色 群 的 个 数 分 别 列 于 表 11-5 与 表 11-6, 

第 十 章 所 述 相 变 的 母子 群 关系 和 团结 构 也 可 用 彩色 群 的 符号 描述 P* :9， 其 中 低 对 称 
性 相 的 任意 变 体 V. 的 对 称 群 就 是 彩色 群 C 中 不 改变 颜色 的 子 群 H WEE V # 
换 成 基 它 变 体 V. 的 操作 就 是 彩色 群 中 把 第 1 种 颜色 变换 成 第 ; 种 颜色 的 操作 、 即 式 
G-A 4 "RS gH. 

AKTE ANE Weg 


Ej f 数 彩色 平面 点 群 的 个 数 EREIN Ë 
: T | 46 
3 i 23 
4 4 56 
5 14 
6 3 a0 
了 | L5 
8 | 1 170 
9 40 
10 | 75 
11 13 
12 1 221 
13 16 
14 $2 
L5 34 

411-6 三 维 彩 色 群 的 个 次 "… 

S 名 数 彩色 点 群 数 彩色 空间 群 数 
l 32 230 
2 58 ! 1191 
3 7 419 
4 36 
6 17 
db 9 

12 i 
16 1 
24 5 
48 
E SS 


i. XEFEÉE 11-2 HDTVER GEAR CoALO, 中 的 Ce 原子 的 位 置 . 
(1) 下 出 其 空间 群 dm 的 基本 对 称 操作 ; 
(2) 指出 其 中 哪些 是 CoAl,0, 磁性 结构 的 对 称 操作 ; 
(35 指出 CoA1,0, 的 矿 性 空间 群 中 不 改变 磁 征 方向 的 对 称 操作 构成 的 子 群 : 
(45 PR CoAL,O, 的 磁性 空间 群 (黑白 空间 群 ) 中 的 全 部 对 称 操 作 ( 包 括 反 对 称 澡 作 ), e VIAE sz PE 


dE CU 


zi = rd So 的 含义 ，。 
2. j€ 511-2 Br pJ F ESE T EGET ABER GU. 

(1) BAROS 3 es E crie ua BE G 及 其 指数 为 3 DAETA H, EMG 与 H ugs 
£j MES 


(2) 把 € 展开 成 H ny. GU. BI) 全 ”中 各 操作 的 含 浆 : 
(3) 给 出 G^ 的 等 效 点 配置 图 . 
3. 按 第 2 题 的 方 靶 推 导 四 色 平 面 点 群 ， 
^. 说明: 
(1) 图 11-9 所 示 网 格 不 是 黑白 平面 点 除 ; 
(2) 冬 交 平面 晶 系 中 的 黑白 点 阵 p. 和 pe ERESSE Ps 
5。 终 出 poma 的 等 效 点 和 对 称 元 素 配置 图 : 指出 Pemë = sp 8 = png == 
bai 11-9 pr, 
6. HESSE 4mm [ase ESSE TREE, 
j. PROBE ABE DIC.) = 42 5 D.(D,) = 42 DES USD EROR ERE MAAAR Er 
Ps 22 Rl. 
8. dE o 个 八 色 三 维 点 群 。 
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第 十 二 章 ” 倒 钨 空间 的 对 称 性 
$12-1 änt KAS Gd 


倒 务 点 阵 和 倒 多 空间 的 概念 在 量 体 几 和 何 学 .晶体 结构 的 衍射 分 析 、 衍 射 物理 和 固体 知 
埋 中 启用 广泛 ， 本 书 §$5-3 以 及 其 安 许多 有 关 固 体 物理 学 、X 射线 分 析 中 和 电子 行 射 的 
节 糙 中 部 介绍 J 厂 天 倒 多 点 阵 的 基本 知识 ， 这 里 不 再 重复 ， 

对 于 尺 才 无 穷 大 的 完整 晶体 , 仅 当 衍射 矢量 s= k— hk SISI S. Rk, 是 人 
团 波 波 大 ,长 度 均 为 114) 指 着 及 i BE JBI, PHI d 

s= ha" + kb* 十 le" (12-1) 

时 ， 才 可 能 有 不 为 零 的 衍射 强度 ， 但 真实 晶体 的 大 小 都 是 有 限 的 , PEST RT 181 RAE 
多 为 清 品 体 ， 这 使 得 衍射 东 的 强度 分 布 有 一 定 的 角 范 围 , 衍射 矢量 s HAA a 
一 定 范 赎 内 时 仍 有 衍射 强度 。 另 一 方面 ， 唱 体内 部 还 会 有 各 种 各 匀 的 晶体 缺 哆 《不 完整 
T. RERNA s 指 着 倒 易 空间 中 任意 点 时 均 有 一 定 的 强度 ( 漫 散射 )， 为 了 摘 
述 这 一 事实 ,人 们 常常 给 倒 易 空 间 中 任 一 点 都 赋 与 一 定 的 值 、 例 如 ,对 完整 晶体 的 和 射线 
mëi, SR s 末端 所 在 的 倒 易 点 的 值 人 As》 定义 为 正 空间 电荷 密度 分 布 e(r) 的 
Fourier 变换 二 HJ 


e 


A(s) = loCr) exp(2nris . r)dr (12-2) 


AS) THREE ES EE E, THRRET [LAC T". 
在 晶体 结构 的 X 射 线 衍射 分 析 工 作 中 ， ARTIFEX M2R8IPLK R 2 Da AC) 之 
WHA BE C127 2) BERE 


are (Atert —2xis . dp (12-3) 


计算 出 K Ob EE eC. AAE Eer, dn LE, T TONER Eh 
休 , 仅 当 满 足 条 件 式 (12-1) 时 ,4Cs) 才 有 非 零 值 , 则 式 (12-3) 化 为 ( 见 本 书 8-6-1 HX 
ERL3]) | 


(X,Y, Z) 一 723 22 DFR expl 72i (4X +Y +I1Z)]  (12-3) 


XH FOAD 是 结构 因子 ,其 表达 式 见 式 《4-14a); V. EESE hA á Ras fk e 

中 子 衍射 是 原子 核 的 磁 矩 对 中 子 流散 射 的 结果 。 电 子 衍射 是 原子 核 及 核 外 电子 产生 
的 静电 势 e(r) 对 电子 波 散 射 的 结果 ， XX 射线 衍射 是 电子 云 对 电磁 波 的 散射 三 者 的 散 
射 机 汕 不 同 ,散射 体 " 也 不 同 ， 分 别 为 核磁 矩 ,电势 和 电子 。 因 此 ， 对 中 子 衍射 与 电子 衍 
壬 , 倒 易 空间 中 每 一 点 的 值 的 定义 也 与 式 C12-2) 不 同 、 例 如 ， WE TÑ, A(s) 可 定义 
xj? 


a 433.5 


A(s) = imt tr)exp(2ris  r)dr (12-23) 


mé X; Planck Wë, m Lm e yl XJ T-IR St SER TAH., Cancel zg), SL 
PIRA G ARARA. [BID SAS DE Een, 例如 ， 求 出 式 《12-2a) By 
Fourier 交换 ,就 可 得 到 类 似 于 式 (12- 包 与 412-4) 的 式 子 ， 计 算出 晶体 中 电势 的 分 占 ， 电 
而 世 囊 测定 晶 朱 结构 ,因为 原子 核 所 在 处 不 但 电子 密度 e(r) 高 ;而且 电 势 函 数 or) E 
Ix. 

Abl Sa Sea HN El E A EO s EE ET la) 定义 为 倒 易 空间 中 
s 末 这 所 指 处 之 值 ， 把 实验 测 得 的 foks) 值 进行 Fourier de, ASPRE Z 56 S 
由 体 的 结 砍 的 绕 计 特征 的 无 序 相 关 度 prat, 

由 于 量 体 的 周期 性 ,在 进行 结构 分 析 时 ， 我 们 只 需 知 道 一 个 初 基 胞 内 散射 体 [ 电 答 窗 
E eX Y, Z 电势 函数 A KN." 等 等 ] 的 分 布 ， 由 于 晶体 的 对 称 性 ， 我 们 也 不 必 利 
证 不 (12-4) 对 正 空间 初 基 胞 中 每 一 点 计算 散射 体 的 分 布 ， 市 只 和 需 计算 其 中 一 个 基本 单元 
(3H 8-2-3 节 中 所 述 无 对 称 单元 ) 内 散射 体 的 分 布 ， 晶 体 的 对 称 操作 可 把 这 基 玉 单元 谈 拟 
IST H Tt RSA 的 晶体 ,其 基本 单元 与 初 基 胞 的 体积 比 为 1:5. 

若 岳 区 定 间 也 上 其 有 一 定 的 对 称 性 , 即 指数 A 不 相同 的 结构 因子 FORD. 之 可 还 有 有 
一 定 的 联系 , 则 结构 分 析 工 作 还 可 大 大 简化 ,只 需 测 定 倒 易 空 间 中 一 个 基本 单元 内 的 傅 易 
10015 J F. in, 若 倒 易 空间 具有 对 称 中 心 和 过 a" 53 8” 的 镜面 ， 则 倘 易 空间 的 
1/3 的 区 域 , 比如 天 从 一 2 到 十 co 和 从 0 到 十 oo 的 区 域 就 是 一 个 基本 单元 ， 我 们 呈 
志 测 庆 这 区 域内 的 结构 因子 FORD. PXE AR ZARARA — XE HUONE ERE, 此 对 称 
性 主 杰 决定 于 正 空间 的 对 称 性 。 本 章 将 探讨 倒 萄 空间 与 正 空 间 的 对 称 性 的 关系 及 其 在 蝇 
体 结 梅 测 定 和 其 它 衍射 分 析 工 作 中 的 应 用 。 


$12-2 倒 易 空间 的 对 称 性 


在 3-6-3 节 中 已 经 证 明了 ,把 某 标量 函数 r) HELLE (W, w) Grënn 
(W ,2w)Hr) 在 Wm MS Cr) DSA W rw) 

| E 
| 处 的 便 : 


(W ,u»fG) = IW" (r — w)] (12539 
车 函数 了 的 让 变量 r 总 是 伴随 着 男 一 天 基 s 以 标量 
积 的 形式 出 更 , 即 了 一 fs， r) 则 由 图 12-1 ZL, (Ws) 
€ cr-—s:C(QW'r), 将 它 代 入 式 (12-3) 可 得 

Mia, r) = f[s (Wilz HKW s) r] (12-6) 
RH ak C12-5) 1012-6) KAD zs B|] ë e ñE it E X z 
W 12-1 说 明 (12-2) 或 《12-2a), 很 容易 推导 出 倒 易 空间 固有 的 共 范 对 

(Wa) ra (Wr) 称 性 及 由 下 空间 的 对 称 性 派生 出 的 倒 易 空间 和 的 对 称 性 ， 


Lg s jk A W 是 晶体 的 业 一 对 称 操作 , 则 W 也 是 人 饲 易 定 间 的 对 称 操作 
H 12-5), (12-2) 55 012-6) % 


+ 334 " 


W A(s) = ACW sY 
一 le) exp Zaff s : r)dr 


一 )e(r)exp(2ais - Wr)dr 
进行 变量 替换 Wr, r 一 Wr 后 得 


W A(s5 = | (Wr )exp2uis rdr 


e 


== Wo(r)exe(2ais att, EISE, 


W W 是 晶体 的 对 称 操 作 
Wo(r)- er) (12-8) 
CHA RQZ-7) E4 


W Ais) = ACW-'s) — |C) exp nis .rdr 
= A(s) (12-9) 
B) W 也 是 倒 易 空 间 的 对 称 操 作 。 换 句 话说 , 倒 易 空间 具有 晶体 空间 的 点 对 称 性 ， 
2.Friedel 定律 和 合 易 空间 的 共生 对 称 性 
忆 式 (12-2), 注 意 到 电荷 密度 (r) 是 实数 ,可 得 
A(—s)— |eCr)exp —2ris . r)dr 
| — A*(s) (12-10) 


对 于 大 芯 完 整 晶 体 , 仅 当 s 满足 条 件 式 (12-1) 时 AGO 才 不 为 零 , 其 值 比例 本 F(hki). 
5512-10) | 


F(Bkl) = F*BRD) (12-112) 
HRpSEYSES T^ FORD 的 实 部 ARD SER BORD re Ph 
FAI) — A CRRI) + iB CARD) (12-12) 
则 式 《12-11a》 可 表示 为 
A (BRL) — A (hkl) (12-11b) 
和 
B'(ARE) 一 —B' (ARD) (12-11c) 
有 时 则 把 结构 因子 FARD 表达 成 下 列 形 式 : 
FORRI) = |F(AKD | exp [j0C&&1)] (12-13) 


式 中 FORD 是 结构 因子 FOD HR, Ai) 是 它 的 相 角 。 这 时 式 《12 -118) =] 
表示 为 
(ECG 一 | FCRRD)I (12-114) 
和 
ohRI) == —a(hk1) (12-11e) 
TUBGEBULR.UXGPREEETSGXKO2109)512-11)8z. ERE, GU 
RAHE HE GU) 与 (GL) 反射 具有 相同 的 强度 (Friedel EA). 


皮 须 指出 ， 对 动力 效应 比较 强 的 电子 衍射 中 的 许多 情况 ，Friedel 定律 不 成 立 ， 对 XX 
KENAD 当 晶 体 巾 基 种 苔 了 予 的 吸收 限 波长 略 大 于 人 射 生 射线 波长 时 ， Gm, 
Friede! 定律 也 不 成 立 吓 ， 

zj Friedel 定律 成 立时 ,无 论 晶 体 是 否 具有 对 称 中 心 ,衍射 图 总 是 具有 村 称 中 心 。 因 
此 * 不 能 用 营 通 的 和 射线 衍射 和 普通 的 电子 衍射 的 方 靶 区 别 32 个 晶体 学 点 群 ， 而 只 能 区 
jr 11 ® Laue 类 ( 见 4-5-1 $). 

7: Friedel ERRAR Z0 5S i RAE YS Roto ROO. BD pC r) = plr) dëi 
DIS esiRIAEEABUIH AC) 均 为 实数 ， 这 一 命题 的 证 明 如 下 : 

由 式 (12-8) 与 (12-9) 显 见 , 当 o( —7) = or) 时 A(—s) = ACs), E SX C2-10) 
AT EE BI 

A(s) = A*( s) (12- 14a) 
下 
FE(bkD = F* CARD) (12-14b) 
BJ ACs) 和 结构 因子 FORD 都 是 实数 。 这 时 式 (12-12) 中 的 BARD = 0, X (12-13) 
中 的 et éi) = Zen, 


3. (OW, w) 是 面体 的 对 称 操 作 ， 则 与 之 同形 的 点 操作 W X tP % B] ayaq # E 
作 ， 人 得 平移 分 量 u= oa + mb + wc 使 倒 易 空间 s 处 产生 得 应 的 相 移 一 2z8 w 
这 一 命题 的 前 提 近 和 件 是 《了 ,w)o(r) 一 oCr)， 按 式 (12-5), 这 就 是 elr) = cr). 
XE r = Wr w) gi r= Wr +o, 将 这 些 关 系 式 代 人 式 (12-2), 上 注意 到 式 
{12-6), 得 
pe E [a(r exp Danis . (Wy) -- Zei mldr 
= exp(2xis - WIACW a) 
PEI KC012- 558 
W 4(s) = ACW s) = exp( —2rxis - ap) A( s) (12-15a) 
Fu 
WF(hkI) = exp [ Zait hw, + km, + Fe) )FCART) (12-155) 
o E, a Ë OW.) 是 实 空 间 的 对 称 操 作 ， 则 W 是 倒 易 空间 的 对 称 操作 ， 人 得 相差 一 
^-FHfBiN d- exp(—2zis - 四 )， 恕 果 只 考虑 倒 易 空 同 中 强度 Aa 的 分 布 ; 则 W 就 
REB ELS RARER IE, | 


5 12-3” 倒 易 空间 对 称 性 在 电子 密度 函数 计算 中 的 应 用 


TEE o(X,Y.Z) 表示 昂 胞 中 位 矢 为 r= Xa + Yb + Zc 的 点 上 电车 密 
党 的 数值 , 它 是 由 全 部 a 衍射 的 结构 因子 FOU) 按 式 (12- 科 计算 而 得 。 XYZ) 
取 堪 大 值 的 位 置 也 就 是 原子 的 中 心 。 原子 序数 越 大 , 则 原子 的 核 外 电子 数目 越 和 多， 以 和 
Y. Z) ØH. 因此， 从 eX. Y. Z) 靖 数 的 分 布 可 以 了 解 晶 胞 中 各 种 原子 的 位 
首 。 蕉 晶 打 具有 一 定 的 对 称 性 , 则 按 $ 12-2 所 述 , 倒 易 空 间 也 有 由 应 的 对 称 性 , 电子 密度 
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m= (e + =k. 


识 数 计算 公式 式 (12-4) 就 可 以 简化 ， 


12-3-1 共 轿 对 称 性 在 电子 密度 计算 中 的 应 用 
电子 密度 函数 (XYZ) 的 计算 公式 为 


(Yd X > > F (AAT) 


we Rm—o Ë m — e 


x REECH +Y + !Z)] 


- > > > 


LFCARDexp[ 一 2 所 有 + RY + 1Z)] 
+ F(EkDexp[ Zait —AX + RY + (EM 
EE a AY E423] 
十 F(Akl)exp[ —22i(4X + Y — iZ»)1 
4- F (EkDexp [ —2xiC — AX — kY JEM 
+ F(hkDexpl 2xi(2 X — kY — (SA 
十 F (&klyexp [ —2ai( —hX +Y — [IZ )] 
十 F(AKD exp [ —2=i( AX — Ad + !Z)]! (12-16) 


由 共 镀 对 称 性 式 (12-11) 可 将 式 (12-16) 中 三 个 指数 A, k! 全 部 反 号 的 酚 项 归并 ， 
F(hkl)exp[ —2zi(&X + RY + 1Z)] + 
F(Añ5kD>exp[2zi(A X + kY + 1Z)] 
= IFRD|CGexpE—2zi(A4X + KY HIZ) + aC(Ak1)] 
+ exp[2zi(AX + RY + IZ) — a(Ak[)]) 
一 2| F(hkD | cos [2z(AX + RY + 12) — alhki)] 
ST C2- L6) 8TTRHU 29 


joy n- Z >: >; > 


{T FORD) cos [2a(& X +Y + 1Z) 一 aC Aki) )] 

+ | FCRRD | cos (ist —AX + RY + IZ) — a(&&1)1 

+ |F(AkD Icos E X — RY + IZ) — a(5&l)] 

+ ILFCGAD|cos [2a(8 X + KY — 12) — et bäi (12-17) 


由 起 (12-17) 可 见 , 只 需要 倒 易 空间 中 一 半 区 域 的 结 梅 因 了 于 FOR) BUS. 就 可 计 
Epu TREAN KKX,Y,Z)， 
12-3-2 ”结构 因子 F(AkD) 的 计算 


倒 曙 空间 的 共 辊 对 称 性 [ 见 式 (12-11)] 使 得 独立 的 结构 因子 FOR) 只 有 一 半 ， 和 而 
倒 哑 空 间 的 其 它 对 称 性 则 使 得 独立 的 结 梅 因子 的 数目 进一步 成 俐 地 减少 ， XUL == iR] es 
Pma21) 为 例 说 明 如 下 . 


12-2 表示 空间 群 Pms2, (31) 的 对 称 元 素 和 一 般 等 效 位 置 的 筷 置 以 及 对 称 操作 和 和 
一 般 位 置 的 坐标 ， 后 者 是 对 称 操 作 矩 阵 的 缩写 ， 由 图 可 知 Pmn2, 的 基本 对 称 操作 的 


ée Sa. EI . A AY | #H l L ( e " 
Seitz fj S3 C1)0,000; C(A001], -o > GX [10], $0 L tan [100]. 
000》， 把 对 称 操作 《了 ,we) 一 (a[010]， Lo TRA C12-15b): 
m D 1 | 
(m[010]) P CARI) exp Zeil lg SN 


得 到 
Fbhkl) — expl —2i1(4 + DI)FCGRD 
因此 
[FOAMRI)| — IFCARUL)I 


Pm2 n 


Prm2, 
P2 In 


Pn? a 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


m——  — d: — ww. w w g (ER 


| 
| 
| 
| 
| | 
| | 
ME MS 
n T 

对 称 操作 : 

id 1) GE RES 
(915 ai(0,0, 1) lys (3) ES) 
— BT SÉ 5e 5: 


Oieutuet (R dass soe ls (äist loy a + ya (Eya 


S wa— 
+] 


3) r,0,2 (4)m D, yas : 


12-1 空间 群 Pmn2, 摘录 
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af AKT) = af EI — CA + Die 
WE A +— í = in Del 
ert SAIL — a, 5 ñ + D1= 252-1 时 
把 空间 群 Benni, 的 基本 对 称 操作 依次 代 人 式 【《42-15b) 并 注意 到 共犯 对 称 此 ,可 得 
{FORK — I FGRD)| = | FORD! 
= | 五 (开门 | = | FCRDI (12-18) 
当 ñ +i = An hi, | 
of hk] 一 —a( ART) 一 aC AI) = a( ABl) 
一 —g( kl) (12-192) 
314 4 4i inkl B, | P p 
et Ai) = ol Bk) = (BRI) | 
= = + (AED) = z — a( ARD) (12-19b) 
由 式 (12-18) 和 (12-19) 可 见 ,对 空间 群 Pmn2, 而 言 ,独立 的 结构 因子 只 有 1/8, R 
为 h.l m0 BS FRI)» 其 它 结构 因 于 的 值 都 可 四 它们 按 式 (12-18) 和 C12 9) 计 算出 
*. 
| rm, FU 28 JR S ni I RS e p RT fea A, 可 把 结构 尖子 的 计算 公式 
简化 ， 为 计算 方便 ,通常 将 结构 因子 PCR 的 实 部 Z SENS B 分 别 表示 为 


Zeil | (12-202) 
Bay ° 7 00 (12-20b) 
式 中 | T g 
Ace Zeche Zeie An him) ` (12-21a) 
B = Xsn2x(hr +Ry Eie) (12-21b) 
X C12-2 0 EENEG fax (12-20) mg ECH 
原子 的 原 于 散射 因 于 . 


式 (12-21) 可 利用 三 AARAREM. EH Pmn2, 为 例 说 明 如 下 。 
空间 群 Pc) 的 一 般 等 族 点 的 鞋 标 是 : | 


X,Y; — + wé PT ur Adr 一 六 + si a Ra Ee 


若 硼 四 个 处 在 这 些 位 置 的 原子 ， 则 它们 对 结构 因子 的 贡献 的 三 角 函 数 部 分 ， 
A = cos 2a( 5x + ¿y 十 lz) 十 cos 2x(— hz + ky + Iz) 


+ cos2a( (hx — ky + lz HEEL) + cens bx — ky + Io LEI 
= 4 cos 4x Arcos Än (b E 二 )eos 2z( zz SE ER) (12-224) 
[5] 38 MEE: | 
B= tcos2xhxcos 2 (ky zd T le 2 (is 十 LL (12-22) 


3502-22)x88] 4) XE & + i= 2n 和 十 1 一 2 十 1 两 种 情 现 进一步 化 简 ， 


a $39 1 


ELA IA C2-22) t eT EH C12- 18) 5 C12- 19) 8], 
Karte gë, C12-22) 8 8 RT RB pb SI, 


123-3 电子 密度 函数 计算 公式 


利用 结构 因子 的 对 称 性 ;可 把 电子 寄 度 消 数 的 计算 公式 12-17) 进 一 步 简化 ， 仍 以 空 
HIRE Pmn2, 为 例 , 把 式 (12-18) 和 C12-19) 代 大 式 (12-17), KA p + (= 28 53 2n + 1! 
珊 种 情况 ,可 得 


e(X,Y,Z) 一 EK 53/2077 


€ #=Ú iz lat 


[cos[2xCb X + RY + !Z) — aCARI] 

+ cos[2=( — &X + kY + 1Z) — a(5RI)] 
+ cos [2x(4X — AR + IZ) — a(à&l)] 
+ cos [22(4X 十 一 IZ) + aChk)1) 


L3 3X 


* y. wxj kat Te 
[cos Dat AS + kY + 12) — (AD . ` 
十 cos [2x( — —hX + kY + 1Z) — a(kk1)) 
+ cos [24(4X — RY + IZ) — at + r) 
+ cos [2aÇAX + KY — IZ) + aÇhki) — x1) (12-23) 
用 三 第 遂 数 公式 进一步 化 简 得 


aD- iii 


V, Ami k—D ¿1w0ü 


KA 1 sin +1 


'F CARE) 


FUARI) cos Zah X 


. cos 2xÁY cos il? — at EI) 


一 2, >; Kä TRY cos Zak X 
Aag em Fm 
sin 2a4Y sin [2z1Z — a(hk1)]) (12-24) 


X(02-723 4B RET. KEIER FORD 重复 计算 了 例如 ,RCO0K1) 的 
贡献 在 式 (12-23) 中 出 现 了 两 次 (AH 与 Aki), FOOD 的 贡献 在 式 (12-23) 中 出 现 了 4 
VOCARI AKLL hki 与 ARD), DG, — 24) 实 际 进行 计算 时 , 车 ai 中 有 一 个 指 


MIE, MATORA y — = hki HARARE, NIRAES £ =; 计算 
F(000) 的 贡献 时 ， — 
12-3-4 电子 密度 的 投影 的 计算 


在 晶体 结构 测定 和 其 它 一 些 工 作 中 ,往往 需要 计算 电子 密度 沿 某 方向 (例如 c 方向 ) 
的 投影 oQX,Y). JE HESS (12-4) dZ 从 一 二 到 十 二 积分 ， 得 到 


"4 


+È 
Ax d p(X,Y,2)d2 
>, BQFGRDexpI—2xi(AX + ÀY)] — C12-25) 
£ =-= bk-2-—m 
LC ENS TERN 
c la* x b*| 


34 Friedel s&fgpErB[xC12-25) 84529 


AP A, = ABE B F e 方向 的 截面 积 . 


SG Y) = Ž >) DI FOGRO) | cos [2nChX + RY) — a(Bk0)1 


出 三 上 ka 
+ | FCOARDOY| ecosf2xf —à X + kY) — ot RROY]) (12-36) 
HFEF ROESER Cl DI 17 个 平面 群 之 一 描述 。 例如 ， 图 12-2 所 示 空 间 群 
Pmn2l fb X,Y,Z 三 个 轴 向 的 投影 情况 未 于 图 12-3, 其 沿 X 轴 的 投影 的 对 称 性 为 pl181， 
沿革! 的 投影 的 对 称 性 为 cllm, 2k Z 轴 的 投影 的 对 称 性 为 p2mg8， 投影 结 构 的 对 称 性 也 
会 使 独立 的 结构 因子 的 数 上 月 藏 少 ， 使 缚 构 因 了 于 和 电子 密 虚 的 投影 的 计算 简化 。 现 以 衬 间 
BE OPmal, Gool ops Zitt, 


O b= bo 
O o 
$ A 
© | | ° | 
O | | o| 
d i ó 
w Le [o 
O O 
(a) (Q) 
S U U U U U T 1l U d1 
H | | 
d | | 
O | | uii 
| i 
| i i 
| i | 
j [ 
| O I H 
| i | 


(b) 


12-3 Pma2, 沿 [001]，[100] 和 [010] 方 向 的 投影 
(a) 党 L001] sp2mg; (b) I[100].p1gl; (c) 沿 [010Jc tt 天 


TUE 2-11 可 知 ,平面 群 p2m4 的 基本 对 称 操作 是 1,(2,00),( m[10], 二 9) 和 [( e101), 


4); 一 般 位 置 的 坐标 是 53;,5; 1/2 —x, y 和 1/2 + x, 3。 坐标 原点 在 2 次 旋转 点 
E. MA 12-3 所 示 Posi, 沿 1001] 方 向 投影 的 坐标 原点 则 在 镜 线 zw 与 消 移 线 8 的 交点 . 
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为 了 与 国 昧 最 休学 表 一 致 ， 我 们 把 图 12-3(a) 的 坐标 原点 移 到 2， 轴 的 投影 位 置 , 即 放 
d 1/4,0,z 处 。 抬 上 述 p2mg 的 基本 对 称 操 作 依 次 代 人 式 《12-15b) 得 
F(Ak0) = F(AR0) — F(AR0Dexp(ixA) 
一 F(AR0)exp (teh) (12-273) 
BA (12-118) 代入 ,可 得 
F(hRk0) = F*(ARO) (12 17b) 
GIS FOAR EAER, a(AAU) 一 0, 且 式 (12-21) 中 的 8 — 0. 
DE A-2585 与 2# 十 1 两 种 情 沉 ,可 将 式 (12-273) Er 
PAKO) = F CARO) = ipe zoom (12-27) 
—F(Ak0), 34 à — 2n + 1 Hd 
反 等 效 点 举 标 代 人 式 (12- 21)8] 


A == 4cos 2x (s T Ž eg zl ky = a (12-282) 


B=0. | (12-28b) 
把 式 342-276) 代入 式 (12-26), 注意 到 FRO) DS [FRO = PAR), 
ot AkO) 一 0 可 得 


m E " "e : 
eX, Y) = Aë Kä Ff hk&0) cos 2xh X coa 2z=& Y 


Awxġ rag 


— >; >; F (AK0)sin2z5X sin 2k Y) (12-29) 
A FR (12-29) 8 HAE EE RE HIRA A 55 BE — POS EISE OO 2/4, 3 A 
EE EE AECH 4.， 
国际 X 射线 晶体 学 表 工 眷 生 载 有 17 种 平面 群 和 230 种 空间 群 的 结 移 因子 计算 公式 ， 
由 合 易 空间 的 对 称 性 联系 着 的 结构 因子 的 模 与 相 骨 之 间 的 关系 ， 以 及 电子 密度 漠 数 的 计 
答 公 式 ， 本 节 推 导 芍 式 (12-27) 至 (12-29) 就 是 国际 六 射线 蜗 体 学 表 第 1 状 第 370 页 所 
载 第 7 号 平面 空间 群 好 mg 的 有 关公 式 ,而 式 (12-18),《12-19)、《12-22) 和 (12-24) 则 是 
第 391—392 页 所 载 第 31 号 空间 群 Pmr 的 有 关公 式 ， 


$ 12-4” 倒 易 空间 对 称 性 在 晶体 学 中 的 其 它 应 用 


除了 计算 电子 密度 函数 外 ， 上 晶体 学 中 其 它 一 些 工作 也 可 以 利用 倒 易 空间 对 称 儿 而 加 
以 简化 ,本 节 举 数 例 说 明 如 下 。 ` 


12-4-1 X 射线 温 散 射 


对 于 不 完整 晶体 ,一 方面 ， 当 衍 THERE s 指 着 便 易 阵 点 时 , 即 当 满足 Bragg 条 件 时 ， 
GE elek 基本 上 同 完整 晶体 中 的 情况 一 样 ; 另 一 方面 ， 当 衍射 矢量 指 着 倒 易 空间 中 
KEARN, 也 有 较 弱 但 不 为 零 的 衍射 强度 ， 这 种 分 布 于 倒 易 空间 的 较 弱 的 衍射 称 为 温 散 


TER 


利 。， 总 体 中 不 同类 型 不同 程 度 的 缺陷 引起 的 温 散 射 强度 在 倒 易 空间 中 的 分 布 不 喇 , 丸 而 
可 通过 实验 测定 倒 吻 空 间 中 漫 散 射 强度 的 分 布 米 分 析 晶 体 中 的 不 完整 性 ， 计 算出 描述 唱 
体 不 完整 性 的 参量 “1 

但 是 ,由 于 X 射 线 漫 散射 的 强度 很 弱 , 为 了 歼 得 赴 够 的 测 营 精度， 即使 采用 大 功率 的 
X 射线 源 , 仍 需 较 长 时 间 计 数 。 在 这 种 情况 下 ,如 能 利用 漫 散射 强度 在 倒 易 空间 中 分 布 的 
对 称 性 , 必 将 大 大 市 多 实验 工作 量 。 

例如 ,二 元 合金 中 由 于 短程 序 引起 的 归 一 化 的 视 散 射 强 魔 Puno (s) 可 表示 为 ” 


Jsgo(s) = Jalrm)erp(2ris + rm) (12-30) 


这 里 所 谓 “ 归 一 化 ”是 把 实测 的 强度 除 以 C, C,Q, — hY, C, 与 Cs 分 别 是 A 与 B 原 于 
的 原子 分 数 ， 与 hb 分 别 是 A 与 B 原 于 的 原子 散射 因子 。 A (12-30) 中 的 衍射 矢量 
s — kat + Kb* 十 Pes, kK 不 一 定 是 整数 ， 式 中 的 


ee ee | (12-31) 
I A : B 


革 短 程序 参数 , 它 表 征 以 位 和 拓 r。 联系 起 来 的 两 小 刀子 癌 的 关系 。 这 里 me. 是 在 fw 的 
治 端 为 四 原子 ,未 端 为 & 原 子 的 几率 。 部 果 原 子 的 分 布 是 完全 混乱 的 ，nn。 一 CA， 于 是 
a(r,) 一 0， 对 于 最 短 的 fw; 如果 na, > CA 就 意味 着 BA 对 出 现 的 几率 大 于 完全 混乱 
jd, d a Cro < GRZ, SARTA aA nins» 
d. a(r,) > 0, 

WI H: A Ej B. 两 种 原子 的 太吉 不 同 , 二 元 侣 各国 深 休 中 就 必然 存在 着 位 移 无 序 ， 位 移 无 
序 引 起 的 归 一 化 的 漫 散射 强度 Ipots) 可 近似 地 表示 为 ” 


[oo (s) 一 = veras - re ies - T, (12-32) 


Pw 


ASUBEUCPROISSX Br.) WEE 


=; f Ca fs 
Krn) = Ies [C + okt)) + p) tm 


A + SH | | (12-33) 


sa 与 em UND EGRAHEBRDÓS ra HU AA 与 BB 原子 对 的 赔 变 ,就 是 说 , 若 平均 点 阵 的 
zB AER Tm SC ES Lët A 原子 疗 的 矢量 是 ruCl 十 8sAa)， 两 个 B 原 子 亲 的 天 
ER FeCl 58). 
5&(12-30) & S38 y E (8l 35 2s Bj rH 95 Rip 3, 如 果 测 出 了 IsgoCs) 在 倒 易 空间 中 
一 个 倒 易 单 胞 内 的 值 ,就 可 通过 Fourier 变换 计算 出 短程 序 参 数 Crn): 


SES |. uapa s mds (12-34) 
但 是 ， 实验 测 得 的 归 一 化 的 六 散射 强 度 at si? 由 Isgo( s) 与 I5o(5) 两 部 分 全 加 
rng. 


lols) = lsno( s) 十 Tpot s) (12-35) 
ÀX T M scu s E o err ch TREE pR PIKA fooks)， 人 们 往往 测量 鲁 多 空间 中 s, 
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s + a*,s + A 和 | s T c* ARES RE BEI SR EE, gx 12-30), 在 这 些 区 域 的 fesol 8) [e 
站 一 样 的 ,但 Leet e) 值 则 不 周 。 设 式 (12-33) 中 项 子 散射 因子 的 比值 AR(s)//a(s) 5 s 
A35. MERR- 

I (s< + a*) — I5 s) 


- — > BE 21 a * ' T, Sin ds， 了。 


UL ER a" an D" e c" ZJRBJ3S6S K S IK. D 
Ios) = M[Ip(s + a*) — I5(s)] 
+ [Ios + B*) — IoCs)] 
| + Filas + e*) — fals) (12-16) 
这 样 ,就 需要 测量 四 个 合 易 单 胞 内 的 漫 散射 强度 值 , 才能 计算 出 短程 序 参 数 ' 以 rn)， 

为 了 减少 实验 工作 量 , 必须 利用 倒 易 空间 的 对 称 性 ， 晶 体 上 共有 什么 对 称 性 , Si E 
参数 aTa) 和 原子 尺寸 参数 及 rm》 也 具有 同样 的 对 称 性 。 这 就 是 说, 知 E CW o) x 
品 体 的 巷 称 操作 ， 则 位 矢 x。 两 端 为 AB 原子 对 的 几率 nas 等 于 位 天 r, = (W ,Dr 
两 端 为 AB 原子 对 的 几率 ,因而 a(r,) 一 a《r%)， 因 此 , 按 推导 式 C12-15) 的 方法 可 以 证 
明 , 短 程序 引起 的 漫 散 射 强度 Dao (s). 也 具有 对 称 操作 W 所 描述 的 对 称 性 : 

Wispol 5s)) 一 TsroCs)exp( —Zzis + w) (12-37ah 
为 了 简单 起 见 ， 一 般 只 考虑 晶体 点 阵 中 每 个 阵 点 为 一 个 原子 占据 的 简单 情况 ， 若 将 举行 
原点 取 在 阵 点 处 , 则 一 切 对 称 操作 《W, w》 中 的 平移 分 量 为 点 阵 平移 矢量 ， 式 (12-37?4》 
简化 为 
W!:go(s)) = lsrols) (12-370) 
A (12-37b) 说 明 , 短 程序 引起 的 漫 散射 强度 Fano Cs). 还 具有 蝇 体 正 空间 的 对 称 性 ， = 
此 ,为 要 求 得 短程 序 参数 a(7。), 只 需 测量 出 倒 易 单 欧 中 一 个 基本 单元 o" WAI Psgoksy 
信 ， 稍 用 倒 易 空间 的 对 称 狂 ,可 由 e" 内 的 Lols) 值得 到 整个 个 易 单 胞 内 的 Tsrols) 
的 值 。 尖 品 体 的 点 群 的 阶 为 二 时 ， 倒 易 单 胞 的 一 个 基本 单 苑 o^ BUR G3 E än 
ai pr 之 比 为 1: 请 ， 这 样 ， 我 们 就 只 需 测 出 o" 内 (包括 其 边界 处 ) 以 及 相对 vi 分 别 平 
移 on br 成 ea 的 倒 易 空间 中 的 漫 散射 强度 ,使 实验 工作 量 减 少 到 大 约 1/5. 

让 推导 式 (12-32) 时 采用 了 一 些 过 分 简化 的 假设 ,更 细致 的 考虑 见 参 考 文献 [7 48 1 .此 
时 省 测量 倒 易 空间 中 更 多 区 域内 的 漫 散射 强度 值 才能 求 得 oo Cs), (EF FEDERE D "LAC 
拓 减 少 实验 工作 量 . 


12 4-2 LG ME EET 

曲 休 点 阵 已 知情 况 下 用 电子 计算 机 标定 电子 衍射 图 并 进而 进行 物 相 分 析 时 ， 可 姑且 
nvw 法 ， 对 于 已 知 晶 体 点 阵 的 某 一 物 相 , 先 选 定 互相 独立 的 唱 带 轴 指数 [wvw]， 再 计算 
RE [uve] 且 过 原点 的 人 鲁 易 点 阵 平 面 中 倒 易 点 分 布 的 特征 参数 ， 妈 最短 的 倒 锡 天 
的 长 度 m. 5 n 不 共 线 的 次 最 短 的 倒 易 矢 的 长 度 e 以 及 它们 之 闻 的 夹 第 v. EI 
简易 天 g, = g + g. 的 长 度 代 替 中 第 ， 当 Q > 90? 时 上 式 申 取 正 号 , BERAS. GE 
电子 衍 和 图 的 零 阶 Laue 带 正 是 过 原点 的 倒 易 点 阵 平面 的 投影 。 风 此， 我 们 可 将 实验 而 
得 的 由 十 衍射 图 的 特征 参数 ， 即 虐 透 射 斑 最 近 的 两 个 不 共 线 的 衍射 更 的 位 矢 R. 5 R 


a 333 e 


wn OK Kn oke 


:时 区 度 以 及 它们 之 间 的 夹 角 e GEH R, 一 RSOER,BERISE v) 与 上 述 某 物 得 的 
Lana) 喇 囊 的 例 易 总 阵 平面 的 特征 参数 对 比 ， 著 两 者 在 允 计 误差 内 相符 ,就 可 矢 到 该 电 
T ATSR AP so 0) 85 R BT] ERSTER [erw]. 

为 了 城 少 计算 工作 量 , 我 们 不 必 选 取 所 有 可 能 的 晶 带 指数 [seso ), DR eB 
为 【at 纪 ]， 册 于 上 上述 初步 标定 电子 伪 射 图 的 步骤 中 只 芳 虑 了 倒 易 总 的 几何 位 置 ， 并 设计 
上 友 强 此 ,我 们 也 就 只 需 考 虚 倒 易 点 阵 的 对 称 性 。14 种 例 易 点 阵 按 共 点 对 称 狂 只 有 7 种 类 
河 , RE zb na F. 

HE EX CI2-155 5] AU, 晶体 属于 什么 点 群 , 倒 易 空 间 中 的 强度 分 布 也 有 具有 这 点 群 的 
对 称 性 。 其 次 , 当 Friedel 定律 成 立时 ， 便 易 空 间 中 的 强度 分 布 就 其 有 对 称 中 心 。 这 样 ， 
就 街 射 强度 分 布 的 对 称 性 而 青 ， 倒 易 空 间 的 对 称 性 可 用 11 个 含 对 称 中 心 的 点 群 来 摘 壕 ， 
ETE. D2/m,mmm.3,3m,4| m,4| mmm, lm, 6! mmm, mi, mim, Dit re A 
AABUSASE, HOS TELS ja ILE ER, [gi 5-1-2 节 知 道 , 对 任 一 区 3，4 BE 6 OUR E 
动 且 有 过 此 轴 的 铅 研 镜面。 就 是 说 对 称 性 为 3,4/m67m 和 m5 的 倒 易 空间 ， 其 倒 易 操 
竹 的 对 称 和 性 分 中 为 3m.4/ mmm, 6/ mmm 和 mim (BAA 5-1), PRG. Hp AER R a 
对 称 性 可 分 为 下 列 7 3S: 


412-1 独立 的 晶 带 轴 Lavw | 的 范围 


ui zx Ej 12-4ta) 
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mz Bi 12-4(b) 


E] 12-4(€) 


uz 2 (Aen 


ES sw | 


= 一 一 一 一 -一 
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(1) —#| Bravais 系 的 简单 三 斜 点 阵 ,对称 性 为 1 其 阶 为 2; 

(2) 单 斜 Bravais RAJH ES MORA AE, 对称 性 为 2/ m. 其 阶 为 4; 

(3) EZ Bravais 系 的 简单 、 体 心 . 面 心 与 便 心 正 交 点 阵 ， 对称 性 为 mmm, 其 阶 为 8; 
(1) 站 方 Bravais 系 的 简单 与 体 心 四 方 扎 阵 , 对 称 性 为 41 mmm, Et 2g 16; 

(5) 291 f& Bravais 系 的 芋 面 体 点 阵 , 对称 性 为 3w; 其 阶 为 12; 

(6) RA Bravais 系 的 简单 六 角 点 隆 ,对称 性 为 6/ mmm. Ey 24; 

(7) 立方 Bravais 系 的 简单 、 体 心 与 面 心 立方 点 阵 , 对 称 性 为 m3my 其 阶 为 48. 

对 应 十 每 种 对 称 性 的 倒 易 点 阵 ， 晶 带 轴 也 上 其 有 相应 的 对 称 性 。 独 立 的 晶 带 轴 处 十 下 


(e) 38 ms 


(dd) 四 方 
图 12-4 各 种 Bravaie SIB Larl HAREDER E EY 
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空间 的 一 定 的 立体 角 范 闭 Q 之 内 (包括 其 边界 )， 利 用 电 带 籼 的 对 称 性 ， 可 把 这 立体 骨 浇 
图 变换 至 整个 4a 立体 骨 范 围 。 注 意 到 正点 阵 与 倒 易 点 阵 有 相 辣 的 Bravais A, ai 
点 阵 的 倒 易 点 跨 仍 为 萎 面 体 点 阵 ,简单 六 和 角 点 阵 的 俏 易 点 阵 仍 为 简单 六 和 角 点 阵 , 林 将 各 种 
待 计算 物 相 按 其 Bravais 系 分 成 7 类 ,每 类 .Bravais 系 的 点 阵 的 点 对 称 性 、 — 
以 及 独立 的 晶 带 轴 [usa] ByinfRASISEREUIGE 12-1, 图 12-4 用 极 赤 投 影 图 标 出 上 述 
独立 的 唱 带 轴 [wvw1 的 立体 角 范 围 ， 当 然 , 也 可 取 其 它 立 体 角 范 国内 的 唱 带 办 [ws], 
伺 这 立体 表 范 围 9 必 为 整个 4x 立体 角 的 174， 且 利用 晶 带 征 的 上 个 对 称 操作 可 把 这 立 
EH 4r 立体 角 范 围 。 
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TET dE 
(1) 写 出 基本 对 称 操作 和 一 般 等 效 点 的 坐标 ， 
推导 出 计算 竺 构 因 子 的 实 部 与 库 部 的 公式 ; | 
(35 fk SR E POSER EE RA Sahi N TOR 2 [RITTER 78 22 E 3 5 
x EE T- 28 BE DL SE HJ T] RI AA; 
(5) 将 上 述 结 果 与 国际 X 射线 晶体 学 表 第 i ege Aa, | 
1.(1) 作出 空间 群 Pmm2 沿 Z 轴 向 的 投影 图 ,指出 这 个 投影 结构 的 平面 买 ; 
(2) 推导 出 空间 群 为 Pmm1 的 山体 的 电子 密度 洪 Z 轴 向 的 投影 的 计算 公式 ,并 El 
表 第 1 tor AH ES, 
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以 上 各 章 ， — PÓer— ARA, Ë 
研究 的 对 象 是 具有 三 维 周 期 性 的 真正 的 严格 意义 上 的 晶体 。 但 另 有 许多 凝聚 态 物 质 ， 它 
们 虽 不 具有 三 维 周期 性 , 却 具 有 一 定 的 痢 序 度 和 对 称 性 。 例 如 ,天 然 的 或 人 工 合成 的 高 聚 
物 的 链 状 分 子 、 纤 维 状 蛋白 质 、 核 酸 等 ,都 是 三 维 空间 中 的 客体 ,但 仅 在 一 个 特殊 方向 上 有 
周期 性 。 又 如 , 层 状 硅 酸 盐 \ 石 墨 、p8 折 又 片 形 的 蛋白 质 = 生 物 膜 , 近 晶 型 液 量 等 ;也 是 三 维 
客体 ,但 仅 在 两 维 有 周期 性 ， 为 了 研究 这 些 物质 的 结构 3 性 能 的 方便 , 需要 把 经 典 的 晶体 
SET RREA KARE, HERCRRCTI HS C2 88 Vainshtein RADIA 5 
们 称 之 为 “广义 晶体 学 ?和 “广义 对 称 性 ”。 

广义 晶体 学 中 讨论 在 m ——— t Be G?, m = 1, 2, 
3s 0< n< m, 其 中 Gi Kc 分 别 是 二 维 晶体 和 三 维 晶体 的 盈 问 群 ， 本 书 以 上 各 
章 已 作 详 细 讨 论 ，Gj 和 G MAIS Em 维 单个 客体 (尺度 有 限 的 客体 ) 的 对 称 群 ， 
CREAR. 其 中 二 维和 三 维 届 体 学 点 群 已 分 别 在 第 二 章 和 第 四 章 讨论 过 ， 而 非 晶 体 学 
点 群 则 留待 本 章 $ 13-5 讨论 。 G 3 

一 维 点 群 G; 只 有 两 个 , 即 L1, Ebert 由 全 同 操作 ， 1 和 倒 反 操作 1 CER 
反映 mm) 组 成 。 相 应 地 区 - 约 空 间 群 *G+ ERARIS REPER 了 ,= (nr) (n 为 整 
FORE SU UL Kg AERE. Gi C i ER 


13-1 具有 对 称 性 t/m 的 一 种 镶 边 图 案 "3 


二 维 对 称 群 除 上 述 二 维 点 群 G; 和 二 维 空间 群 Gi 外 ， 还 存在 描述 镶 边 图 案 对 称 性 
的 群 Gi. Bl 13-1 是 一 个 镶 边 图 案 , 它 是 二 维 的 客体 ,但 仅 沿 水 平方 向 有 周期 性 *， 此 外 ， 
还 有 与 周期 平移 方向 垂直 的 镜面 ( 镜 线 ) m. DE. 图 13-1 所 示 镶 边 图 案 的 Gi 群 记 为 
:jm。 一 般 说 来 , 镶 边 图 案 还 可 能 具有 垂直 于 图 案 所 在 平面 的 二 次 旋转 轴 ( 旋 转 点 ) 2， 平 
行 于 平移 方向 的 镜面 ( 镜 线 ) m。 为 了 与 垂直 于 平移 方向 的 镜面 区 别 ， 平 移 符号 : 与 这 种 
平行 镜 线 m 两 符号 间 不 加 斜 线 , 写 为 zm. 平移 与 对 这 种 镜面 的 反映 组 合 得 到 滑 移 反映 操 
fE as。 这 样 ， 又 得 到 三 个 可 能 的 Gi 对 称 群 : £/2, zm 和 ta。 此外， 这 些 对 称 元 素 组 
合 的 结果 还 可 产生 新 的 Gi 对 称 群 tm/2 和 ta/2。 总 共有 七 个 Gi 对 称 群 ,它们 的 对 称 
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元 率 开 置 和 等 效 位 置 配置 分 别 列 于 网 13-2(a) 与 (b) 中 ， 由 图 可 见 , 对 称 群 1m/2 A 
但 有 对 称 元 素 2 和 平行 镜面 m. 还 有 垂直 镜面 /m; 对 称 群 12/2 thts AESH, 


Hia 


Pd 


n t <J 

im zc <1 

N N 

-一 一 一 一 一 一 -一 一 m zc < 一 
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Lacu DIS 

g——t—9*—3—3 1/2 < | a 
| LOU Le 
[es 
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Fftrt+R++Tfa ` ug Eana 

(a) (5) 


Bi 七 种 Gi Rss, (oi 对 称 元 形 的 配置 3 Chi 等 效 位 置 的 配置 


三 从 空间 内 对 称 群 除 全 《三 维 空间 群 ) 和 和 Gi (三 维 点 群 ) 外 ， 还 有 柱 面 群 G: ME 
状 群 G3), 分 别 在 $13-2 与 $13-3 中 详细 讨论 。 在 $13-4 则 以 高 聚 物 的 结构 为 对 象 介 绍 
一 些 柱 面 群 和 层 状 群 的 实际 例子 。 

为 了 擅 述 三 维 空间 中 的 客体 的 性能， 单 从 几何 的 角度 研究 客体 的 外 形 或 其 中 了 项 子 的 
分 布 有 时 还 不 够 ,我 们 还 可 以 引信 其 它 一 些 非 几何 的 变量 ,例如 原子 的 磁 矩 等 等 ， 这 些 变 
量 可 以 是 连续 的 ， 也 可 以 是 间断 的 ， 其 取 值 前 个 数 可 以 是 无 限 的 ， 也 可 以 是 有 限 的 。 形 
式 上 ,在 数学 上 处理 这 类 问题 时 ,可 采用 更 高 维 数 的 空间 ， 例 如 第 十 一 童 讨论 的 彩色 群 中 
二 锥 和 闪 体 内 各 原子 的 "颜色 “就 可 以 作为 空间 的 第 四 维 看 待 ,三 维 彩色 群 旭 C1 群 ,二 维 彩 
色 群 即 G; 群 。 关 于 四 维 空间 群 的 详细 讨论 可 参看 文献 13] 与 [4]。， 研 究 高 维 空 间 唱 体 学 
还 有 底 重 要 的 意义 ， 近 年 发 现 的 准 晶 态 的 二 十 面体 相 仅 取向 具有 长 程序 ， 不 具备 经 虎 意 
关上 的 交 期 性 ， 但 这 种 准 晶 态 结构 可 看 作 是 六 维 空间 中 的 既 具 有 五 次 轴 又 具有 平移 周期 
性 的 黎 体 ( 即 六 维 晶 体 ) 在 三 维 超 平面 上 的 投影 。 关 于 准 量 态 的 初步 介绍 网 5 13-6, 

对 称 操 作 的 报 念 也 可 推广 ,可 不 要 求 操作 变换 之 后 的 长 度 、. 夹 角 、 体 积 等 保持 未 变 { 相 
仆 性 .对 称 性 ), 也 可 用 来 描述 并 无 严格 周期 性 的 客体 (统计 对 称 性 ), 等 等 。 这 些 僻 题 将 在 
š 13-7 中 讨论 ， | | 
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13-2. Em C, 


TEUER C 研究 三 维 空间 的 仅 在 一 个 特殊 方向 具有 局 期 性 的 客体 的 对 称 性 ， 这 洋 的 
物质 很 多 ,例如 高 王 物 材料 的 链 状 分 子 , 纤 维 状 蛋白 质 ， 核 糖 核酸 等 等 ， 这 种 客体 可 吾 作 
Emo rf 的 结构 单元 没 某 特殊 方向 堆 井 而 得 。 描述 这 种 客体 最 好 采用 柱 坐 妹 r, p 
z, 取 这 特殊 方向 为 轿 ， 并 记 沿 = 直方 向 的 局 其 为 + .相应 于 堆 恕 方式 的 对 称 操作 可 有 
下 询 三 种 类 型 ， | 

(1) 纯 平 移 G) SAN zf, 

(2) IER Co) EIERE, 22/ M. SES r. M 可 以 是 任意 整数 ， 也 可 以 是 有 
TH pl/g， 在 后 一 情况 下 ,每 平移 r 就 伴随 着 旋转 gq2x/p 角 , 经 ”次 这 种 螺旋 操作 后 旋 
转 了 4 图 ,平移 周期 为 :一 好， 原则 上 说 ,M 也 可 以 是 无 理 数 , 此 时 沿 方向 并 没有 真正 
的 疝 期 性 ,但 我 们 可 以 相当 精确 地 用 业 一 分 数 代 车 无 理 数 : M = pa. 

(3) 渭 称 反映 《ec), 即 互相 对 映 的 结构 单元 交替 地 沿 x 方向 堆 如 此 时 rom 26. 妆 
结构 单元 本 身 具有 镜面 时 ，5 与 “就 是 一 洋 的 。 

每 个 结构 单元 的 对 称 性 可 用 三 维 点 群 G) (包括 非 晶体 学 点 群 ) 描 述 ， 它 应 满足 的 条 
件 是 保持 特殊 方向 Cx 方向 ) 的 唯一 性 。 立 方 点 群 有 与 = 轴 斜 交 的 对 称 元 素 ， 它 们 把 = 方 
向 变换 至 其 它 方向 ,不 满足 上 述 条 件 。 这 举 ,结构 单元 的 对 称 元 素 有 下 列 五 种 类 型 : 

(1) Wx z 办 的 任意 次 旋转 轴 N. 

(2) De pt de N. 

(3) ts 轴 的 镜面 wm。 

(4) EET x 轴 的 镜面 m. 

(5) hF z Sh RACER 

DL E RR SPSS E Jt E REOR RI 

(1) N, 

(2) N/2. 

(3) N, 

(4) Nim, 

(5) Nm, 

(6) Nm, 

(7) Nímmm., 

把 结构 单元 的 这 七 类 点 群 与 前 述 堆 井 结 构 单 元 的 三 类 对 称 操作 G + 和 el 组 合 ， 
就 得 到 所 有 可 能 的 Gi 对 称 群 , 即 柱 面 群 。 往 面 群 共有 15 38, 见 表 13-1. 

G! 群 中 任何 对 称 操作 都 不 改变 柱 坐 标 中 的 ，, 即 任何 点 经 这 些 操 作 变 换 后 仍 位 本 凤 
z 轴 为 轴线 的 同一 项 柱 面 上 。 柱 面 群 的 名 称 即 由 此 而 得 。 所 此 可 用 径 向 投影 描述 对 称 
e. ,就 是 把 等 效 位 置 治 r 方向 投影 到 圆柱 面 上 ;然后 把 这 圆柱 面 展 开 成 平面 ， 其 可 坐标 为 
eebe e 显然 这 径 向 投影 图 沿 z 向 的 局 期 是 p. XE Gl Schëss 
hh Ñ, 则 其 么 向 投影 洛 9 方向 的 半期 是 2./N. ED13-3 是 15 类 柱 面 群 G) 的 径 向 投影 
A ,图 中 纸 形 区 的 宽度 是 2x/N, 高 度 是 心 是 径 向 投影 图 的 基本 单元 ， 图 中 的 水 平 虚线 航 
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ZE: 《1) 框 在 同一 pe AER, HEF BARES N el HIS 方 格 在 上 角 是 其 径 
问 找 影 的 二 维 空 间 群 符号 。. 
(23 Ek — Amp N == 4n + 2 € N "EHCT BEEN AO N ia (N' —N[1), 
(D 框 于 虑 线 内 的 + 类群 中 没有 含 倒 反 或 反映 的 操作 ， 


示 G) 群 中 的 倒 皮 轴 本， 其 它 对 称 元 表 都 采用 标准 的 符号 (§$ 1-2 与 $ 1-3)， 

关于 表 13-1 和 图 13-3 需 说 明 以 下 几 点 : 

C1) SE :2,16,110,- 分别 是 t] miS [m,15]m,-- °. 一 般 说 来 , : 当 N = in + 2 (n 
DERON N 类 的 群 变 成 了 £N m 类 的 群 ; Nm 类 的 群 变 成 了 N [mmm Zap. eN 
类 的 胜 变 成 了 N/m 类 的 群 (N' 一 N/2)。 这 种 情况 在 表 13-1 中 用 符号 SE 
HK 

(2) 3 N = An(s 为 正 整数 ) 时 , 含 N 的 G) 群 在 9 方向 的 局 期 不 是 2x/N， 而 是 
4x[N, 图 13-3 中 和 抵 形 区 的 宽度 也 应 由 2x/N 改 成 4z/N. 

(3) 不 同 的 点 群 与 不 同 的 堆 座 操 作 组 台 的 结果 ， 有 时 可 能 得 到 同一 类 Gi BÉ. de 
13-1 中 把 同一 类群 框 在 同一 格 内 。 俩 如 。swxNm = cNm. RER 13-1 中 把 它们 框 在 同 
一 格 内 ， 1 pH , 14 N = 2n + 1 时 ， uch 一 sN N im. Úr R, $2 = sÍ m, $4 — 82 mm 
zb 一 Ilma 58 一 stm, Bl M = N = 2n (n 为 正 整 数 ) 时 的 SuN 群 就 是 snrN im 
me CN = N/2)。 因 此 ,在 表 中 它们 都 框 在 同一 格 内 ， 

(4) Gi 群 的 径 向 授 影 是 二 维 图 象 ,显然 局 十 好 群 。 因 为 = 轴 是 唯一 性 轴 ， 不 允许 
存在 与 之 垂直 的 3, 4 和 56 次 轴 , 所 以 G 群 的 径 向 投影 只 可 能 是 斜 交 易 系 的 二 维 空间 群 
pl.p2 WEE ER 2 BJ — EHE pmspgscm, pmm, p2 mg, p2ggs c2mm 这 九 个 之 一 。 表 
13-1 中 每 一 方 格 右上 和 角 的 符号 就 表示 该 类 G: 群 的 径 商 投影 的 GI Ste, KESA 
290? 就 意味 着 Gi 群 的 从 向 投影 相对 于 图 2-11 中 标准 的 Gi 群 转 了 909, 


ek GE 


图 13-3 1535 Gf 群 的 径 向 投影 5 


(5) X 13-1 中 往 于 碟 线 内 的 四 类 G; 群 , 即 ONQIN[2.N 和 smN1?， 其 中 没有 包 
含 合 反 ,反映 的 操作 。 具 有 这 料 对 称 群 的 结构 可 以 生成 互相 对 觅 的 变 体 ， 

(6) 由 于 表 13-1 中 的 NN 可 为 任意 整数 ,M 可 取 任 意 值 ， 每 一 方 框 内 的 G 群 符号 代 
派 善 一 类 群 而 不 是 一 个 群 。 当 链 状 分 于 中 存在 主 链 时 ,其 对 称 群 中 的 N 通 常 等 于 N= 
时 的 Gi RE, 除了 sm 和 sw/2 这 两 类 群 中 对 可 取 任 意 值 以 外 ， 其 它 13 类 群 中 每 类 只 有 
一 个 . 六 一 工时 的 Gi 群 列 在 表 13-1 每 个 方 格 的 下 部 ， 


$13-3 SIS GU 


RRE Gi 是 三 维 空 间 中 有 二 维 计 期 性 的 客体 的 对 称 群 ,用 于 描述 层 状 硅 酸 盐 , 层 状 
Gë. d Sp. ASTR ap, häi GI dek, BRERA- ENR 
P ,不 可 能 有 与 其 斜 交 的 对 称 元 素 。 除 了 平面 群 Gi 中 的 对 称 元 素 外 ,根据 层 状 客体 的 中 
NSL 18 ) PA QU] IK Z EB] ELE. , K aj FH or AEE B9 27KGEOSE eer ,如 倒 反 中 心 
L,ZKGE 2 次 轴 2,, 水 平 镜面 mittee 来 描述 其 对 称 性 、 因 此 ，Gi 群 由 可 能 存在 的 对 
EKJUR n] Sy 2J N 28: 

(1) Wr € DINN 一 1,2,3,4,6), PAT? 方向 的 镜面 my 以 及 沿 *-y XE 
HEPER RAR G: 群 的 全 部 对 称 元 素 ， 
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(2) BET IET rh SER RS f Sc D 1 水 平 二 次 轴 24. 水 平 二 次 螺旋 轴 2a. TOES 
E] m, 水 平滑 移 面 a.b, 和 m. 等 . 

根据 G; 群 可 能 包含 的 对 称 元 素 ， 可 以 从 Gi BE (FD 230 个 三 维 空间 群 ) 中 过 出 G: 
群 ， 上 只 体 做 法 是 ,首先 不 芳 感 立方 晶 系 的 空间 群 ， 因 为 它们 必然 包括 有 与 x-y 平面 斜 交 
的 轴 ， 对 单 斜 晶 系 和 正 交 晶 系 的 空间 群 ， 应 该 若 瑟 在 各 种 坐标 轴 放 置 条 件 下 的 空间 群 符 


表 13-2 ERY G) 的 Hermann-Mauguio 符号 及 其 与 二 维 彩色 空间 赂 的 关系 


Elsa | 对 应 的 GI | 对 应 的 二 维 BREH 对 应 的 G3 Eb | XH 
HM 符号 的 序号 彩色 空间 群 HM 符号 的 序号 彩色 空间 群 


TL 


pl l pl i Pmaa 49 posgm 
plir 5 p | pbas 50 P. É g 
pl 2 p? poma 51 pmm 
DIE i 7 | p; | poma 53 p.mg 
UE | 3 pi phaa 54 TE 
plll/m 10 pl pmo 57 Sat 
pl12/b | 13 x DI pmmn 59 p.m m 
pini D pm Er rm a 67 E'm 
pimm 25 pml pi 81 på 
pia! 了 Pg p4 75 p^ 
plam x 26 PEL | piim 83 i p^ 
clm) 8 Cem pimm 99 pima 
c2mm | 38 em] p*immm 123 Sioel 
pl21 3 pm palm DR p*mm 
pli, 4 PS i pn 89 Sim m 
DEA 5 em p42? 30 pág m 
pl2/ml 10 pmm pai 85 pit 
DURCH 11 peg p*imbm 127 pigra 
clilml .. | 12 | emm | p35m 100 pim 
pl2/el | 13 | pm'£ pilum 113. p^ gm 
gi^/sl 14 | PEE pim2 115 ph mm 
pmm}? x 25 | pmm? påjnbm 125 PRI LI 
pmmm ! 47 Demi Gi/lnom 125 p.imm 
pbm2 | 28 Pm g2 tti: 117 LEE 
pbmm | 31 pmg2i p 143 pš 
pba? | 32 pgg? pi 174 p? 
pbam 55 l pegŁLI pi 147 pó 
emm | 35 | emm piml 156 pimi 
Cmn nm | 65 | emm2l pam2 157 pim 
plena | 26 I pm piim 157 | piim 
pas | 27 x "T Fin 189 pim 
plmb ¿B palm p 149 | pòm l 
plab 29 MET p321 150 | p3lm 
pian 30 PIE pm 162 | Dh mm 
plua 31 p.m pimli 164 | pi mm 
z2mb | 39 c'm ps 168 | pt 
p222 16 pm m pjm 175 | pbi 
p2 22 17 Pm € DE 183 pomm 
P^ | 18 pa'g pójmmm 191 | peomml! 
c222 | 2 DM pó22 177 | pmm 
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号 。 例 如 第 53 号 正 交 易 系 空间 群 , 不 但 车 若 了 标准 符号 Pmna, WA R T 525 RE er 
[& F RS dEPA EDS SES Pnmb,Pbmn,Penm,Pnem 和 Pman, DUE EE mi AER COUR ER 
MyEG RAREZA — 若 某 空间 群 信 有 洛 c 方向 平移 分 量 的 对 称 操作 ， Cin 
Pmna 中 符号 = RRASA Lei /2 方向 的 平移 ,就 不 可 能 是 Gi PE; oz Pam, 
Penm 和 Pnem 也 不 是 G, Hi. 但 Pbmn 和 pmes 是 G) ÉE. 这 样 求 得 的 G; 群 的 
decmann-Mauguin 符号 列 于 表 13-2 第 一 栏 , 与 之 对 应 的 G 群 的 序号 则 列 于 未 13-2 第 
二 栏 , 它 们 总 上 共有 80 48. Gi 群 还 有 一 种 推导 方法 ， 想 应 于 T2492i45G53 ba 和 n, TX 
vie, Suë Ci 群 中 的 操作 ( 即 2,3,4, 6 ,水 平方 向 的 平移 w RUE ERE C 
法 mm) 与 m, 组 成 的 复合 操作 ; 即 

| I = m, + 2 

2, = ma'm 
Zus "e fH, ` d 
Ss Gas by. na = (mit) ` 
其 中 w 为 沿 x-y 面 的 平移 操作 , 即 
aj2, 对 as 
w= 46/2， SE 
(a + b)/2, 3i a 

Wik, Gi 群 中 的 对 称 操作 ,或 是 Gi 群 中 的 对 称 操作 ， 或 是 它们 与 mw 组 成 的 复合 
操作 。 这 样 ，m 操作 就 等 价 于 二 维 彩 色 空 间 群 中 改变 黑 日 颜色 的 操作 ,因而 Gi 群 与 二 
维 彩 色 空 间 群 一 一 对 应 ,两 者 对 应 的 方式 是 : 由 不 包 食 ms 的 对 称 操作 组 成 的 Gl 群 对 应 
于 单 色 的 二 维 空 间 群 , 即 17 个 Gi 群 ; 如 果 G3 群 中 包括 有 有 对称 操 作 ms， 即 层 状 客体 的 
中 平面 是 镜面 ,这样 的 Gl 群 就 对 应 于 灰色 二 维 空间 群 ,它们 共有 17 个 ;如 果 Gi 群 中 不 
包括 对 称 操作 may 但 包括 有 m, 5 Gi 群 中 的 操作 组 成 的 复合 操作 , 则 这 样 的 Gi 群 对 
宣 于 四 和 白 二 维 空间 寿 CIRA 46 个 。 对 应 于 每 个 层 状 对 称 群 的 彩色 二 缴 空 间 群 的 符号 
ATA 13~2 第 三 栏 。 这 两 种 群 的 符 生 的 对 应 关系 电 纳 起 来 列 丁 表 13-53, GE Bs al ae 
dr, EI e 在 层 状 群 的 HM 符号 中 ， 消 移 面 则 采用 符号 “或 b EKER 
中 含有 政变 额 色 的 操作 1 ， 这 对 应 于 层 状 群 中 稚 直 于 e 方向 的 镜面 lim, 黑 日 群 中 改 
变 颜 色 的 旋转 操作 2 ,3”,4 和 6 分 别 对 应 于 层 状 群 中 的 旋转 反映 操作 或 倘 反 操作 1,6, 4 
R3. 黑白 群 中 改变 颜色 的 反映 all 对 应 于 层 状 群 中 绕 水 平 二 次 轴 的 旋转 121. SS, 
黑白 大 中 的 黑白 点 阵 则 对 应 于 层 状 群 中 的 钰 让 于 e 的 请 移 面 . 所 有 这 些 对 应 关系 都 列 


fti 13-3 rh, 
表 13-3 彩色 群 符号 与 层 状 群 的 Hermaun-Mauguin 符号 的 对 应 关系 
X; 层 状 群 的 ELDER 
的 ff = HM 符号 
stung | 6 [100] 219101 
U m[ 001] 1. [0101 
2 I plié 
3 6 = Sí m pe p,1001] 
4 4 e clie m eilh 
6 3 


Él 13-4 举例 说 明 Gi 群 的 等 效 位 置 的 配置 图 ， 图 13-4(a) 是 pimm, E 2-1 
(b》 中 单 色 平 耐 群 pámm 一 样 ， 图 13-4(b) 是 ptjmmm; 较 pimm 多 了 水 平 镜面 , 现 
中 用 内 有 黑 点 的 三 角形 表示 由 水 平 镜面 m, 互相 联系 着 的 、 其 投影 互相 曙 炙 的 两 个 二 角 
H, E 13-4(e) 是 p422、 由 表 13-2 可 知 它 对 应 于 黑白 平面 群 pwm, HARRESA 
(1-8 小 的 黑白 平面 群 _p4m'm 一样。 在 图 11-8 中 ， 我 们 以 空心 的 和 黑色 的 三 角形 代表 
“颜色 "不 同 的 客体 ;在 图 13-4 中 ， 我 们 以 空心 的 和 黑色 的 三 角形 分 别 代表 z 坐标 为 > 和 
—: 的 客体 ， 层 状 群 Gl 的 图 案 可 利用 表 13-2 的 对 应 关系 由 图 2-11(b) BUZ t Sai 
赂 的 图 案 以 及 图 11-8 所 示 黑 白 平面 群 的 图 案 而 得 到 |， 
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图 13-4 IER NR, 
(a) pámtm; (b) p*jmmm;. (cy p*22 
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13-4-1 引言 

高 聚 物 是 大 分 子 ， 是 由 很 大 煞 目 《10 一 10: 28 BO BS J (f f 5801 Hk A 2c IE S, Së 
育 而 成 ， 这 些 结构 单元 可 以 是 一 种 ( 均 公 物 ), 如 聚 乙 烽 是 由 许多 相同 的 一 CH 一 CH; 一 单 
元 加 聚 而 成 ;也 可 以 是 几 种 (共聚 物 ), 如 蛋白 质 是 由 二 十 种 不 同 单元 缩聚 而 成 ， 

高 聚 物 对 人 类 的 认 , 食 、 住 、 通 讯 等 各 方面 关系 极 大 ， 研 究 高 分 子 材料 的 结构 可 以 了 
解 其 结构 与 性 能 的 关系 ,以 此 指导 人 们 更 好 地 掌 舞 帘 公物 的 形成 工艺 条 件 ,设计 并 合成 具 
有 指定 性 能 的 高 聚 物 。 对 蛋白 质 等 生物 高 分 子 结构 的 研究 ;可 推进 新 的 生物 技术 的 发 展 ， 
这 些 新 技术 一 旦 用 于 生产 实际 ;将 会 在 区 药 、 农业 ,畜牧 业 等 方面 引起 重大 变革 ,使 社会 生 
ve Dr (GERD lik, 

Aio Je HI UR EIER TASA — R. ss y + 
Ge dba. 高 分 子 链 的 结构 又 分 成 两 个 层次 ; 即 一 级 结构 , 指 高 分 子 链 的 化 学 结构 和 
立体 化 学 结构 ( 近 程 结构 ); 二 级 结构 ， 指 高 分 子 链 的 大 小 和 形态 (远程 结构 )。 对 于 蛋白 
质 分 和 车 而 言 其 二 级 结构 可 以 是 c Wik ,也 可 以 是 8 折 到 片 。 高 分 子 的 聚集 态 结构 ， 指 
高 分 闻 链 如 何 盘 来 扭 去 ,如 何 堆 磺 成 一 整体 , 色 括 唱 访 结构 、 非 晶 态 结构 、 织 构 、 液 时 结构 
每 ， 它 被 称 为 三 级 结构 。 如 果 具 有 三 级 结构 的 蛋白 质 分 子 或 亚 基 以 一 定 的 方式 结合 或 一 
个 晶体 或 一 个 更 大 的 察 集体 ， 就 称 之 为 四 级 结构 。 许 多 高 案 物 内 同时 存在 有 晶 态 区 域 和 
dE IX. 图 13-5 给 出 了 不 完全 晶 态 高 聚 物 的 一 种 结构 模型 。 按 照 这 种 模型 ,长度 达 
LE am 的 线形 分 于 可 以 裙 琶 而 构成 尺度 仅 10nm 左右 的 晶 态 区 域 , 也 可 以 贯穿 好 几 个 
品 态 区 与 非 帅 区。 在 非 晶 区 中 分 子 链 是 卷曲 的 ,或 无 规 缠 结 在 一 起 ,或 补 县 得 不 能 规则 . 

高 分 子 链 的 二 级 结构 可 以 是 平面 锯齿 形 或 螺旋 形 的 单 链 ， 也 可 以 是 双 螺 旋 体 其 至 车 
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十 股 分 于 和 链 皖 和 在 一 起 绞 或 糯 旋 索 , 还 可 以 是 层 状 结构 。 它 们 不 是 严格 的 易 体 ,但 沿 高 分 十 
钾 的 轴线 方向 或 在 高 分 子 层 片 所 在 平 硬 上 有 局 期 性 ， 因 而 可 用 广义 对 称 群 Gi 或 GC 来 
描述 它们 的 对 称 性 。 我 们 先 在 13-4-2 到 13-4-5 季 分 别 介绍 上 述 各 种 构象 的 总 分 子 链 的 
拓 构 及 其 对 称 性 ,最 后 在 1374-76 中 举例 介绍 蜗 分 子 蝇 体 的 结构 。 二 十 弄 体 的 球状 病毒 
的 结构 ， 留待 在 $ 13-5 中 结合 着 非 蜡 体 学 点 群 介绍 ; SUBE AEG DEAE GRE Bë 
态 的 结构 又 用 统计 对 称 性 描述 ， 留待 $ 13-7 分 绍 ， 


—2,534 À -a 
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图 13-5 KS Rus HR Or ERC. A E13-6 E (CrnH,.) KURZ f$ (—Cri,—CH,—) 
ak 2 PREO PREO MRESI.UD 链 末 CRTMBUANIGESRONERUE. IIBISE LR RS DAER 
mD Gm SS (a) EEH MAS 


134-2 ”平面 锯齿 形 高 分 子 直 链 的 结构 


有 些 高 分 子 链 的 结构 非常 简单 ， Piira k (CuH,) GE 《一 CH 一 -人 CH: 一) 分 
生铁 是 如 图 13-6 所 示 的 由 左 原 子 组 成 的 平面 锅 齿 形 直 链 , 键 间 夹 第 接近 于 正四 面体 的 信 
(109.55), C—C 单 键 的 距离 为 L54À. 和气 原 子 的 位 置 不 能 出 XX 射线 衍射 方法 确定 ， 但 
可 认为 磋 原 子 的 四 支 键 其 有 正四 面体 的 对 称 性 , CH 距离 为 1.10 À,. K, DENR 
乙烯 分 了 具有 恰 直 于 和 链 的 长 度 方向 的 镜面 ms， 通过 链 的 长 度 方 向 的 镜面 m, GR E SEE 
应 7 和 请 移 面 <《 垂 直 于 主 链 平 面 ), 其 对 称 群 且 Gt 群 中 的 c/mm. 

KLARE (CHEF) 分 子 链 的 对 称 群 是 mm. ERALA (一 CH, 一 
CHCI—) 分 子 链 中 ,取代 基 Cl 交替 地 分 布 在 右 源 子 构成 的 主 链 平面 两 俩 ， 因 而 主 链 平 
lb cgi. HT Cl 与 H 不 等 同 , 过 e 轴 且 垂直 于 主 链 平 商 的 面 不 是 镜面 ;因此 ， 
Be SK bor F rekt EE H 


13-4-3 RM OY TEE ERG 


A-R TE GE ROS HIE dree KRK Ehr Sp, S y 
GIN, KARRA SR CET Hr 38 RE ors im ILE SE L ñu ët, Y EE 


ux 


H H 


| Í 
A M T C 


CH, H 
(CZ CH cl I 27 a a 
人、 
| 
` Z 


代 基 芳 。 这 两 种 分 子 链 都 旦 螺旋 形状 。 某 些 蛋白 质 的 分 子 也 呈 螺 庇 形状 . 
蛋白 质 的 结构 单 苑 是 二 十 种 不 同 的 zx- 氨 基 酸 ,一 个 蛋白 和 质 分 子 内 往往 包含 数 十 或 米 
FI TAERE. o ERR E br Sd te 同时 含有 酸性 的 凑 基 (--COOH) 
NH, 
MEREGA CND, HPR HEI EE— —H EAR) —- HR Ip RE SI 一 CE 
(43468). CELCH.— GIRL 8 ig PE RS Het TÉ —cH,—Ç O» ERTED 
CH, 

等 等 或 此 它 基 团 , 不 同 R 对 应 于 不 同 的 氨基 酸 。 在 蛋白 质 分 子 中 eA RE GN 

N | 

| s e Ó 


C ) 而 连接 成 为 长 的 多 肽 链 。 mah ki L aa AA E 
"d Z | 


" | WO 
[ | Mo 人 以 省 
H Q Z 


BUERE ,通常 用 生物 化 学 方法 来 测定 ,X 射 线 结构 测定 工 So. PU 
省 也 能 起 一 定 辅助 作用 。F. Sanger (RER) 几乎 化 了 十 年 左 v o 
右 的 引 间 ,于 1955 年 测定 了 胰岛 素 中 氮 基 酸 的 排列 顺序 IE co a e 
mot leben ër St, MECAME, RARO TE IE. M 

十 两 个 长 链 所 构成 : 有 21 个 氨基 酸 的 A 链 和 有 30 个 氨基 酸 的 Se SC 
BA A 与 了 链 之 间 以 两 个 一 5 一 S$ 一 (分 别 在 A7 与 B7,A20 Ce o O 


与 B19 之 间 ) 连 接 而 成 为 一 个 整体 分 子 。 此 外 , 在 "46 与 All “er 了 
间 还 有 一 个 À 链 内 的 一 5 一 5 一 键 ， | ME 
^ mt aao ar a iri RAE LEE l S. 


z, 已 如 上 记述。 蛋白 质 的 二 级 结构 指 多 肽 链 的 构象 ，1950 Qy C 
L Pauling 等 提出 的 e 螺 旋 体 的 模型 ( 见 图 '13-7) 就 是 蛋白 质 F 6 
的 一 种 二 级 结构 形式 ， 在 螺旋体 中 ,每 一 扎 茶 酸 单位 占用 夫 
局 的 拭 离 为 15 有 ,而 螺旋 的 每 一 转 包含 有 3.6 个 所 基 酸 , 故 螺 卓 ”网 43-7 a itio 
R H 
PTS d 


. | NN | 
X; 5.4 À, ER 13-7 中 可 以 清楚 看 到 每 个 氮 基 酸 结 构 单 元 x à ， 第 一个 结构 


O H 
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bn >N 一 日 基 团 与 第 IER 个 结构 单元 中 的 "e o RMNO ERRARE: 


N— H: - Dest? 
Lake SEE IT T B. AU TRUE AS [RD (RR P EHI R Æp RIDEDEEETDOSPSRUE 
(š 13-7) 的 概念 草图 13-7 Bro a 螺旋 体 每 5 转 有 18 个 结构 单元 ， 其 对 称 群 属于 GO P 
DIES (M = 18/5), BER 螺 放 体外， 还 有 3/10 REDE CARER 3 个 氨基 酸 )》 FU EE 
( EE IE] 4.4 "oL 2E ROT, 


13-444 B mA AE RR 


GEO T ki E ie, MERER -构象 和 伸展 的 #8- 构象，a ër 
tiim 13-4-3 R. E EXE Th, E — Bk Sk S ERU s rf b T Hb REI HUE s LA 
13-8(a) 5j (b) 的 无 图 。 相 邻 的 多 肽 链 平 行 (图 13-3Ca)) 或 反 平行 (图 13-8(b)), 借 由 
LR N—H 9O--C EE MÉ EES, LA 13-9. Æ 8 WARR CEO Ren 
EE EE ENEE s: 


H]13-8 PME b) B Ur Hr S SU 
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6.5 去, 链 亲 距 为 4.7 态 ; 反 平行 8 折 县 片 内 沿 链 的 方向 的 周期 是 7.0 有 只， 与 链 垂 直方 向 的 轩 
Hiig 10A 左右 ,是 链 疗 距 移 两 信 ， 因 此 ,了 HeH j: = 35 zs |a] rh Pt 8 NIE SH ps 3 
休 ， 共 对 称 性 可 用 层 状 群 Gl SE F R 

6 PEREOTRDHTRNERS p1211， 反 平行 1 à 


SRH p222, PRAE R CH 
行 验 证 ， R | R 
F d K 
PA S 


13-4-5 DNA 的 双 螺 旋 结 构 ve R 


DNA 是 脱氧 核糖 核酸 的 简称 。 大 ` Së Al 
HEETE IBIINZSERUSBUSOWÓE M A | ñ 
HERA, BREER TS YO EE | L 
DNA. 1953 年 J. D. Watson 和 F. H. h: 
Crick 对 M. H. F. Wilkins 关于 DNA R 
BERI X 射线 特 射 图 进行 了 精密 分 析 ， 图 13-9 TEE Ett Mett Fr rE 8 
得 出 了 有 名 的 DNA 双 螺旋 体 分 子 结构 模型 ,于 1962 年 获 诺 贝 尔 奖 ， 

DNA 是 许多 脱氧 该 并 琴 单 体 纠 合 而 成 的 链 状 分 子 , 它 的 化 学 结构 为 : 
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T- égen Ae, Æ DNA OC e li emer CC Sr baue ee T AA.: 
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图 13-10 Gëss FRIES SIS ORCHESTER 


EE EE EE EE VF 
ENEE ECHTEN 
MITE (G), E36 ERR. F Foo LSU BOR d o SER, E 13- 10 的 右 半 边 示 一 个 物 
mie (C), Ess, CG ESL RUBORE bm, VRAGXTEMD SEE 
tr ER dc Bu co 6 SL HB Ath f e E oc a E EL EC e, DNA 是 由 两 条 方向 相 点 的 
& HE T tll £638 — s JESUS ECRUER MEER E. LET 13-1103). 图 11-110) 为 其 
JRR AE E pR UR EIER Ne bh UN de UE ECKE EIER SE, EE E D E DU SQ 
WAARAB, ix— 26 S£ Lëps o, et Lomb S OE EROR Reg, mié E 
Ry oi, ip SE Wgl (G-C IARE- read (A-T 对 )， 图 13-10 
CARER G-C 对 通过 气急 连接 的 情况 ， 根 据 X 射线 衍射 数据 ， 螺 旋 体 中 每 一 阶梯 的 
EGER 3.4 À m 10 个 阶梯 形成 一 个 螺旋 周期 ， 所 以 螺旋 距 为 34 Á, WE 13-11(b). 4 
此 ,如 果 和 忽略 不 同 有 机 碱 之 间 的 差别 ，DNA 的 每 条 多 核 苍 酸 长 链 具 有 对 称 性 o, M= 
10， 册 十 两 条 链 的 方向 相 友 《 见 图 13-10). 它们 由 垂直 于 螺旋 轴 的 2 X She E Ade, 
DNA 的 对 称 群 可 用 C; BB 4/2 (M = 10) 描述 ， 

DNA 是 遗传 信息 的 的 带 者 ，DNA 分 子 链 由 .上述 AG, C, T PU iE EE E Wi 
省 绯 列 而 得 ， 每 一 个 排列 就 对 应 于 一 种 遗传 信 息 。 在 DNA 链 的 等 一 环节 上 有 4 种 选择 
SIE (A,G,C,T). dk DNA 分 子 链 中 含有 10,000 te, kënnt 种 排 
列 方式 ,这 说 明 DNA 的 分 了 于 有 是 够 的 多 样 性 来 胜任 遗传 暗 码 的 使 命 . 

上 述 有 机 碱 是 在 双 螺 旋 体 中 配对 的 规则 (G-C 对 与 A-T Xp). P: E RB WDR SS 
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(a) 


图 13-11 DNA 双 螺 族 体 的 结构 "1。{a》 IB T BUB (b) 示意 图 


EALE SRDA, DNA 的 双 和 链 拆 开 , 分 别 作为 模板 与 周围 的 核 蔡 酸 控 G 三 CC 
成 对 、A 与 成 对 的 规则 以 氢 键 相连 ,再 经 聚合 作用 而 形成 两 条 新 链 。 每 一 条 新 链 和 一 对 
Dr DNA 的 双 链 ,这 祥 , 原 米 一 个 DNA 分 于 便 变 成 为 完全 相同 的 两 个 DNA 
分 子 , 使 两 个 子 细胞 具有 与 原来 的 细胞 相同 的 基本 性 状 。 图 13-12 是 DNA XX H 
REMETEA. M-EN DNA 核 肯 酸 序列 则 可 指导 有 一 定 氮 基 酸 序列 的 蛋 卢 质 的 合 
成 ， 


13-4-6 高 分 子 唱 体 结构 举例 


无 论 是 高 分 子 材料 还 是 蛋白 质 , 都 有 可 能 全 部 或 部 分 地 结 昆 成 三 维 的 晶体 ， 

图 13-13 表 永 聚 乙烯 的 晶体 结构 ，。 聚 乙烯 属 正 交 晶 系 , 晶 胞 参数 为 4 一 7.40 À, b= 
493À,c: 一 2.534 和 外， 每 个 晶 胞 内 含 2 个 结构 单元 —CH,—CH,—. SED GRECE RE SERS 
长 度 方 向 平行 于 e。， 故 品 胞 参数 C 一 2.534 À 对 应 于 已 一 C 单 键 长 度 1.54 只 在 链 的 长 度 
方向 的 投影 值 1.25 A (WE 13-6) 的 两 信 ， 磋 链 平面 与 C100) 面 成 41° 3628, (Bi x 一 
y — 0 点 的 链 平 面 与 过 z — y = 1/2 点 的 链 平面 相对 于 (100) 面 的 倾斜 方向 相反 ， 互 成 
82? 角 ， 氢 原子 的 位 置 不 能 用 X 射线 衍射 方法 确定 ， 但 可 通过 假定 矶 原子 的 四 支 键 只 
有 正四 面体 对 称 性 且 假 定 C —H 虑 离 为 LI0À 而 计算 出 来 。 聚 乙烯 的 空间 群 为 pnam 
《No.62)， 交 换 b 5 c 轴 后 即 得 标准 的 HM 符号 Pnma， 读 者 试 按 s 9-2 的 方法 辨认 
| 

文献 [12] 的 表 2-4 PV EET RR b SS PCR. 

MRHAR e AEREA 13-7089 HR ES. ARA 8 Drake (Bj 13-50] ARA, 
DA B ss a E AR RA, E a E CLER SEET E 
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SI DNA 双 链 分 烈 自 我 复制 示意 图 rm。 图 13-13 Sënn, LS 
图 ;下 图 为 洛 c 方向 的 投影 图 


HE. 纤维 状 蛋白 质 的 结构 特点 是 它们 的 多 肽 链 沿 着 某 特 殊 方向 排列 成 卷 蛆 形 或 平行 
点 ,它们 不 是 具有 三 维 局 期 性 的 晶体 ， 另 一 类 蛋白 质 是 球状 绰 白质 , 它 的 和 多肽 链 在 三 继 空 
而 中 沿 多 个 方向 进行 卷曲 . 折 登 、 盘 绕 而 成 紧密 的 近似 球形 的 结构 ， 这 种 在 二 级 结构 基础 
二 和 侈 此 链 再 折 登 ， 称 为 蛋白 质 的 三 级 结构 。 三 级 结构 中 除了 属于 二 级 结 移 的 螺 许 本 和 
8 折 琶 片 这 丙种 有 规则 的 构象 之 外 ， 还 有 走向 随机 的 松散 胀 段 ， 许 多 球状 蛋白 是 由 二 条 
或 多 条 状 链 构成 的 ,这 些 状 链 之 介 并 无 共 价 键 连接 ,每 条 肽 链 都 有 各 自 的 一 、 二 、 三 级 结 
点 ， 这 些 耻 链 称 为 蛋白 质 的 亚 基 或 原 体 、 由 亚 基 构 成 的 蛋白 质 称 为 蹇 聚 蛋白 质 。 讨 聚 蛋 
卢 盾 具有 四 级 结构 ， 所 调 四 级 结构 就 是 各 亚 基 在 守 陵 蛋白 质 中 的 排列 方式 . 

球状 蛋白 质 可 能 具有 晶体 结构 。 用 X 庙 线 入 射 的 方法 可 以 测定 蛋白 质 最 体 的 结构 ， 
这 了 岂 就 测 出 了 蛋白 质 的 二 ,三 ,四 级 结构 ， 使 人 类 有 可 能 在 分 子 水 平 上 精确 地 理解 生命 现 
G RJ K In, f 

我 国 科 学 工作 者 在 1965 年 首先 用 人 工 方法 成 功 地 合成 了 具有 全 部 生命 活力 的 蛋白 
结晶 牛 胰岛 素 , 并 于 1967 年 开展 了 胰 素 晶体 和 射线 结构 分 析 的 工作 ， 先 后 获得 
Y 3x29 4 À (1970 28), 2.5 Å (1971 4) & 1.8 À (1973 年 ) 的 详细 数据 ,计算 了 电子 密 
i v dbSE ERI Y Shop DIE In. Rp RÉEL SR n ARP W.R 
Ate e 325 AE RNE UJ = Ji E e B XXE CC Bras RIC X 
面体 举 标 系 的 晶 胞 参数 是 ¿ = 49.0 À, a = 14.82, APR AEGRIS e E a, 一 
az. c 一 34.0 À. GEURE E L245pg/cm)?. &'T2EGI EK GAB rh & 8 ANT ES AR 
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THN GA. WIET ERG RRE TARR, o AE A E E ARA TEM 


bsa, TREAD BARRER tie ky K( = 
ikin, LEG 13- 14), 确定 胰岛 素 分 子 在 晶体 中 
que Sete CU RA). 

(rig 13-14 中 , B 链 中 的 B9--b19 EA FHR 
旋 宰 象 ,联结 A7—B7 和 A20 一 B13 的 两 个 一 
—s -gUH bcne. A 链 被 8 链 包围 ， 它 
AZRE: Al—A9 形成 一 段 右手 螺旋 。 第 二 
BIS AI2—A17 闻 形 成 。 图 中 还 未 出 连接 ， 
A6 与 Alf 的 A 链 内 的 一 S 一 S 一 键 图 13-14 
中 还 示 出 了 分 子 中 的 氨 键 ( 细 黑 线 和 虚线 ) 和 丙 支 

T CS D. 
Fk kA T- PRI CSI ER mem. 


A-F Ús EU 25 2⁄4 


ALIE 个 ed a BB-u SSES hg "an = 
COÓÁRIKELSUONCEFIPHER FRAGE CES H amn ege, mma 
成 一 直径 约 为 50À, 8 30 À ARRIR E. ETAR ARATATA 


513.5 NE MAN 


(E SM nde, D STE BR TOS ? 2, d 4,6 EE EIS E, 因而 只 有 10 个 二 

E AEG 2-1) 和 32 个 三 维 点 群 ( 第 四 章 ). 非 品 体 学 点 群 中 则 对 轴 次 没有 限制 ， 可 以 足 

任意 正 整 数 甚 圣 是 无 穷 大 我们 把 晶体 学 点 群 与 非 晶体 学 点 群 一 起 叫做 一 般 点 群 . 一 般 

点 和 的 个 数 是 无 限 的 ,只 能 分 成 类 型 来 进行 研究 若干 类 型 的 一 般 点 群 又 可 渤 一 步 归并 为 
-— A. 


3X 13-4. 二 维 一 般 点 群 (N 为 正 整 数 ) 


Lëps |.. RE " io 
ESCH ams | 4 
(n: ANR n fu 


FAMEM imm 


(AN + 2) JR 规则 二 w 角 规则 了 第 | 13 


Cr = AN + 2) PARER fe BMA | mm 


UES: ane fa 16 
AS e f ETN n f Lee, ëmm 
eran | "sang - 
dos 静止 的 加 Pun - 


13-5-1 二 维 一 般 点 群 
一 维 点 群 共 分 成 三 系 八 类 型 , 见 表 13-4， 表 中 "一 般 点 形 是 指 一 组 对 称 地 联系 者 的 
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^s MUSGESERUA RUE. -RRE 是 指 一 组 对 称 地 联系 善 的 棱 边 所 构成 的 多 角形 ， BÉ 
点 赂 系 中 的 点 圩 co 描述 役 有 镜 线 的 贺 ， 或 者 说 是 旋转 着 的 融 ， 有 两 个 互相 对 映 的 证 转 着 
的 贺 ， 它 们 的 旋转 方向 相 友 。 点 群 com 有 无 穷 多 的 过 中 心 的 镜 线 , 描述 静止 的 图 . 
13-5-2 三 维 一 般 点 群 
ZER ol lé #。 也 可 采用 旋转 反映 轴 这 琴 种 描述 的 对 应 关系 见 
支 13-5; 它 是 式 (1-2) 至 (1-4) 的 推广 ， 本 节 按 惯例 采用 倒 反 轴 . 
表 13-5 PEW 5 与 旋转 反映 轴 五 的 对 应 关系 


58 x 对 应 关系 E? £j 
n 一 AN Bu 4= J Å=} 
n=2N +L ñ = 2n = n % Í [523—6—3x1l 
H — AN + A 5 一 + ne nim | 2 二 1= miami] 


一 维 一 般 点 群 有 28 种 类 型 ,归纳 成 7 个 系 .在 表 13-6 中 给 出 了 三 维 一 般 点 群 的 简 咯 
HM (Hermann-Manguin) 符号 和 完全 HM 符号 《 当 完 全 符号 与 简略 符号 不 一 样 时 》， 
Schoenflies 符号 ,点 群 的 阶 ,以 及 启 于 该 一 般 点 群 类 的 晶体 学 点 群 的 HM 简略 符号 。 表 
dun QN + 1) fm CIN + 2) 角 覆 为 两 个 不 同 的 系 , 这 对 应 于 三 角 与 六 角 两 个 硬 休 .也 
可 把 它们 合并 成 一 个 系 , 对 应 于 六 角 唱 族 (5-2-1 节 ). AN 角 系 则 是 四 方 品系 的 推广 . AN 
HA, ON + BS CAN 十 2》 角 系 的 每 个 一 般 点 群 类 都 包括 无 穷 多 个 点 群 ， 但 每 
mp Behm, 立方 系 、 二 十 面体 系 、 融 柱 系 和 球 系 的 每 个 一 般 点 群 美 则 仅 对 应 
二 -个 点 群 。 立 方 系 的 五 个 点 群 者 是 昆 体 学 点 群 ， 二 十 面体 系 的 两 个 点 群 的 阶 也 是 有 限 
HJ. PELL 13-5-3 8. 


表 13-6 三 维 一 般 点 群 (N 为 正 整 数 ) 


EE a 
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网 柱 系 和 球 系 的 点 群 的 阶 是 无 穷 大 的 .… 在 圆柱 系 电 ， 点 群 吧 撕 述 旋转 着 的 圆锥 的 对 
称 性 ,这 种 圆锥 没有 铅 垂 镜面 ,存在 着 旋转 方向 相反 的 两 个 互相 对 映 的 旋转 着 的 回 锥 ; QA 
St oom 则 描述 静 赴 锐 锥 的 对 称 性 ,这 种 圆锥 有 无 穷 多 的 铅 垂 镜面 。 点 群 oj/m — 9o 描述 
朝 同 一 方向 旋转 着 的 双 贺 锥 ， 点 群 002 则 描述 到 向 旋转 着 的 双 圆锥 . 若 令 从 圆锥 底面 指 
向 锥 硕 的 直线 代表 圆锥 轴 ， 则 点 群 oo/m = S 描述 两 个 向 指 相 反 的 旋转 善 的 回答 ,点 群 
=o2 描述 两 个 向 指 一 样 的 旋转 着 的 圆锥 . 因此 , 点 群 coz SAR ot, Ze UR 
而 点 群 co Jm 一 00 则 不 显示 对 映 性 。 圆柱 系 中 另 一 点 群 oo/mm = m 描述 静止 的 双 
邮 锥 的 对 称 性 。 球 系 中 的 点 群 200 也 可 写成 %%，、 没 有 对 称 面 ， 描 述 旋转 着 的 球 的 对 称 
性 ,这 球 绕 着 至 少 有 两 个 方向 的 轴 旋 转 。 因 此 ,这 类 点 群 显示 对 映 性 、 球 系 中 的 另 一 点 焙 
më 出 可 写成 而 而 或 cocom, 包 含有 无 穷 多 的 过 中 心 的 镜面 ,描述 静 款 的 球 的 对 称 性 . FR 
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系 点 群 的 Schoenflies 符号 反 来 自 德 文 Kugelgruppe (XE). 


13-5-3 二 十 面体 点 群 


二 十 和 面体 系 中 的 两 个 点 群 235 和 m35 的 阶 分 别 为 60 和 120， 是 非 量 体 学 点 群 中 特 
别 有 意 义 的 ,因为 它们 描述 某 监 近 球 形 尝 体 的 对 称 姓 和 近年 新 发 现 的 三 维 准 蝇 的 对 称 性 ， 
FE B, $ 13-6, 13-15(a) 和 (b) 表示 两 个 二 十 面体 点 群 的 极 厅 投影 图 ,左边 是 一 般 拟 
效 面 稀 极点 或 一 般 等 效 点 的 配置 ,右边 是 对 称 元 素 的 配置 ,其 下 注 明 对 称 元 素 的 总 数 。 二 
十 曾 体 点 群 的 特征 是 六 支 5 次 胃 ， 夹 角 为 63.432, 4430 5 次 轴 周 图 有 五 支 3 次 轴 和 五 文 
2 次 轴 训 圭 地 对 称 分 布 ，5 次 轴 与 3 次 畏 间 的 夹 角 是 37.389，5 次 轴 与 2 次 轴 之 癌 的 夹 
FE 3172?. 3845 3 次 轴 之 间 的 夹 胡 是 41.81?, 相 邻 2 次 轴 之 间 的 夹 角 是 36^, 最 靠近 的 
3 次 轴 与 2 次 轴 间 的 夹 角 是 20.90"， 没有 对 称 中 心 的 二 十 面体 点 群 是 235， 若 有 对 称 中 
Ù. 585 与 轴 3 都 变 成 倒 反 轴 《 见 表 13-5 中 # 一 2 二 1 的 情况 )， 2 次 轴 则 变 臣 了 


2m, 


(à Sadari, im Cemre 


图 13-15 LEE CO B LCD RR RC RER REUS. ` 
EN SIMON Lo 
& sys TGDX 2 次 轴 ; 它 们 组 成 点 群 52。 因此， 点 群 235 Eet k 3k: 
于 角子 群 52, 指 数 是 [6]; 点 群 35 WAKEH TE 5m; 指 数 也 是 5661， 十 支 
3 次 币 中 的 任何 一 支 都 刁 直 于 三 支 2. 次 轴 ; 它 们 组 成 点 群 32. 因而 点 群 ?35 80 m35 分 别 
在 土 个 最 大 闪 辑 三 角子 群 32 和 3%5; 指 数 都 是 包 01.“ 此 外 ;它们 还 分 别 有 五 个 最 大 共 轿 六 
FTH 23 和 m3; 182309151. | | 
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在 图 13-15 所 示 风 个 二 十 面体 点 群 的 极 赤 投影 图 中 ,部 是 采用 立方 坐标 系 ,让 从 标 轴 
DACX 2 次 抽 , 立 方 体 对 角 线 则 沿 着 四 支 3 次 轴 。 利 用 立方 坐标 系 ,可 按 下 列 步 怠 求 等 
效 而 的 指数 : 

(D) 先 按 4-8-25 的 方法 求 出 子 群 23 或 m3 的 等 效 面 的 指数 ; 

C2》 由 这 些 面 指数 (及) 出 发 ， 按 下 式 求 出 把 它们 绕 沿 【1r0] 方向 的 5 are 
旋转 22/5 ARER (WKE): 


k^ Á | 
| dÉi n = 1,2,3,4 (13-1) 
i ] 


忒 中 | 
1/2 £ G 
al £ G zl (13-2) 
—G 1/2 Ë 
Zen [10] 方向 的 轴 旋 转 2=/5 角 时 , 荀 指 数 的 变换 矩阵 ,其 中 
G m Z- = cos 36° ` (13-2a) 
2 | 
T] o 
p 3 = cos?72 (13-2b) 
容易 证 明 《 见 习题 8); 
—g G 1/2 
di G 1/2- s ' (13-3a) 
—/2 E — Gi) 
Vi wes NI ss EI | (13-3b) 
Yi = y` = Ÿ | (13-3c) 
这 里 Po 代表 Y 的 转 置 矩阵 。 因 为 采用 立方 坐标 系 , 所 以 有 Y^ = Y, AWAR (13-3b) 


Ej (13-3c), 

S MORBO RUE MEER E P i, Dk, at bes Ro 81 EI AANE 
标的 求法 与 等 效 面 的 指数 的 求法 完全 一 样 ， 

二 十 面体 点 群 的 Schoenflies 符号 中 了 来 自 英 文 Icosahedron 《二 十 面体 )， 

一 般 点 群 可 用 来 措 述 分 子 的 对 称 仁 , 晶 体 物 理性 能 的 对 称 性 ,晶体 结构 中 某 一 氮 的 局 
部 环 济 的 对 称 性 ,以 及 准 晶体 的 对 称 性 、 等 等 ， 例 如 , 二 十 面体 点 群 235 和 m35 表征 正 
五 衣 十 二 面体 [图 13-16(a)] 和 正三 和 二 十 面体 [图 13-16(b)] 的 对 称 人性 。 正 五 角 十 二 面 
体 有 12 个 面 ，20 个 顶点 ; 二 十 面体 有 20 个 面 ，12 个 项 氮 。 许多 物体 具有 二 十 面体 外 
JE. 例如 ;病毒 颗粒 由 核酸 和 球状 蛋白 分 于 构成 ,分 杜 状 病毒 和 球状 病毒 两 类 ， 都 是 空心 
的 ， 球 状 病毒 实际 上 呈 二 十 面体 的 形状 , 近 球形 的 蛋白 质 基本 单元 构成 二 十 面体 壳 层 , 核 
酸 则 位 于 此 过 屋内 . 图 13-16(c) ën (d) 分 别 是 疱疹 病毒 的 电子 显微镜 照片 及 其 模型 ， 
由 162 个 基本 单元 构成 侧面 为 正三 解 形 的 正二 十 面体 壳 层 .又 如 ， 把 二 十 面体 的 顶点 济 
去 后 变 成 正 五 攻 形 , 同 时 使 正三 角形 侧面 变 成 正六 角形 ， 就 得 到 更 接近 于 球形 的 多 面体 . 
起 由 这 原理 可 颖 制 出 其 有 二 十 面体 对 称 性 的 接近 球形 的 足球 和 帐 闪 . 


Æ 13-16 五 角 十 二 面体 和 二 十 面体 . G) 正 五 角 十 二 面体 ;3 (b) 二 十 面体 ; 
(c) 疱疹 病毒 的 电镜 照片 (3; (d) 疱疹 病毒 模型 … 


如 4-8-1 币 所 述 ， 围 绕 中 心 原子 的 最 近邻 原子 位 于 第 一 配 位 球 上 . 把 第 一 配 位 球 上 
的 由 邻 原 子 的 中 心 用 直线 连 起 来 ,就 得 到 配 位 多 面体 。 最 近邻 原子 的 个 数 , 即 第 一 配 位 球 
上 的 原子 数 叫 配 位 数 。 设 中 心 原子 的 半径 为 ro 最 近邻 原子 的 半径 为 r<, 当 这 些 近 令 原 
了 互相 接触 时 , 几 种 配 位 多 面体 的 原子 半径 比 rars 列 于 表 13-7, 正 五 角 十 二 面体 配 位 
的 例子 很 少 , 这 是 因为 , 当 ra/rx 兰 1.801 Pf, rx/r S 0.555。 更 倾向 于 形成 以 X 原 于 为 
中 心 的 八 面 体 配 位 .当中 心 原子 略 小 时 ,有 极 大 倾 癌 形成 二 十 面体 配 位 。 在 某 些 合金 相 ， 
元 素 硼 的 某 些 同 素 蜡 构 相 以 及 某 些 硼 化 物 中 ,都 出 现 二 十 面体 局 域 对 称 性 . 当然 ,整个 品 
体 不 可 能 具有 二 十 面体 对 称 性 ， 因 为 周期 性 与 五 次 轴 不 相 容 。 但 近年 发 现 的 准 晶体 的 1 
相 有 具有 二 十 面体 对 称 性 , 八 次 和 十 次 准 晶 相 则 分 别 具 有 非 晶体 学 点 群 8/ mmm 和 10/mmm 
摘 述 的 对 称 性 ， 详 见 $ 13-6, 


R137 中 心 原子 半径 r。 与 最 近邻 原子 半径 rx 的 比值 


配 位 多 面体 | 配 位 数 n rajrx it 
正四 面体 | 4 0.225 SiO， 四 面体 
正八 面体 6 0.414 ReO, ZS E 
立方 体 | 8 0.732 B) npe gg 
正二 十 面体 12 0.902 
立方 八 面 体 12 1.000 ric 37 DR 
六 角 立 方 八 面体 12 1.000 六 角 密 堆 
ERATZEA 20 1.801 
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$13-6 JE 晶体 


1984 年 11 H Shechtman 等 9 报道 了 他 们 在 急 冷 Al-Mn 合金 中 发 现 的 二 十 面体 
和 。 中 国 科学 院 金属 研究 所 张 泽 、 叶 便 强 和 郭 可 信 交 也 独立 地 在 急 冷 (Tii-:V-)Ni 合 
4 (x= 0.0 一 0.3) 中 发 现 了 二 十 面体 相 。 这 些 二 十 面体 相 在 不 同 取 向 拍摄 的 电子 衙 射 
花样 分 别 显示 五 次 [图 13-17(a)]、 三 次 [图 13-17(b)] 和 二 次 [图 13-17(c)] 对 称 ， 衍 
射 邢 点 都 比较 明锐 ， 且 这 些 衍射 花样 分 别 对 应 的 取向 之 间 的 夹 角 关系 怡 与 二 十 惫 体操 群 


235 和 Za 各 对 称 轴 之 间 的 夹 角 关系 符合 , 即 : 五 次 对 称 轴 与 三 次 对 称 轴 之 间 的 夹 角 为 


37.4°, 三 次 轴 与 二 次 轴 之 间 的 夹 角 为 20.9? ,五 次 轴 与 二 次 轴 之 间 的 夹 角 为 3F7” > 多 图 13- 
17(d)。 换 句 话 说 , 这些 试 样 的 电子 衍射 花样 具有 二 十 面体 对 称 性 ， 


图 13-17 CTi Vo) Ni 二 十 面体 相 的 电子 衍射 花样 : GO IE (b) 沿 三 次 轴 ; (5) m 
二 次 轴 . (d) 这 些 轴 之 间 的 夹 角 关系 与 二 十 面体 点 群 中 相应 轴 之 间 的 夹 角 关 系 一 致 
经 典 的 晶体 学 研究 的 是 具有 周期 性 的 客体 ， 即 晶体 ,晶体 的 取向 和 平移 都 具有 长 程 
序 , 但 只 可 能 具有 1,2,3,4 或 6 次 轴 , 不 允许 5 次 或 了 7 次 以 上 的 对 称 轴 , hL 8 1-4. 5 —75 
面 ,玻璃 态 非 晶 体 只 有 某 种 程度 的 近 程 序 ,无 论 取向 或 平移 均 无 长 程序 ， 它 产生 的 衍射 化 
样 是 若干 很 弥散 的 衍射 环 ， 下 可 能 产生 明锐 的 衍射 更 反 ; 据 此 ， Pauling WRA +H 
体 对 称 性 的 衍射 花样 解释 成 是 挛 晶 产生 的 .在 某 些 情 况 下 确 是 如 此 .: WAKE U 3 
冷 VaNiuSis 合金 中 观察 到 显示 十 次 对 称 的 选区 电子 衍射 花样 。 但 高 分 辨 电子 显 徽 镜 局 
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片 则 表明 试 样 该 区 域 由 Frank-Kasper mAAR AEE ZAS KAE 36? 或 
72° 的 整数 倍 ， | 

但 是 ，Shechtman 等 所 和 张 泽 等 的 观察 到 的 具有 二 十 面体 对 称 性 的 选区 电子 衍射 花 
样 则 不 是 挛 晶 产生 的 。 一 方面 ， 利 用 束 玉 直径 小 于 7nm 的 人 射电 子 束 作 微 衍射 实验 发 
现 , 在 二 十 面体 相 的 同一 颗粒 内 ， 尺 才 小 于 7nm 的 不 同 区 域 产生 的 电子 衍射 花样 部 是 一 
样 的 . 另 一 方面 ,高 分 辩 电 子 显微镜 观察 表明 ， 沿 五 次 轴 的 高 分 辨 电镜 照 族 (图 13-18a ) 
上 观察 不 到 五 次 挛 晶 ， 照 片上 亮点 的 分 布 也 不 具有 周期 性 ， 倒是 与 Penrose WISS 
13-18(b)] 中 节点 的 分 布 特征 相同 ,显示 五 次 对 称 性 . 这些 事 实说 明 ， 的 确 存在 着 一 种 具 
有 二 十 面体 对 称 性 的 新 相 , 它 具有 长 程 取 向 序 ,但 不 具备 普通 的 周期 性 ， 是 一 种 准 周期 性 
晶体 ,简称 准 晶体 , 其 结构 特征 介 于 晶体 与 玻璃 态 非 晶 体 之 间 。 现 就 准 局 期 性 ， 描 述 准 周 
期 性 的 准点 阵 以 及 切片 投影 的 概念 说 明 如 下 、 | | 


(b) 
BL 13-18 (a) (Ti, V; Ni RER E DUBIUM tS (b) Penrose 图 案 
先 讨 论 二 维 的 情况 .二 维 周期 性 与 五 次 轴 不 相 容 ， 因 而 不 可 能 用 具有 五 次 对 称 的 下 
五 边 形 布 满 平面 。 但 Penrose” F 1974 年 指出 ,用 边 长 都 是 4 的 宽 的 和 罕 的 两 种 净 形 , 宽 
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凌 形 的 预 前 为 2=/5 和 32/5,98 e KEE 2/5 和 4«/5, "IU Tp R oE, BR 
RARE Penrose BS, ME 13-18(b), Penrose FE XErBBUIGUASSEE—"r E HER 
阵 ， 惟 点 阵 中 的 阵 皮 的 分 布 没有 周期 性 ， 但 仍 有 一 定 的 规律 性 . 我们 到 长度 为 e 且 互 成 
2x/5 = 72” 角 的 五 个 基 矢 €, €i e, €, e I 13-18(b),.. SD SAGA PADRE ETE Z^ 
AJ i t Z, DL. 在 图 13-18(b) 所 未 Penrose BIS DCL 0 SO, Out 


db ik >， 即 二 维 准 点 阵 中 任意 二 阵 点 之 间 的 位 矢 r， 都 可 表示 成 r 一 六 
we. 这 里 m 是 整数 ， 这 一 事实 给 人 们 一 个 启示 : 在 五 维 空间 中 用 E, En E., E., E, 


这 五 个 基 矢 构造 一 个 五 维 晶 体 点 阵 ， 其 中 每 个 阵 点 的 位 矢 尼 都 可 表示 成 R= > ab, 


将 其 投影 到 其 二 维 空间 ,着 E, 的 投影 是 e, 就 可 构成 位 矢 为 r= X] me 的 二 维 的 准 


AME. ét, 对 应 于 Penrose 图 案 的 二 维 准 点 阵 可 用 下 列 切 片 投 影 法 得 到 : 在 五 维 超 
立方 点 阵 ( 基 矢 E, 互相 履 直 生长 度 相等 ) 中 选择 取 疝 适当 的 某 二 维 空 间 ( 平 面 )， 在 开 维 
空间 中 平行 于 这 平面 切 出 一 个 有 适当 “厚度 "的 薄片 ， 将 此 薄片 内 的 阵 点 投影 到 这 平 匹 上 
就 得 到 对 应 于 Penrose 图 案 的 准点 阵 ， 其 相 邻 隆 点 间 的 位 矢 就 是 E. 的 投影 ， 

在 三 维 空 间 中 ,由 互相 正 交 且 等 长 度 的 基 舌 E. ES E, 构成 一 个 立方 体 ， 由 这 三 个 


基 秋 中 任 取 两 个 ,就 构成 立方 体 的 一 种 侧面 ， 由 于 -Ci iet mi dE mA 


ni(m — n)! 

家 中 取 * BOO RO 共有 三 种 侧面 ,分 别 由 E, 与 ESE, 与 EE, 与 E, 三 对 基 矢 
组 成 。 在 五 维 空间 中 ,由 互相 正 交 且 上 长度 相等 的 五 个 基 矢 EnEn EnEn E, 构成 一 个 起 
立方 体 ， 由 这 五 个 基 和 关中 任 取 两 个 ， 就 构成 超 立 方 体 的 一 种 侧面 ， 共 有 Ci i10 kp 
[H], RU EHE El Gu ene GET F , ot Eu 10 SEXE JE. .其 中 @i Dee 5 ge 与 
e,,0, 与 e,,€, 5j e ^y 9j 5) p E [5] EE BEER W 26 3; e, 5j e, e, 5 es 6; 5j €, e, 
G eye; 与 e A BUAERRISLEARIBIBMEUTERER. CAZA pIE- 8 en RE 
OUT s (Er Fr PS BR. vr 25 CUL ELA EG X E IE UOI HERO SI ER RS 
fd LiRAORRAEJESPHURESS Penrose 图 案 ， 

Mackay"! jg Penrose 的 概念 推广 到 三 维 空间 ,采用 边 长 都 是 a BEBO am 9 SS 
导体 ., 厚 装 面 体 对 在 三 次 轴 上 的 两 个 顶点 所 张 的 立体 角 为 1/5, 其 它 六 个 顶点 的 立体 角 为 
3r15: 扁 次 面体 对 在 三 次 轩 上 的 两 个 项 点 所 张 的 立体 角 为 72/5, HEAT gl k BU STER 
为 =]5, Mackay 证 明了 ,用 这 样 的 两 种 邦 面 体 可 以 布 满 三 维 空间 ， 且 具 有 二 十 道 体 对 称 
Sb. 这 些 莫 面体 的 顶点 构成 三 维 的 二 十 面体 准点 阵 , 换 句 话 说， 让 长 度 部 是 4 的 六 个 基 
R $6,609, €, e, 分 别 沿 二 十 面体 的 六 支 五 次 办 方 向 ， 由 其 中 任意 三 个 可 构成 一 个 蓉 
后 体 ,共有 C= 20 MEIS, Ko 10 种 是 取向 互 不 相同 的 上 述 厚 蓝 面 体 ; 胃 10 种 是 取 
[pz A fHIEIBS EXE RESET OR. TA 由 这 样 的 菱 面体 布 满 的 三 维 空间 中 任 二 顶 扩 之 辣 由 


位 和 所 *;, 即 二 十 面体 准点 阵 的 任 二 阵 点 之 问 的 位 和 失 r RRRA 了 一 Ze, 因此 , 正 
如 对 应 于 Penrose 图 案 的 二 维 准点 隆 可 描述 为 五 维 空 间 超 字 方 点 阵 中 的 一 个 薄片 在 茶 平 
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面 上 的 投影 ， 二 十 面体 准点 阵 也 可 描述 为 六 维 空 间 超 立 方 点 阵 中 一 个 RETO E LEER 
空间 (三 维 超 平面 ?上 的 投影 ， 而 上 述 20 种 蒜 面 体 则 正好 是 六 维 超 立 方 体 的 20 Si 
人 在 这 三 维 志 平面 上 的 投影 。 

显然 ,对 应 于 六 维 空间 的 晶体 育 一 个 六 维 空间 的 俏 易 点 阵 . Zia 和 Dallas?" 据 此 证 
明了 ,二 十 面体 准点 阵 的 倒 易 空间 恰 是 六 维 超 立方 点 阵 的 俩 黎 点 阵 ( 它 也 是 六 维 直立 方 所 
阵 ) 在 三 继 帅 平面 上 的 投影 ,其 中 上 距 离 这 超 平 面 您 远 的 倒 易 点 ， 其 投影 点 的 衍射 强度 出 颌 
小 。 因 北 ,二 十 面体 准点 阵 的 倒 易 点 降 也 是 一 个 二 十 面体 准点 阵 。 由 此 可 见 , 不 但 晶体 可 
产生 明锐 的 衍射 斑点 ， 准 晶体 也 可 产生 阴 锁 的 衍射 资 点 。Elser ”2 和 Bancel 等 “运用 
准 氮 阵 和 切片 投影 的 概念 成 功 地 对 二 十 面体 由 的 选区 电子 衍射 和 射线 衍射 人 学 进 行 二 
指数 标定 。 由 于 二 十 面体 倒 易 准点 阵 是 六 维 空间 的 倒 易 点 阵 的 投影 ， 每 一 反射 的 指 煞 也 
是 穴 个 数码 组 成 的 数组 ， Cormier 等 名 用 这 概念 对 准 晶 二 十 区 体 相 的 高 分 辩 电 于 显 丛 过 
进行 了 模拟 计算 。 此 外 ,石原 等 9, 沈 勇 等 所 和 王仁 弄 等 说 -交还 用 这 概念 对 准 晶 的 和 射线 
衍射 花样 ， 选 区 电子 衍射 花样 以 及 会 聚 束 电子 衍射 花 涪 进行 了 模拟 计算 ， 计 算 结 未 .与 实 
验 结 果 基 本 吻合 。 祈 其 试 等 所 袜 则 利用 切片 投影 的 概念 探讨 了 准 唱 与 晶体 结 梅 之 河 的 联 
系 , 提 出 了 车 千 和 准 最 结构 模型 。 利 用 切片 投影 的 概念 还 可 探讨 准 晶 的 不 完整 性 ， 

部 可 售 等 9 指出 ,若菜 平衡 晶 态 相 结构 中 含有 大 量 二 十 面体 配 位 多 面体 , 则 将 同一 成 
份 的 熔 体 乞 冷 就 有 可 能 得 到 二 十 面体 平行 排列 的 准 晶 ,例如 ， 晶 态 《Ii, V Ni 合金 中 
含有 约 50% 8 — Ik, WAA (Ti, VN 合金 中 含有 准 晶 二 十 面体 相 ”。 在 这 一 思 
想 指 导 下 ， 郭 可 信和 及 其 研究 党 体 又 在 急 冷 TiiFe，MnNiSi，VaNixSias。，AleCr 学 合金 
中 发 现 了 二 十 面体 准 晶 。 国 外 其 他 科学 工作 者 在 急 冷 MauCAL Zn)5, Al-Mn-Si, Ca Cd, 
SEA 4e rh e EIL TH PCR SEC, IE SE TX AR. Kä, 还 在 下 列 合金 中 观 终 到 二 十 
mikk: AI-V, Al-Mo, Al-Ru, AI-W, Ai-Re, Al-Mn-Ru, Al-Cr-Ru, Alrs.sMn 4Ru481,, 
Mgal Al, Cu), Mg wel Al, Cu, Zn Jas Tig-.Zr,Nig(x = 20—60), Pd Ui514, Al Li Cu, FH 
于 看“ 五 次 对 称 性 及 Ti-Ni 准 晶 相 的 发 现 与 研究 "方面 的 突出 贡献 , 郭 可 信 、 叶 恒 强 , 李 斗 
E , 线 洋 ,上 大 能 等 获 我 国 1987 年 国家 自然 科学 一 寺 奖 ， 

除 上 述 具 有 二 十 面体 对 称 性 的 三 维 准 晶 外 ,还 相继 发 现 了 一 些 其 有 十 二 次 对 称 、 十 次 
对 称 和 八 次 对 称 的 准 帅 。 显 然 , 这 些 准 龟 在 会 直 于 十 二 次 轴 , 十 次 轴 或 八 次 轴 的 平 辐 内 没 
有 山上 基 性 ,但 在 沿 这 些 对称 轴 的 方向 则 具有 局 期 福 , 歼 称 为 二 维 准 虽 。 

Ak Ishimasa 等 中 存 Ni-70.6at%Cr 蒸 镀 薄膜 中 观察 到 十 二 次 准 日 之 后 , 陈 焕 、 李 对 
星 和 部 可 售 9 又 在 急 冷 YNis 和 Vulle 合金 中 观察 到 十 二 次 准 晶 。 杨 奇 证 等 ”和 缉 
村 入 等 轨 还 探讨 了 十 二 次 准 量 的 结构 模型 及 其 与 日 态 9 相 的 结构 的 联系 ， 无 沦 十 Van 
和 VyNiaSi 十 二 次 准 晶 , 还 是 = 相 ， 其 基本 结构 单元 都 是 六 角 反 棱柱。 这些 六 角 反 棱柱 
的 方向 性 很 强 的 势 场 使 它们 倾向 于 平行 排列 ， 且 键 的 方向 和 键 长 都 有 一 定 的 规则 . +H 
关 规 则 较 松 ,就 生成 具有 十 二 次 对 称 的 玻璃 ;车 相 关 规 则 较 严 ， 就 得 到 具有 十 二 次 对 称 的 
准 晶 , 它 沿 十 二 次 对 称 轴 方 向 具有 周期 性 ,周期 约 为 0.45nm, 但 在 垂直 于 十 二 次 轴 的 平面 
内 只 有 准 局 期 性 ; 在 最 严格 的 拼 彻 规则 下 就 生成 5 相 晶 体 , 它 在 三 维 都 具有 周期 性 ， 空 间 
PO Phiim#n， 点 阵 常 数 为 a 一 0.88nm， 5 一 045om， 后 者 与 十 二 次 准 晶 沿 十 二 次 铀 
方向 的 周期 相同 ， 

Benderskyag 普 先 在 急 冷 AbkMn 合金 中 发 现 十 次 准 晶 ,并 测 出 其 点 群 为 10/m 或 101 
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mmm, ALMn 沿 十 次 轴 方 向 的 周期 约 为 1.2nm.。 OSZE Alb 合金 中 由 发 
现 了 十 次 准 晶 ,其 沿 十 次 轴 方 向 的 周期 约 为 6nm ,此 外 :在 急 冷 AlsCo, ALNI, AL,NICSI), 
Ala Cu; Mn; T Al-Pd 等 人 台 金 和 组 冷 的 AlgCuCoi; 合金 中 也 观察 到 十 PR PEE dá, 其 中 
ALNI 二 次 准 晶 沿 十 次 轴 方 向 的 周期 约 为 0.4nm， 这 是 干 次 准 晶 涪 十 次 轴 方 向 的 基本 层 
总 其它 十 次 准 昌 都 是 层 状 结构 ,其 超 周 期 为 Linn 的 整数 倍 ， 

既然 五 次 ,十 二 次 ,十 次 对 称 是 可 能 的 ， 八 次 对 称 是 不 是 也 可 能 昵 9 有 些 科学 家 在 这 
方面 进行 过 昂 体 几何 分 析 ， 但 一 直 没 有 实验 方面 的 证 据 。 我 国 青年 科学 工作 者 王 宁 和 和 陈 
焕 在 郭 可 信 和 的 指导 下 ，、 首 先 在 急 冷 的 CrsNisSi, 和 VisNinSi 合金 中 观察 到 八 次 准 晶 “， 
CAT ATO RIBUS EIS 0.63nm， 在 沿 八 次 轴 拍 摄 的 高 分 辨 电子 显微镜 由 片上 , 亮 扣 
星 正方 形 或 45° EA, 其 边 长 都 是 0.63nm. 在 这 些 试 样 中 同时 还 观察 到 唱 态 d Me 
结构 (空间 群 PA,32, 点 葵 常 数 a 一 0.63nm)。， 可 见 八 次 准 晶 与 8-Mn 结构 有 相同 的 结构 
单元 , 这 样 的 结构 单元 局 期 性 地 排列 得 到 8-Mn 结构 ， 呈 正方 形 和 45° SE N EORR 
meet Rain, e, itih BASTAR Mas? 合金 中 发 现 八 次 淮 晶 ， 王 宁 竺 中 
观察 基 急 冷 MnsaSiwsal 合金 申 的 八 次 准 晶 较 为 完整 并 测定 出 它 的 点 群 是 gin 或 8/ 

一 维 准 局 有 两 种 类 型 ,一 种 是 用 分 子 束 外 延 之 类 的 方法 人 工 生长 出 的 Fibonacci S 
晶 格 ， 例如 Merlin SL RRE SIS 5.9nm (A 单元 ) 和 3.7nm《B 单元 ) 的 AlAs/ 
GaAs JAL Fibonacci 序列 (4BAABABA...) 生长 出 厚 约 1.85pm 的 Fibonacci 起 
品格 薄膜 ， 它 在 膜 面 上 有 鸯 期 性 ， 在 膜 却 方向 则 为 准 周期 性 。 另 一 种 一 维 准 蝇 与 十 次 准 
晶 密切 相关 。 何 伦 雄 等 中 在 急 冷 AleNisSi, 和 AleCusMns 合金 中 以 及 急 冷 并 退火 的 
Alma 合金 中 不 仅 观察 到 十 次 准 量 , 还 观察 到 和 由 十 次 准 晶 转 变 成 的 一 维 准时 DURER 
一 维 准 量 的 特征 是 , 它 不 但 沿 原 十 次 轴 方 向 具有 周期 性 ,还 沿 与 之 刁 直 的 某 一 伪 二 次 轴 方 
向 具有 局 期 性 ,其 周期 是 0.23nm 的 #* 倍 ,这 里 n= 3,5,8,13,.…- 是 Fibonacci 序列 中 

综 上 所 述 , 准 晶体 是 介 于 晶体 与 琉璃 态 非 晶体 之 间 的 一 种 固体 , 它 不 具备 完全 的 周期 
性 ,但 具有 一 定 的 长 程 取向 序 。 其 取向 序 可 用 一 般 点 群 表征 ;包括 蝇 体 学 点 群 和 非 品 体 学 


el 235， 35, 10/ mnm, 8/mmm 等 )， 这 里 "不 具备 完全 的 局 期 狂 "， 可 能 是 三 维 
周期 性 全 部 失去 ,如 二 十 面体 对 称 的 三 维 准 晶 ;也 可 能 是 仅 失 去 一 部 分 周期 性 ， 但 仍 具有 
-- 妆 分 周期 性 ,如 十 二 次 ,十 次 和 八 次 对 称 的 二 维 准 晶 (二 维 呈 准 周期 性 ， 一 维 呈 周期 性 ) 
以 及 一 维 准 晶 ( 一 维 呈 准 周 期 性 ,二 维 呈 周期 性 )。 失 去 的 周期 性 由 准 周 期 性 所 取代 ,并 不 


意味 着 平移 无 序 , 而 是 其 平移 有 序 性 需 用 更 多 的 基 矢 来 描述 ,比如 说 用 高 维 空间 的 具有 周 
期 性 的 晶体 点 阵 切片 投影 而 得 的 准点 阵 来 描述 ， 


; 13-7 ”相似 对 称 性 和 统计 对 称 性 [7 


13..7-1 基本 概念 中 
严格 的 对 称 性 的 定义 是 ; WRAAE z; 把 空间 中 的 坐标 由 x 变换 成 x : 
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[x ] = g;[x] (13-4) 
RS EF (EAE AR) SERRE , BD 
F(x) = F(x} (13-5) 
或 
F(gi[x1) = F(x) (13-6) 
则 称 五 为 对 称 客体 , EWER -ORRE e; 的 集合 构成 三 的 对 称 群 G. 

在 经 典 的 还 格 的 对 称 性 的 定义 中 ，, 式 413-4) 应 为 等 长 变换 , 即 变换 前 后 任何 线 眉 的 长 
度 不 变 , 内 向 变换 前 后 直线 间 夹 角 , 平 面 间 夹 角 、 面 积 和 体积 都 不 变 。 在 广义 对 称 性 中 可 
不 要 求 等 长 变换 。 例 如 , 在 相似 对 称 性 中 , 只 要 两 个 图 形 相似 ,就 认为 它们 相等 ,这 相当 于 
在 坐标 变换 式 {13-4》 中 有 一 个 与 位 尔 x 的 长 度 成 正比 的 系数 。 Xá RATIS AS 
对 称 性 的 概念 ， 此 时 的 镜面 反映 可 以 不 沿 悟 直 于 镜面 的 线 进 行 。 语 者 这 一 条 路 线 悉 综 推 
I^. 还 可 引信 红线 对 称 性 的 概念 。 

在 无 序 晶体 结构 中 ， 在 奖 咨 体 中 ， 并 不 存在 严格 意义 上 的 平移 对 称 性 ， 经 平移 标 作 
后 ,一 种 原子 可 能 变 成 另 一 种 原子 ,也 就 是 说 ; 式 (13-5) 并 不 严格 成 并 ;只 近似 地 成 立 : 

F(gi[x]) = F(x) 
REW 2X C13-3) 88 TT ERZ, 

(EH dia h TARIA SPRM da - "—— 
格 点 处 ， 换 铝 话 说， 了 (xz 一 F(X), 但 x" 不 严格 等 于 由 x 经 过 对 称 操 作 z; SEPATU 
得 的 x = gz[x], 而 是 x: 围绕 着 x .统计 地 分 布 着 ， 以 x 为 最 可 几 值 。 在 这 种 情况 
下 ,可 以 直人 若干 分 布 函数 , 分 别 描述 分 子 的 重心 x*” 偏 离 其 最 可 几 位 置 x 一 glx] 的 
几率 , 分子 牙 线 取向 的 几率 ,以 及 分 子 绕 自 己 的 轴线 旋转 一 定 角 度 的 几率 ， 等 等 ， 这 是 统 
计 对 称 性 的 另 一 方面 ， 当 然 、， F(x") e& P(x) 以 及 x” 的 最 可 几 值 汶 x 一 gy[x] 这 网 
种 情况 也 可 同时 出 现 , 即 分 子 的 结构 本 身 既 不 完全 后, 分 子 也 不 位 于 和 具有 严格 马 期 性 的 
格 点 处 ， 这 是 更 一 般 的 统计 对 称 性 ， 

下 面 我 们 在 13-7-2 和 13-7-3 # ti AY] ze I E P RH S IP] £8 R43 23. D iq 
BR AE YII ERE RUE YT y ERR IC, 


13-7-2 WEHE RER 


先 考 起 平行 分 子 构成 的 聚集 态 ， tege 
TB RS RUE EE NEO 

(1) Harg. HAA r(z) 表示 分 子 沿 其 轴 向 偏离 理想 位 置 为 z 的 几率 ， 如 霖 沿 
由 向 任意 位 移 的 几率 都 相同 , 即 r( 等 于 常数 ,就 用 r。 描 述 它 ,表示 无 穷 小 平移 . 

(2) 绕 分 子 轴 旋 转 。 函 数 IQ) 表示 聚集 态 中 的 分 子 偏离 其 平衡 取向 的 方位 角 为 由 
时 的 几率 。 当 分 子 的 横 截 面 近似 圆 形 时 ， 聚 集 态 中 的 高 分 子 可 以 同等 的 几率 取 任 意 的 方 
位 角 , 即 f(9) 等 寺 常 数 , 这 相当 于 聚集 态 的 统计 对 称 人 性 具有 阶 数 无 穷 大 的 旋转 轴 %， 

G) 在 垂直 于 分 子 轴 的 平面 上 的 畸变 。 理 想 情 况 下 分 子 轴 与 这 平面 的 交点 愧 成 具 育 
周期 a $u b 的 规则 网 格 。 实 际 上 素 集 态 的 结构 是 有 了 畸变 的 ， 分 于 偏离 这 规则 位 置 。 财 
变 有 第 一 类 和 第 二 类 畸变 。 第 一 类 畸变 (图 13-19(a)) 保 持 长 程 有 序 度 , 存 在 背 导 期 的 三 
维 格 点 , 链 形 分 子 的 轴线 在 此 平面 上 的 投影 则 以 一 定 的 几率 偏 次 这 规则 格 点 的 位 鼻 , 偏 元 
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Mm LRAD., SARDARA W (r) 表示 队 基 给 定 分 于 的 位 舌 为 ? 处 安排 分 子 的 
几率 。 对 于 其 有 长 程 有 序 度 的 第 一 类 晴 变 ,分 布 函数 W (r) 是 一 周期 范 数 ， 峰 值 位 于 规 
岂 硼 格 的 结 点 处 ， 对 于 严格 的 二 维 晶 体 ， 玉 Cr) JE o pP; 对 于 第 一 类 畸变 的 聚集 态 ， 
Wir) 的 峰 被 展 宽 了 ， 见 图 13-19(c)。 第 二 类 蝴 变 [图 13-19(b)] 仅 保持 短程 有 序 ， 就 
近 售 分 子 而 言 , 其 分 布 天 致 仍 具 有 霹 期 性 ;但 远 处 分 子 的 分 布 就 是 完全 无 规 的 了 ， 亲 看 统 
计 分 布 遂 数 Wr) 在 + 值 很 大 时 几乎 等 于 常数 , 见 图 13-19(0). 


KÉli13-19 SITE SE LIEN EC 
Can An; Chi SS — 353038, (cy 第 一 类 旷 蛮 的 分 布 阔 数 ; (d) egen Are 
如 果 分 子 链 可 以 互 不 平行 或 发 生 弯 拆 ,， 则 还 应 该 引 人 和 人 一 个 统计 分 布 函数 Dla) 描述 
DES ERIT LEE: 


13-7-3 ”液晶 的 结构 


某 些 蝇 术 高 率 物 受热 熔融 或 被 溶剂 溶解 之 后 ,虽然 获得 液 态 物质 的 流动 性 , 却 仍 然 部 
分 部 深 存 着 分 子 的 有 序 排 列 , 从 而 在 物理 性 质 上 呈现 各 同 异 性 , 形成 一 种 兼 有 章 体 和 疲 体 
汐 郧 分 性 质 的 中 介 态 , 叫 艇 滚 晶 态 ， 构 废 液晶 的 分 子 呈 棒状 , 通常 对 称 性 很 低 甚至 没有 对 
称 性 ,其 结构 特征 使 这 些 分 子 顿 向 于 互相 平行 地 排列 . 

波 晶 有 十 多 三 种 结构 类型 : 向 庆 型 . 近 晶 型 和 胆 当 型 。 蛆 篆 型 也 可 看 作 是 辣 列 型 的 一 
孝 变 体 ， 所 有 类 型 的 液晶 都 有 个 共同 的 特征 , 束 是 在 一 个 称 为 贱 的 小 范围 内 ,和 近 郭 分子 是 
平行 排列 的 ,县 有 短程 有 序 ， 可 用 13-7-2 节 中 所 述 的 第 二 类 了 畸变 的 统计 隙 数 描述 其 统计 
对 称 性 ， 

(1) Ja EE SEE 13-2008) JE Fr Re py TE GT REA, 但 其 重心 无 规 分 布 ， 而 且 
fr-— T BUS. AAAA Ay T IBSAISJUSE BAUR A. DR, oa TR gk BR SPI ETT XT RR 
E: Retro, BI A3 等 于 常数 ;具有 语 分 子 轴 向 无 穷 小 的 统 
计 平 移 z. BH z(a) 等 于 常数 ; 分 于 沿 其 轴线 在 基 面 十 的 投影 具有 短程 上 有 序 。 因 而 讽 数 
Wr) 是 第 二 类 畸变 的 分 布 痕 数 .由 于 任意 方位 骨 四 的 分 于 出 现 的 几率 一 样 , 滑 数 W Cr) 
ESER r 的 方向 无 尖 , 内 与 其 绝对 值 + 有 关 , 因 而 W (r) ERER W (r), < 
样 ,向 列 型 疲 品 结构 的 统计 对 称 性 可 写作 oor. Wr). 

(2) Denel 13-20(b)] 由 许多 单 分 子 层 组 成 ,每 一 单 分 子 层 内 的 知 梅 特征 
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与 向 列 型 一 样 , 即 分 子平 行 排列 ,其 重心 无 规 分 布 ， 但 其 长 轴 在 层 片 平面 上 ， 想 邻 钢 层 生 
分 于 长 轴 的 取 问 则 依次 规则 地 扭转 一 定 角度 , 层 层 畸 加 而 形成 召 翅 面 结构 ,分 子 的 长 轴 方 
问 在 旋转 2» 和 角 后 复原 。 这 两 个 取向 相同 的 分 子 层 之 间 的 距离 中 做 胆 举 型 液晶 的 螺 距 ， 
BUE F JLE nm. 一 组 分 子 层 的 对 称 姓 则 可 用 阶 数 很 高 的 正直 寸 层 片 的 螺旋 轴 + PS 
x5. 
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图 13-20 GEB Ern (2) 向 列 型 ;(b) Dm E 


(3) uram EHE SR S [ I 13-20(c)]rh, 分 子 的 形状 有 利于 它们 反 平生 排列 [ 见 图 12-21 
(a)] ,成 为 层 状 结构 , 相 邻 层 之 间 的 距离 为 C , 近 忆 型 液 易 又 可 细 分 成 CHERCHE 
BLW 13-21(£)], CIE 13-21(c),Cd), (e)l, D,E,F,G 4u H [图 13-21(8)] 儿 种 类 


E 


Wa MMEM ` UGIN WANNA 
(TU AUUE VE 
TA o TETUR oO o NSW. 。 


AN 
"ME 


SASA | in OCH 
: Hj Hi nn m SR 
PFFF o uni o VP w 


EDU DER THERN, (Qa) RABIA F R FIT (b) A 型 ; (9 5052808 
C mh (d) REECH: (e) MECE) B 型 Kg) H A 

在 A 型 近 晶 型 滚 晶 中 , 层 片 内 的 分 子 大 致 互相 平行 , 且 分 子 轴 垂 直 于 层 片面 ,其 统计 
对 称 性 可 写作 cocr(m]P(r)12。 其 中 oo 表示 分 子 可 以 相等 的 用 罕 取 任意 方位 角 AI 
其 第 二 类 畴 上 变 分 布 函数 W (r) 具有 柱 面 对 称 性 , 仅 依赖 于 位 矢 的 值 r; “ ARER ER 
(PIR. rGO 函数 仅 在 较 小 的 = 值 范围 内 不 为 零 , 表 示 分 子 间 的 轴 辣 位 移 很 小 ; /2 表示 
条 直 于 分 子 轴 的 2 次 轴 , 它 把 反 平行 的 分 子 互相 变 搞 ， 

在 C 型 近 最 型 液晶 中 , ATTEN, MAMA. Salle" E 
AMBAE 13-210) 1 8980 DLE AA T EE HT 8 p TE WS. k GREAT FEL ER 
13-21(4)] ; 还 可 以 是 从 一 层 到 另 一 层 姨 旋 地 改变 便 斜 方向 [图 13721062 ] X b a RI 
量具 有 压 电 性 与 铁 电 福 ， 如 果 倾 骨 等 于 op, MERRI T- SB D eL YE RS Fe, WISS X C 
AU ur ih Ux SAL TE ux Y HH EB RUNE d. 

HERE Il 13-2100 PA FAAR RERS REEF, RAD Ba >< 


+ * 


HERR 


El 


ARHAN, RAE- RE, 


A 13-21(g) 描述 H En jr Ba E KJ, 03 TAER T IE ud EUM, UE A B 型 的 


A 91, Tü ELA TAREN. 


近 晶 型 液晶 要 还 可 其 有 更 高 的 有 序 度 , 实际 上 已 是 三 维 晶体 例如, DEE m Bu 


EBREO la3 的 立方 系 晶体 。 卫 型 近 晶 型 滚 晶 基 正 交 结 构 的 晶体 ， 


E 题 


1 ,请 给 出 (3, 04, 63 和 563 GT G; FARAR EE. 


AN t 


E 


Vu 


= a 


t 


ae 


AAAA SA RR 63 群 ,从 中 选 出 cl BE. | 
ELTE EA SR Ha S XEH = 3: e bt BS pR. D = EUER WE .RER IE SE G E Rep E zü Yere 108^ 并 平 


移 2.86 有 后 就 变 成 男 一 条 肤 和 链 """。 试 指出 胺 原 蛋 白 属 何 G: EE, 并 指出 其 沿 链 轴线 方向 的 局 期 !。 


.烟草 化 叶 病 毒 (TMY) ERRIRE 3000 ,直径 170 上 ， 世 部 是 直径 为 40À my. XE RS 


3596, E REER ER RNAD E zo, Wb. HAARA h 2140 个 结构 相同 的 亚 基 组 成 ， 等 个 开 基 
Tir FEX 17520 的 由 158 个 复 基 酿 残 莫 组 成 的 肽 链 , 这 上 肘 链 折合 成 粒状 .每 49 ae CHE IR BE 
pp RR REENA, ISS CREOS H De beer loin Li BR, 


VUE 13-8 REAR E o rien pg at p12,1 和 iii 这 两 个 6 Bf. HRB 


务 对 称 无 素 的 世 置 。 


:请 辨认 图 13-13 所 未 聚 乙烯 量 体 的 空间 群 ,并 指出 各 对 称 元 素 的 位 置 ， 


提示 : 用 $9-2 HHE. RARAUHE Fram (No.62), 


.请 计算 2 次 轴 与 3 次 轴 组 合成 5 次 轴 时 ,这 些 轴 之 间 的 夹 角 * 并 进而 验证 $13-5 所 述 二 十 面体 点 群 中 


s BE 3c f. 
提示 : 利用 式 ($4-2) 一 (4-4)。 


(1) 试 证 明代 着 沿 [izo | 方向 的 五 次 轴 旋 转 22/5 角质 ， 面 指数 (^u) EBR Y AAAA R 


如 式 (13-2) 所 示 ， 
fp 利用 3-2-1 节 所 述 半 于 操作 变换 的 定理 ， 
(2) 求证 式 613-3) 所 述 关 于 Y 的 表达 式 。 
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的 上 氮 经 对 称 操作 变换 后 的 坐标 《z， 为 z) PLK SESSEL ER ERE IAE W. 附 表 1(a) F 
于 立方 ,四 方正 交 , 单 斜 , 三 斜 或 蓝 面 体 坐 标 系 ， 附 至 1 (b) 则 用 于 六 角 泽 标 系 ， 每 一 仿 
的 上 单 祁 列 出 的 是 纯 旋转 操作 s ， 艇 一 栏 的 下 半 部 则 是 与 之 相应 的 非 纯 旋转 操作 s. zÉ 
纯 旋 转 操作 ”= 的 变换 后 的 坐标 《*，7，3) AREER W RS, St p RBS 
旋转 操作 s 的 去 换 后 的 坐标 和 操作 知 阵 。 纯 旋转 的 矩阵 行列 式 什 为 十 1， 非 纯 撤 转 芒 老 
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附录 3 32 个 晶体 学 点 群 的 极 赤 投 影 图 


本 附录 给 出 32 个 晶体 学 点 群 的 航 赤 投 影 图 。 堪 边 是 一 般 等 效 点 配置 图 ,显示 一 般 晶 
形 或 一 般 点 形 , 详 呢 本 书 正 文 $ 4-8; 右 边 给 出 对 称 元 素 的 配置 。 

角 赤 投影 是 形象 描绘 对 称 操作 对 分 子 与 晶体 的 效应 的 好 方法 之 一 ， 它 的 投影 规划 如 
F: 围绕 晶体 作 一 个 单位 球 ， 晶 体 中 的 某 一 方向 可 用 由 球 心 (晶体 所 在 处 ) 作 的 平行 于 该 
方 癌 的 直线 与 球面 的 交点 表示 ， 球 面 上 的 点 则 投影 到 xy 平面 上 来 ， 从 而 用 平面 上 的 羡 
WORK aU. WE +z 轴 与 单位 球面 的 交点 为 北航 ,一 * 辅 与 单位 球面 的 交点 为 南 
B [E 十 半球 面 上 的 某 一 点 与 南极 的 连 线 ， 此 线 与 xy 平面 的 交点 就 是 +: 半球 面 
上 该 点 的 极 六 投影 点 ,本 附录 中 用 一 黑 点 (* ) 标 记 。 一 = 半球 面 上 的 点 则 用 北航 投影 , 用 
小 圆圈 CD ) 标 记 ， 
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附录 4 品 体 学 点 群 的 乘法 表 


KÉ 432(0) RAEE 622(D.) 的 政法 表 分 别 载 于 附 表 4(a》 与 风 b)。 方 括号 内 的 
指数 表示 旋转 轴 的 方向 ， 附 表 4(b) 四 的 点 阵 方向 指数 采用 六 角 举 标 系 三 指数 ， 例如 
L1201 在 示 沿 a + 2b 方向 ;这 里 a 5 b MERER 120°, ëng. 为 
六 得 对 称 操作 WD W, dg d WV,， 先 在 表 的 左 栏 找到 入， 再 在 家 的 上 列 ( 第 一 
Wues W,, 5 W, 同 列 (横行 ) 且 与 W, Këssen WW. Ce, Zen 
W.W, Samsa (oys z) 先 施 以 操作 全 2:， 再 施 以 操作 W. än, XRC [1001) 
(4 [010]), 先 在 附 表 a) 左 栏 第 五 列 找到 4 [100], 再 在 上 列 第 六 栏 找到 4 10101, 第 
五 列 与 第 六 栏 交叉 处 的 3+[11i1] 就 是 两 者 的 获 积 : 

(4 [100])(4 [010 ]) = 3*[111]. 
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3*[111j I3+[ 1T11 2 [100] 1 

iS*[1IT] 3+[111] 2 [010] |2 [001] 
30111] |3*[T11j 2 [001] 2 E010] 
2 [0013 |2 [1001 |37[ 111] 137 E TIT] 
32 [1090] |z [001] ‘3-L111] [27 [ 111] 
| 1l 2 [010] 3-1] |3-[111] 
2 [010] l 3-[111] |2-r 111] 


2 [101] 
2 [110] 
4 [100] 
4- [010] 
4*[001] 
à [011] 


à [1017 2 [To1j |47[100] |4+[180] 
,4-[010] |&*[0103 |2 [0T1] [z [011] 
4 [011] 147109] 47 [0913 I2 [110] 
4-[001] Z E110] 47 [010] 2 [1011 
4*[1090] 2 [011] [2 [110] (4-Co01] 
2 [110] 4 1001] Z [101] 4*[010] 


3*p111] ot DT |2 [110] i2 [710] 12 [1013 l2 £011] 2 rTotj 2 [0H] 
3*[ (ui |3*T 1113 7 [001] ston) la*T010] 2 [011] ponj 2 rC1i] 
3*[111] |3* [117] [001] |47[001] |2 [101] 47( 100] h [101 ; 421130] 
3*[111] tf 2 rT10] 2 F110] 4-[010] 4*[100] 4^[010; An) 


' 


4-[010] |2 [101] j37[ 111] j37[111] j3*[111] 2 [010j Dt! 12 [001] 
2 [Ito] |&[001) (3*[111] l3*[111] f2 [001] |37F111] D (100] (37 11] 
2 [011] |2 foT1] [2 [1007 |2 [010] (3-{T17] j3*[1113 5 [111] is? [121] 
2 [1091] [019] [7 [111] 137 D3ET] j3+7 TF] 2 001] bat) ;2 [010] 
ton) |? E710] |3*[111] [T1T11 I2 [1091 [371113 2 [0013 -LTT 
4+[ 100] |4-[100] [2 [010] 2 1100] /3-[111] |3*[111] sni sui 


一 -一 


m 


一 一 一 一 -一 | 一 一 一 -一 -一 | 一 一 -一 一- 一 


2 [010] 2 [001] 4*[100] /2 [OIL] [4*[001] 4rfotol 2 [110] 2 ( 101] 
2 [001] 2 [010] 471100] | 2[0113 Ë [T10] |2 [101] 4001] too 

L 42 [.601 [2 [011] |4*[1001 [2 [110] 4-1910] M7[001] :2 [101] 
2 [100] l z [6011] |4-[100] too! |2 £101] 12 [110] &*t010] 
OU) i7 p111] 471010] [2 [2913 |f 11901 371991] 2 [011] [2 [110] 
3-[T11] |37[111] |4*F010] i2 [101] 2 [011] 32 [110] |4*[100] |47T601] 
3-[111] |3-[111] [2 [101] j4*[0107 |2 [071] j4*[001] [47[100] |2 [119] 
3-[111] [27 E T11] |2 [101] j7[010] |4*1109] |2 p110] [2 [011] 4*[001] 


2 [oli] 2 [011] | 1 2 [001] |37[1113 |3*[T11] ]37 [211] 331111] 
4-[1003 4*[100] 2 [0031] | 1. biz stifu pts) tu? 
2 [119] 4*[001] 3^[111] j3*[111] |. 1 Gu 2 [010] pit 
4*r016] i2 [FOL l-t T31] i37 (T111 i54 [ 1117 1 DI 72 [100] 
4*(001] |2 (110] |3*(T1T] !13*[111] |2 [010] [37 [T1T] 1 3-[11!] 
2 [101] 4-[010] Gill 3-[111] ost 2 [100] bat! 1 


. 3Qi * 


”附录 5 晶体 学 点 群 的 母子 群 关系 


若 从 某 点 群 除去 某 些 对 称 操作 后 剩 下 一 个 对 称 性 较 低 的 点 群 , 则 后 者 是 前 者 的 二 群 . 
除 对 称 性 最 低 的 点 群 (CD 外 ,任何 点 群 都 至 少 有 一 -个 阶 数 较 低 的 子 群 。 相 庶 地 ， 者 往 
其 点 群 如 上 若干 对 称 操 作 后 得 到 对 称 性 较 高 的 点 群 ， 则 后 者 是 前 者 的 母 群 ， 除 对 称 性 最 
高 的 两 个 点 群 6/mmm 5 m3m 外 ,每 个 点 群 部 至 少 有 一 个 阶 数 高 些 的 母 群 ， 

本 附录 给 出 32 个 晶体 学 点 群 的 子 群 与 母 群 ， 材 料 取 自 1952 年 出 版 的 国际 射线 晶 
体 学 表 第 [ 卷 第 35 一 37 页 。 EHE 5(a) 列 出 了 三 斜 . 单 糙 , 正 交 和 四 方 唱 系 的 所 群 的 于 
Ë, 点 群 列 在 到 起 第 二 栏 ， 与 其 中 每 一 点 群 对 应 的 于 群 则 列 于 间 一 列 \ 横 行 )》 上 。 SA 
5Cb》 则 以 同样 的 方式 给 出 三 角 、 六 角 和 立方 蝇 系 的 点 群 的 具有 1. 2 与 4 次 对 称 人 性 ( 即 属 
于 三 鲜 , 单 斜 . 正 交 四方 晶 系 ) 的 子 群 。 为 求 得 它们 的 其 余子 群 , 即 属于 三 角 、 六 骨 与 立方 
EE. TAME 50). RS 5(a) 最 左 栏 和 附 表 (b) 最 在 栏 还 给 出 了 每 一 扩 群 的 具 
有 较 低 对 称 性 的 子 群 ( 即 真 子 群 和 点 群 1) 的 总 数 , 供 核对 用 . 

用 同一 表 还 可 求 得 某 给 定点 群 的 母 群 ， 为 求 三 角 , 六 角 与 立方 晶 系 的 点 群 的 母 群 , 需 
在 附 表 5Cc) 第 二 列 中 找 出 该 点 群 的 符号 , 它 的 母 群 列 在 间 一 栏 中 ,最 项 上 一 列 则 为 该 总 
妊 的 母 群 的 总 数 。 为 求 三 余 、 单 群 、 正 交 与 四 方 晶 系 的 点 群 的 母 群 ， 需 用 附 表 500 与 
(b). 


a 例 


1.12204 A BP 4mm 的 子 群 . 
TI 152, m,mm2,4 jt nm. 
2.13À d f Et 6m2 qu T. 
7t. 1,2, m,mm2,2,32,9m,6 J 8 fh. 
3. TED AR ERE wm2 HRR., 
7. mmm,4mm,432m,4] mmm, 6mm, 6m2,6/ mmm, m3, 43m, m3m Jk 18 fh, 
4 投 出 点 群 32 pR. 
"x: 1m,622,6m2,6/ mmm,4321,m3m 3t 6 fb. 
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附 表 3(c) 
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附录 6 32 个 晶 类 中 平衡 物理 性 能 的 矩阵 


巷 人 以 应 力 ( 二 秩 ) 张 量 e 的 6 个 独立 分 量 sú = Gusd; = Fas V. — Cae. — 0:5 = Sus 
€; gaz G3, 04 77 05 ^? Gan 电场 强度 矢量 的 3 个 分 量 Ei, Ei, E, AAEE AT 
为 HRE AECE € 的 6 个 独立 分 量 8, 一 Eu, Én = Em6; 77 Baus fu 一 ES C 
264,85 = ley 77 265,6, = 28g = 26， 有 电位 移 矢 量 的 三 个 分 量 Do DoD, Wi AS 9 
函数 ， 则 两 者 具有 下 列 线 性 关系 : 

E; — Dës TS 十 5195 十 394 T a 全 Dee 
十 da E, + daE; + daf: + AT 

g, = $49, 十 $n9; 十 5593 十 Guy 十 $2985 十 Get 
+ diu E; + dE: + dg E, + AT 

81 = Sat 十 558: + $503 F 5484 十 $505 十 $306 
+ dyE, 十 dE; + dsB; + o AT 

£, 一 MG 十 $448; 十 aga 十 wë 十 $3595 十 Sus 
+ d4E, + duE + dyE: + AT 

És = fafi E faa F S03 十 5404 TL fette 十 ss 
+ dei + dsE; + ds E, + os AT 

B, = $48, F 5202 + Zonk taq, T 16595 T $us 
+ dgE, + dE; + dE, + c AT 

D, = do + duoc; + duds + dug, + diis + dy, 
+ xu Ë, + &g E; + sa E, + p AT 

D, = dug, + dac; + dag. 十 duc, + das + dG 
Gaby + yE; + kyE + pA T 

D, = dy, t dxg; + dag; + äi + Ge: + dac; 
+ kE, + xxË, + gaE;, + p AT 

AS = agg, + aZ; 十 og F C484 P 0595 十 Get 


+ pEi + pE: + pE + (£)ar 


ExRAE = HI HABE ARIES DP: 
e = sg + d, E + a^T 


D= do + KE + pAT 


AS a8 + p,E + Lan 


上 起 等 号 右边 的 系数 可 表 为 下 列 《6 4310 x (ó + 3 + 1) = 10 x 105m. 


. 495 x 


o E AT & 一 弹性 系数 


d 一 压 电 系数 


D d x p a = 热膨胀 系数 


a, | P. cim | s= 介 电 常数 
Pp 一 热电 系数 
C 一 比 热 

T = 绝对 温度 
TEAT 32 个 量 类 中 上 述 官 阵 各 元 素 的 关系 。 所 有 这 些 和 矩阵 都 是 相对 于 其 二 对 
人 匠 线 对 称 的 。 细 点 表示 该 分 量 值 为 零 ， 粗 点 表示 该 分 最 示 为 霉 。 两 粗 点 用 线 相 连 表 冰 这 
机 分 量 的 值 相等 .与 粗 点 用 线 连 结 的 圆 题 代表 的 分 量 , 绝 对 值 上 同 粗 点 代表 的 分 量 相 辩 ， 
IH TERIS , 套 着 的 双 贺 刚 罗 表示 此 分 黄 之 值 为 与 之 相连 的 粗 点 所 代表 的 分 量 之 值 的 一 :2 
e. PSU O 所 代表 的 弹 健 顺 度 系数 :是 其 所 连 粗 黑 点 的 ， 舍 的 2 f, x 所 代 
A HS E Nm EE Z EX pu AET 一 iy). zi WAE te ERE SE RA Ema 的 矩阵 ， nt; 


台所 代表 的 弹性 劲 度 系 数 “等 于 其 所 连 粗 黑 扣 之 4 XRRR e 2 Lou ~ en), 


ABE rp po BRE 88:30 E: 3E HE 282 Pa BD (t UT" = ffl ESRB n 2 do E HAE 
Zei SASER x. y. 3 的 选择 规则 是 ， 对 三 角 , 轨 方 .六 角 唱 系 ， 主 轴 平 行 于 z, SE 
的 Hermann-Mauguin 符号 中 第 二 位 代表 的 轴 平 行 于 z 轴 ， 例 如 ,点 群 42m 中 的 4 wm 
HAETT z, 2 次 轴 平 行 于 * 轴 。 又 如 ， 点 群 3m 中 的 3 次 轴 平 行 于 2， (7-2) SS 
CY CEAT z), 又 如 ， 点 群 6m2 中 的 6 3433477 s m 垂直 于 e HAARA, 
本 附录 采用 的 放置 落 是 y 平行 于 2 次 而。 

在 每 一 矩阵 的 右 侧 依次 给 出 下 列 物 理性 能 的 独立 系数 的 个 数 : «dans p, CIT £ 
下 角 是 独立 系数 的 总 数 。 
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E AT 
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附录 7 230 种 空间 群 的 符号 


本 附录 按 晶 系列 举 了 230 种 空间 群 的 序号 ，Schoenflies Tf5 fI Hermann-Mauguin 
符号 (简称 HM 符号 )。 除 了 标准 的 简略 HM 符号 外 ， 必 要 时 还 列 出 了 完全 HM 符号 
和 坐标 轴 各 种 放置 和 单 胞 各 种 选 靶 之 下 的 扩展 HM 符号 。 这 些 符号 的 意义 详 见 本 书 正 
> $ 7-5, 

HX) =F K: 


gemet k 同一 单 引 各 种 定向 的 


Hermann-Mauguin TS 


各 种 定向 和 单 跑 选择 的 扩展 
Hermaan-Mauguip SE 


Ia E 


MÉI ` cb, US 


pb a Š e 39 3 gä ^ 3 a 


+* 4Ú ° 


附 表 了 5b) (48. 
各 种 定 疝 和 单 胞 选择 的 扩展 | 


Hermana-Maugutn TT | 


Jm | Schoen- 标准 的 简 路 
: Hermann- i 
Ft fies : 叭 一 性 轴 5 
号 Rs ke E hi e 
deb -ha 
10 Cu P n Zu | 
wl c, P11 = p Zou n T x 
| | 
0 x85 Bl E g Zu c Zu omg i 
| | 
d t 2, | 
d Ë b , 
2 2 232.1] : 
ané | ccu EE 
| ki SA 1 | 
| A. . Š € | 
2 E 2 XX 3 
| ni $ |, Zu | (Zu james 
d ch t 
r1 # a 
TN Ci, eu 2 pi e Zu ANS i 
x su 之 | p2n | P2 mms: 
E n == 
| 
i 2 2 3 
x eug | PFN Ir Zu Sea 
: puč | rä | phu FITTS 1 
š Pa DE: E 
| puž | phu | phan ques: 
S A a 
x PS | p% Zu AET 3 
| 81 | ein | c2u ARAR | 
45 C b b e | 
3 D no! 
" # : 
| 
| 2 | 4123 | c2u s2u Wes 
*= H n n 
| > > š: 2, | 
| b d e 3 | 
2 2 2 x Y 
| i n1 Lobo =! j cl GE 
| z. Zu à hoc 
| " 5 b * | 


e 404 


21 


22 


23 


24 


35 


37 


Schoen- 


flies 


EC 
f 


标准 的 完全 


Hermann- 


Maugnuin 
Tf e 
abc 
p222 
P222, 
P222 

P2,2,2, 


C222, 


C212 


F222 


[222 


HAT) 正 交易 系 


疯 一 单 跑 各 种 定 商 的 扩展 Hermann-Manguin 符号 


P222 
P222, 
GER 
P2,242, 
C222, 
2:22, 
C222 
ER 
F222 


cab 


P222 
P2 22 
P21,2, 
P2221 
42,22 
2,212, 
4222 
2241, 
F222 
22,2, 
2,22, 
2,2,2 
AE 
412,2, 
HR, 


222 


222 


P222 
p22,2 
P2122， 
Pin2 0 
B22 12 
2,2,2, 
B222 
2,22, 
F222 


1222 
BN 


42, 


ach 


! Bm2,b 


ig 
40 


41 
BE] 
| 
| 
| 
| 


43 | 
44 | 


| 
45 | 

46 
41 
vw | 
49 


20 


5t 


"i 
- — — ———s Ee e J... e- 
' 


Schoen- 


1 lies | 
| 


CE 
cu 
cu 


rr 
in 


Di, 
Di 
Diu 


Di, 


ENERE 
Hermann- 
Mauguin 


符号 


Abm? 


Ama? 


Abal 


Prnrm2 


Fdd? 


Init 


Iba 


img? 


Pmmm 


Hans 


Deco 


Phan 


Ümma 


Bmmz 
F#2} 
Beei 
£C 2, 
Bb m2 
"nm 2, 
Rba? 
nci, 
Fmmà 
bg 2 
cn à, 
nc, 
Fad: 
dd 2, 


!m m2 


HS Zu 


tha2 


ec 2, 


IT 


Pmuaa 


Pach 


Pimm 


Pana 


Pmaa 


Puce 


Deem 


GEMA E 


Pmnmm 


Denn 


Pena 


x 
| Pim 
| 
| 
| 
| 


岗 一 单 胞 各 种 定向 的 扩展 Hermann-Maoguin 符号 


一 -na 


Pm rmm 


Pnnus 


Phu 


Pena 


Pn am 


标准 的 完全 
Hermana- 
Mauguin 


el 
s|” al n 
a| Sl & 


rà 
Ut 
Jh 


K-w 
D 
"Mog 


r 
= 

EA 
ja 

ty 
ke 


me " 

= al" < 
m SÍ?" oa 
P al si 


D A e 
Bis Bie d 


m 


glv aje giv era 
w aje ihe Xle el al 


t iw ^l fho eje s 


e 


es 
ilm s 
ile =< 


E 
mh Sm SJ 
&[m gm Sina 
ilm je Sin 


e| 
& |” 


| 


3 L e.t 
3 P 
E Lu 


Er Ce) 


同一 单 胞 各 种 定向 的 扩展 Hermann-Mauguin 符号 


ge 


+ 407 * 


Eh 


85 


85 


87 


88 


89 


90 


81 


$2 


93 


94 


+ 408 * 


H (d DAE 


Schoen- Hermann-Mauguin 符号 
ilies u | Ev NU UT 
FAE PIER £ HJ C =k FIR 
s 简略 | r = ge | ra 
d P4 C4 
Ci PA, | CA | 
Ct P^, C4, i 
BE M "A 
C i4 IA EA CA 
4, i 4, 
ct D, H, F^, EA, 
4, 4 ， 
Di P4 ca 
$1 Ié F4 
HA Paie Cla C3 m 
Ci, PA, m C^, ) m C4,/m 
"i 
Ci Pain C4ja CAL a 
b 
C1, P4,/n C4,ja C4,/a 
b 
Ci iá m LI. Film PAI m 
4./n | d. le 
d I4 ja tA ja EA, jd FA, d 
AN | "y 
D! P 422 GER C422 C421 
à 2, 
Di P 42.2 På 2,2 C422, (422, 
à 2, 
D? IER P4,22 C422 C4,22 
2 | T 
Dt P 4 2.2 P42,2 C422, | C4,22, 
2 A 
Di P4,22 P4,22 WER C4,21 
2, Së 
D: ER: P4,2,2 C4,22, C4,22, 
d | à 
Di P422 P422 C422 C42 
i 1 
D: P4242 p42,2 C4,22, C4,12, 
2, š, 
D 1422 i4 22 F422 F422, 
442,2, 4.2 2, 
D? 14,22 14, 22 F42} F422 
42,2 TER? 


uM Tt ch 


vI 


AE RXICHEEC 5 


z3 Hermann-Mauguin SS 
S |—— flies i 
+ 标准 的 或 了 单 胞 SSC sk F ë 38 
= 扩 F 简略 | 扩展 
š x 
190 | Mist 
UH 
102 
103 
EA 
BI CAeg, CAcg, 
nf 
is Chem CA.cm 
a 
itá Ceg Ceg, 
Ff 
157 Fimm Fimm 
FI 
108 Fámc Fécc 
4,48, 
(ng Fá dm EA, de 
x | JICET 
110 F+ de F4 de 
5,4 E, 
" CAÀm2 Cám? 
à 
112 C4c Cácz 
Pt 
113 C4m2, Cin, 
à 
114 C4e2, C4c12, 
Le 
i15 Clm C42m 
A. 
m CLs Cie 
2, 
117 C42g, Cá: fg, 
i 
118 CRE CA? g, 
2, 
TE |OFdim | Film 
x " 
i28 | FA File 
| 82, | | Uu 
ai m A we 


Je ge anite 


— ' 
FA 1 


rà 
t- 


ke? 
T2 
n 


124 


125 


126 


127 


128 


125 


120 


131 


132 


133 


134 


135 


136 


137 


138 


138 


140 


141 


142 


P 4 mbrm 


PAI mme 


PA/nmm 


Pá/ncc 


Pi Tome 


DÄ, (mem 


Phi nbe 


På nsn 


PA, mb e 


PA. msnm 


P4,lnme 


P4.f ncm 


lki mmm 


IA mem 


14,7 amd 


lA. f acd 


v 展 
1 m ifm 
ZE 
T. ilc 
z Í" 
Z75 2ím 
2,/8 
lin zje 
2, /n 
Pim — jo 2/n 
Ag 
Palm — 2m zje 
: 2,fm 
Däin — Im ifm 
ZE 
béit "P à]c 
TE) 
Bim jm 2]c 
"NE 
PA. mo Lfe iim 
OT 
Pain — 1jb HIT: 
2,/n 
P4 jn Zi 2 Ím 
"TE: 
Pim 2/8 T 
2,/n 
Pim — 2n 2m 
2]g 
På'n 了 zje 
dt 
P4,n — 2e ljm 
21] g 
i4] m ilm iim 
4.fm  2,fn Ale 
JA] m dÉ 2je 
4,76 275 2 im 
Hja iim 21d 
4b Ln 2d 
14, la à]e dë 
EEN E 2,jd 


W 3R703) ($) 


Hermann-Mauguin Tf 


标准 的 P 或 1 单 胞 


C4/ am 8 


Cá/ecz, 


CA/mmg, 


CA/meg, 


CA amm 


Chlaec 


CAIMEN 


G4,/ mmc 


CH der 


C4 amg, 


C4 mer, 


C4 /nng, 


Calart 


Ch, jame 


IT E 


Fimme 


Fhlddm 


FA,ldde 


.. A———— ee —. 
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CA] mmm 


n? 
(4! mec 
nu 
Cájamg. 
bg 
GAiecp, 
bn 
C4; mg, 
n^ 
C4/mcg. 
NO 
C4; amm 
bb 
Cj acc 
bn 
C4, mcr 
sg 
C 3, m me 
nb 
C^, arg, 
pn 
CAIME: 
bh 
CA meg. 
It 
CA, mm£, 
HÉ 
Ch lagen: 
bn 
Chjame 
bb 
Filmmm 
VC? 
FÁlmec 
4 jamg, 
FA lddm 
4 dd z, 
F4 jidde 
A fddg, 


B: AEB d dn 的 请 移 力量 分 别 为 g(1/2,1/2,0), 4,01/451/4,0) f g/451/4512. 
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空间 群 Schoen- Hermanun-Mauguin 符号 | — x o 
ties d H: 
: H 
ES 。 | d aa 完全 rom s 
143 | Ci P3 H3 
1 444 Ci Pi H3, 
145 CH Pi, H3, 
146 1 R3 
147 Ch P3 Hà 
143 Ci R3 
H D3 P312 H321 
150 D3 p321 H31? 
151 Di P2 3,21 
152 D PY 21 H3,11 
Di P342 H3,21 
Ds p3,21 H3,12 
Di R31 
Gb P3n1 H31m 
CS, Pilm Himi 
C$, P3el H31e 
| 
et Bic H361 
Rim 
Ric 
EPP 
Pilm P312/Im PAM 2jm Him! 
2,/a 
P31e P312/e P31 1[e Hiel 
2,/n 
Piml P32fml P3 2Íml H3lm 
2,15 
Pic) P32/c1 P3 Ziel Hiäie 
"E 
Rim R$2] m R3 ljm 
3,,42;/5 
R3c R$2J« R3 Zle 
3, 2 fn 


HAIE KARR 


Hermaan-Mauguin Ze 


Pš | mmm bäim Lim lfm) Pójm 2/m lim | H6/ mnm 


| 2b 2,ja 
P& [mec Pio Lje Ziel bäi 2]c ife H5] mec 
| dn lfa 
PS mem — à P6, mÜ 27e 2Ím | Pó, Jm 2je Zim H5, mmc 
2,/n 2 Ja 
Ps jimme | PS jm lim je; Pim Zim iie | Hs. mem 


2,/6 Lija | 


ee ee ee ee ee 


HET) E ES 


Hermana-Mauguin 5E 


序号 x4 | rx. 
185 
198 den 
2 
d 
| L 
197 dÉ 
z, 
198 
199 Pu: 
2 
100 P2/mà | 
201 P2jw3 | 
702 F2lmi | F2'm3 
| ín 
| 2, 
x HE 
203 F1143 | Fidi 
j ijd 
2,!d 
2, fd 
104 "limi | PLE 
2,/n 
205 P2 fia 
206 Ga? PLE 
HE 
207 P412 
2, 
208 P4,32 
à 
Pi. 
209 F432 
42 
4, 2, 
4.2, 
210 F4,32 
+2 
E) 
1,4, 
111 LE 
4.2, 
212 P432 
2, 
213 P4 32 
2, 
114 14,32 
4,2 
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er] I Schoen- Hermann-Mauguin SS 
Es | tlies —— -=— — c= 
四 Ts MERE S NE GE: 完全 扩展 
215 | T; Pilier ` Pim 
| g 
216 T; F43m LZ 
g 
DÉ 
LE 
217 T) WEI 113m 
= 
213 T4 Pá3n | nE ET 
| " 
213 T$ FẸ3e Fis 
E 
F4 
LP 
220 T$ EET: E ET 
d 
221 Oy, Pmim Påjm zim Phim 3 2|m 
dd: 
222 gi Pain Pailin 32Í8 Pain 3 Tín 
Ac 
2213 QA Praia P4,/m 32/5 PA jn 3 2jn 
: lle 
224 oj Paie Pfa 32/m Pijn 3 2/m 
ZE 
225 5, Fmim Fijm 32jm FAjm 3 了 /mm 
Ais HE. 
nb 2g, 
da 22, 
226 Oo Fmic FA) m $fe FAjlm 3 iis 
Ain 2je 
VC? 
Ale Zjg, 
221 o Fd35m F4, Jd $2/m FA a 3 2/m 
Aë 2j 
tjd jg, 
4d lg, 
223 Q, Fd3c FA Jd Bfe Fš fd 3 fn» 
Ald fe 
Zë Ng, 
4d lg, 
229 Oen !mim fA] m 32/m fájm 3 lim 
3 fm ln 
230 o ad P4 fa 32/4 r4 ja à jd 
4,J5 Lfd 


1) 平行 十 3 grënn 803, ARETE HM ASPRE, APE z, #， 和 r, 的 滑 移 分 量 分 别 为 
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附录 8 反射 条 件 、 衍 射 符号 和 可 能 的 空间 群 


本 附 杀 按 晶 系列 举 了 反射 条 件 、 六 射 符 号 和 可 能 的 空间 群 。 每 个 晶 系 的 表 内 按 到 射 
条件 由 简单 到 复杂 的 怖 序 编 排 ; 从 左 到 右 依 次 是 整体 反射 条 件 、 晶 带 反 射 条 件 、 系 列 受 射 
A HFE URANET ERSA, GE CS TL Lae 类 符号 就 

得 到 完整 的 衍射 符号 ， 与 之 对 应 的 空间 群 则 按 其 所 属 Laue 类 和 点 群 分 别 列 出 。 有 关 本 
附录 的 内 容 和 供用 详 风 本 书 正文 9-3, 
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P112,/ (14) 
Plln(7) p112/s(13) 
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(£9)b mp 


(co) uua 
(8902299 
(89) Pdg 

(kräize 
(99)qwgg 


(g0)sutugg 
(ho GP ug 
(19)0314g 
(19) ptug 


(g9)qutug 


(c9) ututug 
(8909225 
(edina 

(959)1132 y 


ORG, 

(Ie )pz2jpl 
CE TI 
dats 
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汉 英 名 词 对 照 索 引 


-— E 


— Dal St General reflection conditions 225 
-Ara E General positions 5,43,164,200,2183 
-HEE General point groups 363 
Deg General point form 363 
—iu General face 92 

B IB k kW General crystallographic 

orbit 216 


-m General crystal Form 92 
DJ General edge form 363 

LT 
Z+ HKI [taosahedral phase 369 
2 Two-dimensional point groups 


32,892,320 
THAR Two-dimensional space groups 38, 
234,325,351 

一 准点 阵 Two-dimensional lattices 
AD -ARE Ogdohedrey 286 
JU ea Geometric crystal class A8) 


34,323 


= E 
GERS Trigonal crystal system 105,146,181 
— EAS H centered cell 176,220,411 


Anorthic system (Triclinic 
system)  104,144,345 
J Xt Generalized crystallography 343 
UA Generalized symmetry 348 
iË Subgroups 56,874,151,235,303,311,318,366, 392 


om e 
AIR RERHÉ Non-isomorphic supergroups 243 
Rb GR o Non-isomoerphic subgraupa 239,240 
不 全 戏称 占 群 Merohedry Se 
Lä [Invariant subgroup  51,87,161,3183, 
329,33) 
TË fik S  Pentagon-dodecahedron 367 
TX Bravais Z Hexagonal Bravais 
system 105 


AAwa Hexagoaal crystal system — 36,105,146 
Aa  Hexagonal erystal family 105,181 


总 外 淮 球 革 Hexagonal coordinate system 
106.146,380n 

HODR ARFA Centrosymmetrric 
crystallographic point group 80,34,156,168 


中 心 对 称 的 空间 群 Centrosvmmetric space 
group 168,150,229 

反对 称 操 作  Antisymmetry operation 16 

度 全 间 操 作 Anti-identity operation 316 


反射 条 件 Refiection conditions 219,257,415 
AE Antiphase boundary 294,310,313 


ER Reflection 5,49,22 

云母 Mica 279 

Jiu Crystohalite 128,279 

方向 指数 的 变换 Transformation of dire- 
ction indices 122 

无 对 称 单 元 Asymrmctric unit 40,198,334 

无 对 称 单 元 的 顶点 Vertices of asymmetric 
unit 45,195 

EERS Infinit group 49 

ZPS Disorder-order transform- 
ation 294 


PRIORES EE [ntrinsic translation part 21,161,222 
又 面 点 群  Dihedral point group 75 
matš Shear structure 231 
介 电 常数 Permittiyity 136 
五 um 
四 方 系 Tetragonal system 105,178 
Das 95 Gs Tetartohedry Se 
半 对 称 点 群 Hemihedry 36 
半 直 积 Semidirect product 67,71,90,1634,302,325 


ER  Orthorhombic system 105 

ETE Normal subgroup 61,874,318 

EFAA Square crystal system 36 

"ES  Orthosilicate 275 

HAME Cn RE" Diagonal glide (n- 
glide) 11,209,221 

对 映 性  EÉnantiomorphism 180,365 

HAZA  Enantiomorphic space group 170, 
1 80,242,261 

SES Symmetry group LL 

WI Symmetry 4,1,293,3164,333,348 

对 称 操 作 的 平移 部 分 Translation part of 
a symmetry operation 17,21 

对 称 操作 的 许 转 部 分 Rotation part of a 
symmetry operation 17,21 

对 称 操 作 的 变换 “Transformation of 
symmetry operations 52,124,125 

HAARE Projection ota symmetry 
element 232 

zA Symmetry element 
383 

AIERBE Symmetry operation 5,47, 200, 316,375 


&,9, 40,60,76,207 , 
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den, Centre of symmetry (of inver- 
sion) 3,22,80,84,143,156,193 ,229 

AE SHP Plane poiat group  352,92,320 

gpk Plane lattice 34,323 


3E CERO Plane group  38,234,325,341,351 


Dain Translational symmetry i,l 
SEI Translation group 39,161,311 
iR E Translation twin 294,310,313 
g Translation domain 294,310,313 
Woga Cubic system 105,208 


Ar B Cubic point group 77 

TESA Cubit space group — 208 
dozen Electron density 227í335 
dick: Eilectrosoptical effect 141 

SES Electrical condacrivity 135 

石英 Quartz 130,279,315 

HEX; Garnet 276 

Gih Paraffin 356 


生成 { 对 称 ) 操 作 Generating operations 77,145,205 | 


tHE Generating symmetry 
clement 274145 

J: SERIE Active operation 2 

Bl3xkp" Baocite 44,277,281 

fH Supergroup | 56,87,235,303,311,397 
grg - Sphalerite  251,273,284,288 

Ak, ef External direct product — 64,71,79,90, 
323,323 


k= LE nd 
iY 15] 


mgY (t REPE)  Translationengleiche 
CO supergroup 243 

KQx YT EC TER) Translationengleiche 
(t) subgroup 238,312 

iis  Homomorphism $3,163 
TAHAA) Isomorphism (of groups) 
162,239,320 

Bä [somorphism class 86 

I EIER lsomorphic group 03,239,320 
TARE isomerphous replacement 275 
|J38 FI lsomorphie subgroup 139 
JBS Sit (k HRHR) Klassengleiche (k) 
suppergroup 243 

Päss FRE Ck FE) Klassengleiche (k) 
subgroup 238,311 

iye Conjugate operation 52 
ltfgzffkE Conjugate symmetry 
element — 60,76 

H8 Class 55,65,71,381 

arie Order of a class Së 
itürT d Conjugate subgroup  60,764,87,366 
Ia Sins Nematic 375 
imi Chirality, Handedness 
lg SS Holohedry 35 
leie Identity operation 2 

ii Ajaja Affine transformation | 120,125 

HHEH EN Affine spacc-zroup type — 180 


63,50, 


$472,365 
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Æ W. EE — Piezo-optical coefficient 141 
HS S Piezoelectric moduli 135,130 
$i; Polymorphism 267 

ZS Polytypism 267 

FE Permeability 136 

导热 率 Thermal condactivity Läb 

有 限 群 Finit group 143 

Schutz Centred cell and lattice 
35,101,127,220 

光 弹 效应  Photoelastic effect 141 

各 向 异性 Anisotropy 133 

各 向 同性 Isotropy 133,402 

扩散 系数 Coefficients of ditiusion 
(Diffusion coefficient) 136 

AR Hermasng-Mauguin 符号 Exrended Herm. 
ann-Mauguin Symbol 179,211,238,405 

ATE Factor group 63,162 

ss Grey group 323,330 

E Spinel 263 

rt. Wurtzite 252,273,284 

HFA Reduced cel] 109 

阶 Order 49,50,36 


七 ICH 
位 置 平 称 分 县 Location translation part 21,23,161 
ire AHH Displacive transformation 299 


frm) EGRE Multiplicity of a position. 43,218 
人 世 置 对 称 性 Site symmetry (Symmetry of 

sites) 43,217 

BRE Layer group 349,332,339 

RiR Sheet structure 273 

rer Proper point group 72 

Seen Proper rotation 7,16,19,22,25,72,379 
应 变 Strain 136,151 

KD Stress 136,150 


初 基 单 胞 与 点 阵 Primitive cell and lactice 
35,101,108,228 


XI EAR Smectic 375 

[JR — Interstices 272,273,368 

尿素 Urea 218,261 

ES Tensor 113,124,131,133 

系统 消光 Systematics absences 220,257 


系列 反射 条 件 Serialreflection conditions 


211,257 ,415 
f Bode-rentered cubic 18,100 


八 tm 


jetz E Sab Centred cell and lat- 
tice 35,101,127,220 


qatik [mproper rotation 7,29,78,379 
aE IEE lmproper point group 78 
非 点 式 操 作 Nonsymmarphic operation 8,20 
非 点 式 空 何群 ”Nonosymmoprphic space 

group 163,166 
非 化 学 计量 出 —Nonstoichiomerry — 231 


Pak EE NMon-erystallographic point 
Eroup 343 

十 基本 对 称 操作 
operation 165 

Ap Conformation 356 

t$ cd]gsR o Space group 38,160,1853,247 

si EET: Determination of a space 
group ¿57 

a E Ha Point group of a apace 
group 162,184,238,312 

Aag PERE RET RÉ Translation subgroup 
of a space group 181,200,311,3235 

JSIHGÉBBERAGXQERTE Projection symmetry 
of š space group 231,341 

"ue Diagrams and tables of space 
£roups 11,412,185 

=l RES Space lattice 99,161,523 

SI Cinteell 1.35.101,104,119,120,298 

"Dieu Matrices for cell transfor- 


Nonessential symmetry 


mations 120,296 , 
zz Monoclinic system  1044167,176,194 


Ok Stëbs Monoclinic setting 

and tell choices 176,194 

SAS  Stereogrsphic projection 4,91,383 
Dini Dielectric susceptibility 136 
Bfn Polar classes 144,156 
RAKARE Oriented symbol 89,93,217 
BLO Orientation domain 293,310,312 
ep Setting  104,1274,194,220,267 

Aiki Ring structure 272 

mh Twins 293,310,312 

DEI Direct product 64,71,90,302 

Æ Benzene 1,96 

sihat Real affine group 460 

Fb F ER Abstract point group Aë 

PIRE Periodicity 1,17,369,573 

ZE Variant 295 

Hi Diamond 247 

Zen 3r (d 请 移 ) Diamond glide 
(d-glide) 11,19,25,202,208,221 


A. m 
SEI Point symmetry operation. 2,71,133, 
379 
HHA Point configuration 236 
ABE Point group | 32,57,71,99,133,161,184,284, 
322,363,381 
digg Determination of a point 
group 81,156,257 
quik EH E Stereographic projections 
of a point group | 75,82,91,301,366,383 
dE E SCHEER Projection symmetry 
of à point group $2 
GEURA Matrices for point-group 
symmetry operations 2,12,23,124,212,367,379 
ERES Diagrams and tables of point 


groups 90 
点 起 空间 妖 Symmorphic space group 
180,229 
点 形 Paint form 94 
BER Lattice 1,34,99,163,220,323,371 
SM Lattice complex 281 
GP Aniset Reference symbol "är 
lattice complex  ?87 
AR MA ki Descriptive symbot (ot 
lattice compiler 287 
点 阵 点 群 Lattice point group 55 
AREH Lattice type 102 
"cR Associativity A" 
结构 类 型 Structure types 247,284 
结构 因 了 于 Structure factor 83,219,227,335.337 
HA Rectangular erystal system 30 
pik Matrix 2,13,53,111,119,133,382,573 
ZS Index 59,28,210,304,318,332 
恒心 立方 Face-sentered cubic 13,100,104 
URRE Symmetry of similarity 373 
封闭 性 Closure 47 
衍射 竺 呈 Diffraction symbol 357,415 
统计 对 称 竹 Stacistical symmetry 373 
F#m KE Metric tensor 113,124,131,138 
E mikid Transformation of 
metric tensor 124,133 
kE E Cylindrical group — 350,353 
EHE Rearrangement theorem — 43 
SES Perovskite 254,299 
BH gies Cholesreric 375 


163,168, 


xk Spur 16,23,125 
HORE) Inverse 7,47,57 


蚀 坑 Etech figures and pits 158 
十 Ei 


特殊 点 形 Spesial point form 94 

特殊 反射 条 性 Special reflection condi- 
tions 226 

EE BEES Special crystallographic 
orbit 216 

Aer BE Special Crystal form 92 

FREhüj Special face 92 

特殊 投影 的 对 称 性 Symmetry of special 
projections | 92,231,341 

kerkie Special position 13,216 
特征 空间 群 Characteristic space group 287 
特征 (Wyckoff) 位 置 Characteristte 
(Wyckofí) position 287 

Str Ferroelectrics 144 


Sat Fayalite 276 
Ku r md Coordination polyhedron 


mm Polymer 355 

SES Amino acid 357 

m ith Framework structure — 279 
Im Product group | 64,71,90,301 
热电 系数 Pyroelectric ċoeffiçient 142 


32,368 


d'H 


EES Coefficients ofthermal expansion 137 
被 动 换 级 Passive operation 2 


hai o Extinction symbol 237,415 
ME E  Quasilattiee 370 
MERC  Quasr-crystal 369 


HEE  Quasi-periodicity 370 
Tuiti Origin choice 184,198,212 
EuiÓz Shik of origin, Origin shifi 212 


&| Inversion 5,19,79,143,310,322 
(zn. Centre of inversion | 6419,844222 
HE EE Reciprocal lattice 109,121,333,372 


Apiti Reciprocal metric tensor 114,124? 
131,138 

GREISEN Coset and coset 
decomposition 58,]61,215,236,300,304,313 


+ — D 


jott Optical activity 170 
So Rotation 3,19,71,373 
Hits Rotoinversion 5,19,71 
ETARE RRS, Inversion point of s | 
roiolnverslon 22 
Ese ah Motoreflection | 6,19,71 
Rékëin shy Order of a rotation 153,363 
mitt Bravais Æ Rhombohedral Bravais 
system —| 15054114,116,181,345 
tb Rhombohedral lattice 19004105,127 
+ OI  Rhombohedral coordinate 
system ` 126,220,267,379 
Soit IR EE Obverse 
setting of R cell 106,127,2204267 
辫 曾 体 点 降 大 角 坐 标 系 的 逆流 置 Reverse 
setting of R cell 107,128,220,267 
oct ahn SE Elastic stiffness constant 
gati rz. fr; Elastic compliance const- 
ani 13? 
E  Elasto-optica! coefficient 1A 
inr  Color(symmetry) group 316,349,353 
彩 多 对 称 性 Color symmetry 316 
S Hp Close packing 266 
rk enam ish Unique monoclinic axis 
1 84 
Emapa Transformation of basis 
vectors 109,119,296 
Kaz Basis vectors 1,1064,1104371 
EGKOMERSROR Essential symmetry oper- 
ation 155 
Së Fluorite 243 
spe S Oblique crystal system — 36 
ze Eh Liquid erystal 375 
va Silicate 275 
WE  Metasilicate 277 
PSP Quotient group 61,162 
SE hrag (DNA) Deoxyribose Nucleic 
Acid (DNA) 359 
oi Magnetic susceptibility 
Am Protein 357 


139 


104,176, 


136 


DSLR 


SAA Cordierite 278 


T = 


AWE Crystal Form ai 

WES sep Multiplicity oÉ A crystal 
form 92,218 
SR Crystal family 
S Crystal class 
mik Crystal i, 1 
hk Tum Crystallographic electron 
microscopy 44 

A Crystallography 1,348 
DRFA Crystallographic point 
groups 32,71,99,133,161,184,3728 
ik hka Crystallographic orbit 
SS Crystal system — 36,104,181 


mm 


L04,18t 
72,104,144,181,395 


215 


DPMK A Zonal reflection conditions 223, 
257,415 
BR Daman 293 


b; RSR) Domain boundary 291,306 
WERTE RR Variant generating ser 304 
We pe Variant generating group 305 
黑白 点 阵 Black-and-white lattice 323 
Ya Black-and-white group 316 
WE Glide line 39,233 
AERE Glide reflection 8,18,20,22,208,221,350 
滑 称 而 ! 轴 向 ;对 角 ， 人 金刚 五 》 Glide plane (axial, 
diagonal, diamond) $8,11,18,25,208,271 
At FEE Marima! subgroup 57y87,233,366 
Si, Minimal supergroup 357,87,243 
iR Hai Conventional erystailogra phic 
cell — 35,101,105,239 
eem Equivalent position 43,164,202,215, 
215,367 
Hipi Cyclic group 59 


GEB Weak direct product. 68.90,301 
链 状 结构 ”Chain structure 278 

HA Beryl 277 

Jika Sodium chloride 273,284,238 


T = ëj UA. 


E Group 47 

WR Order of a group 49 

miM) tb Generators of a group 50,77,145 

EÜb Group theory 47,303 

改元 的 阶 GQrier of a group element 50 

Samu  Forsterite 275 

tuu Tephroite 276 

Ei Anthracene 252 

xr ti Arithmetic crystal class 

Bs Diffuse scattering 334,342 

mihia Extra reflection conditions 2126 

SR Olivine 275 

Wya Augmented matrix (2,20,119,125 

am Reflection plane. Mirror plane 2,114272, 
32,832,208 


EI 


taso Reflection line, Mirror line 32 

ëlo Spur (Trace) o£ an opera- 
tion matrix 16,253,125 

A Eia Determinant of An 
opcratiom matrix —20,23,125 

Er Ik Iz 334p Integral reflection condi- 
tions 220,257,415 

IR Here Screw rotation 
257,311,350 

B s X  Tridymite 


2 x - x 


Abel EE Abel group 32 

Bravais 5  Bravais system 99,104,114,116,18], 
345 

Bravais dë —Brawais lattice 

Bravais Et  Bravais flock 181 

Fourier 合成 Fourier synthesis 200 

H Sp H centred cell 176,172,220,411 

Hermann tli  Hermann's theorem — 239,513 


Hetmann-Mauguin (5249 8A) fT Hermann- 
Mauguin (full, short) symbol 2,22,39,91, 
175,183,328,363,381,403 

Hooke gz&&  Hooke!*s law 139 

Kerr 282 Kerr effect 141 

Lagrange ZB Theorem ot Lagrange: 59 


8,18,22,170,209,223, 


130,279 


99,102 


Laue Æ Laue class 83.156,230,257 
Miller 指数 Miller indices 93,111,122 
Miller HA “Transformation of 
Miller indices 122,127 
Neumann IS Neumann'?s priniciple 145 
Patterson rb Patterson symmetry 154,230 
Patterson SÉ Patrerson function 228 
Patterson Dër Dé EL Symmetry ot 
Patterson function 229 
Penrose BS  Penrose pattern 370 
Pockels 效应 Pockels effect 141 
Ramsdeil EES Ramsdell symbol 268 
Shubnikov 点 群 Shubnikov point-group 320, 
330 
Shubnikov 符号 Shubnikov symbol 130 
Shubnikov 28/38 Shubnikow space- 


group 330 
Schoenflies 符号 Schoenílies symbol 2,82,91, 
165,180,183 
Seitz SS Seitz symbol 12,17,160 
Wyckoff (ru Wyckoff position. 215,286 


Wyckoff ECR) Wyckoff jetter (no- 
tation} 43,217 

Zháanov ff  Zhdanow symbol 268 

B Bäbb Marensiein gd-phaac 
alloys 273 
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